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K�aesolevas peat�ukis tutvume algoritmi keerukuse m~oistega ja vaatleme
p~ohilisi meetodeid algoritmide keerukuse hindamiseks.

5.1 Algoritmi keerukuse m~oiste

Algoritmi ~oigsuse k~orval on t�ahtis ka selle efektiivsus � v~oib juhtuda, et
algoritm on k�ull teoreetiliselt korrektne, aga praktikas ei j�atku meil selle
alusel koostatud programmi t�aitmiseks ressursse.

Algoritmi efektiivsust v~oib hinnata mitme erineva ressursi kasutamise sei-
sukohalt. K~oige levinum on algoritmi alusel koostatud programmi t�o�oaja hin-
damine � seda t�u�upi anal�u�usi nimetatakse algoritmi ajalise keerukuse (ingl
time complexity) uurimiseks. Sageli on vaja hinnata ka programmi t�o�oks ka-
sutatava m�alu mahtu � seda nimetatakse algoritmi mahulise keerukuse

(ingl space complexity) uurimiseks. Muude ressursside hindamise vajadust
tuleb praktikas oluliselt harvem ette.

Esmapilgul v~oib tunduda, et anal�u�usi asemel v~oib teha lihtsa katse �
kirjutame programmi, paneme selle k�aima ja m~o~odame meid huvitava ressursi
kulu vahetult. Siiski pole selline lahendus alati kasutatav.

Esiteks v~oib juhtuda, et �ulesanne on nii suur ja keeruline, et otsene m~o~ot-
mine pole praktiliselt v~oimalik � n�aiteks v~oib m~one �ulesande lahendamine
ebaefektiivse algoritmiga isegi parimatel superarvutitel v~otta sajandeid. On
selge, et nii kaua lahendust oodata ei saa. Sageli ongi algoritmi keerukuse
anal�u�usimise eesm�argiks hinnata, kas �ulesanne on olemasolevate ressursside-
ga lahendatav.

Teiseks v~oib algoritmi t�o�oaeg erinevate algandmete korral olla erinev, mis
t�ahendab, et �uhest katsest ei piisa, neid tuleks teha mitmeid. Ja selleks, et
otsustada, kui palju ja milliste andmetega katseid teha, on ikkagi vaja mingit
eelnevat teoreetilist t�o�od.

Selleks, et arvestada algoritmi t�o�oaja (v~oi muu ressursikulu) s~oltuvust
algandmetest, v�aljendatakse algandmete �raskusaste� mingi arvulise suuru-
sena ja avaldatakse t�o�oaja hinnang funktsioonina, mille parameetriks on see
algandmete raskusaste.

Anal�u�usi lihtsustamiseks p�u�utakse andmete raskust v�aljendada v~oima-
likult v�aikese arvu parameetrite abil. K~oige sagedamini kasutatakse para-
meetrina just algandmete mahtu: faili t�o�otlemise algoritmi puhul faili suu-
rust, arvujada t�o�otlemisel selle elementide arvu jne.

N�aiteks arvujadast maksimaalse v�a�artuse leidmiseks tuleb �uldjuhul jada
elemendid k~oik �ukshaaval l�abi vaadata. Kui me loeme algoritmi sammuks
jada �uhe elemendi uurimise, siis kulutab selline j�arjestikune l�abivaatus n-
elemendilise jada t�o�otlemiseks t�apselt n sammu.
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Sageli toob algandmete raskusastme lihtsustamine �uheks parameetriks
kaasa m~oningase ebat�apsuse.

N�aiteks selleks, et kontrollida, kas antud arv antud n-elemendilises jadas
esineb v~oi mitte, tuleb halvimal juhul l�abi vaadata k~oik n elementi � enne
ei saa me kindlalt v�aita, et otsitavat nende hulgas pole. Seevastu parimal
juhul on otsitav element jadas esimene ja me saame vaid �uhe v~ordluse j�arel
kinnitada, et see arv jadas esineb. Edaspidises n�aeme, et keskmiselt kulub
n-elemendilises jadas esineva elemendi leidmiseks n/2 v~ordlust.

Jadast v�a�artuse leidmine pole selles m~ottes erandlik �ulesanne. Paljude
algoritmide puhul on v~oimalik r�a�akida eraldi nende keerukusest halvimal

juhul (ingl worst-case complexity), parimal juhul (ingl best-case) v~oi kesk-
miselt (ingl average-case).

Lauaarvuti rakendusprogrammides huvitab meid tavaliselt keskmine kee-
rukus. N�aiteks otsimisprogrammi kasutaja jaoks on �uldjuhul piisav teada,
et programm suudab sekundis l�abi vaadata keskmiselt 500 kB andmeid ja
pole kuigi oluline, kas programm kulutab faili esimeses pooles iga kilobaidi
l�abivaatamiseks 1 ms ja teises pooles 3 ms v~oi vastupidi.

Hoopis teine on lugu nn sards�usteemide puhul, kus arvuti juhib mingit
reaalajas t�o�otavat seadet. N�aiteks auto pidureid juhtiva pardaarvuti puhul
on kindlasti oluline just selle reaktsiooniaeg halvimal juhul. Vaevalt lepib
piduris�usteemi viivituse t~ottu haiglasse sattunud s~oitja tehase lohutusega, et
keskmiselt reageerivad pidurid piisavalt kiiresti ja teised sama marki auto
omanikud pole veel avariid teinud.

5.1.1 As�umptootiline keerukus

Sageli on �uhe �ulesande lahendamiseks v~oimalik kasutada mitut erinevat algo-
ritmi. Tavaliselt on programmi kasutajad sellisel juhul huvitatud v~oimalikult
efektiivsest lahendusest. Algoritmide keerukuse anal�u�usi �uks oluline rakendus
ongi erinevate algoritmide keerukuse v~ordlemine.

Kuna programmide ressursivajadused on enamasti suuremad just suure-
mahuliste andmete t�o�otlemisel, on ka algoritmide efektiivsuse anal�u�usimisel
loomulik p�o�orata t�ahelepanu p~ohiliselt sellele juhule.

Algoritmi sellist uurimist nimetatakse as�umptootilise keerukuse (ingl
asymptotic complexity) hindamiseks ja seda t�u�upi anal�u�usis keskendutakse
just algoritmi keerukusfunktsiooni kasvukiiruse (ingl growth) uurimisele.

Algoritmi keerukusfunktsiooni kasvukiirus n�aitab, kui kiiresti kasvab selle
algoritmi alusel koostatud programmi ressursivajadus t�o�odeldavate andmete
mahu kasvades.

Veidi lihtsustades v~oib eeldada, et kui mingi algoritmi ajaline keerukus
on f(n), siis selle alusel koostatud programmi t�o�oaeg avaldub kujul cf(n),
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kus c on kasutatava arvuti kiirust iseloomustav konstant. Kui c on �uhe arvuti
piires muutumatu konstant, siis v~oime algoritmide efektiivsuse v~ordlemisel
piirduda ainult f(n) uurimisega.

Tabelist 5.1 on n�aha, et sisendandmete mahu suurenemisel v~oib program-
mi t�o�oaja kasv, s~oltuvalt kasutatava algoritmi keerukusest, olla v�aga erinev.
Seejuures s~oltub kasv algoritmi keerukust iseloomustavast funktsioonist f(n),
kuid ei s~oltu arvutit iseloomustavast konstandist c. Samast on n�aha ka, et
programmi t�o�oaja kasv on lausa plahvatuslik, kui algoritmi keerukus avaldub
eksponentfunktsioonina.1

Funktsioon cf(n) Suhe f(25)/f(5)
c1 1
c2 log n 2
c3 n 5
c4 n log n 10
c5 n2 25
c6 n3 125
c7 2n 1 048 576
c8 3n 3 486 784 401

Tabel 5.1: Programmi t�o�oaja kasv andmete mahu kasvades

Pol�unoomide2 ja eksponentfunktsioonide kasvu p~ohim~ottelist erinevust il-
lustreerib veel paremini tabel 5.2. Selle tabeli esimeses veerus on programmi
ajalise keerukuse hinnang, kolmes j�argmises veerus programmi poolt sekundis
t�o�odeldavate andmete maht vastavalt 1, 10 ja 100 MOPS (miljonit operat-
siooni sekundis) j~oudlusega arvutil ja viimases veerus t�o�odeldavate andmete
mahu kasv arvuti j~oudluse 10-kordsel kasvul.

Keerukus 1 MOPS 10 MOPS 100 MOPS Vahe
n 1 000 000 10 000 000 100 000 000 10 korda

n2 1 000 ∼ 3 162 10 000 ∼ 3 korda

n3 100 ∼ 215 ∼ 464 ∼ 2 korda

2n ∼ 20 ∼ 23 ∼ 26 ∼ 3 v~orra

3n ∼ 13 ∼ 15 ∼ 17 ∼ 2 v~orra

Tabel 5.2: T�o�odeldavate andmete mahu kasv arvuti kiiruse kasvades

1Eksponentfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni kujul ax, kus a on konstant ja x
funktsiooni argument. Mitte segi ajada astmefunktsiooniga, mis avaldub kujul xa.

2Astmefunktsioonid on pol�unoomide lihtsamad erijuhud.
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Tabelist on n�aha, et kui algoritmi keerukusfunktsioon on pol�unoom, siis ar-
vuti j~oudluse kasvamisel kordades kasvab kordades ka t�o�odeldavate andmete
maht. Kui aga algoritmi keerukus avaldub eksponentfunktsioonina, kasvab
t�o�odeldavate andmete maht ainult mingi konstandi v~orra.

5.1.2 Funktsioonide kasv

Nagu eelpool m�argitud, avaldub algoritmi keerukus algandmete raskusastme
funktsioonina. Seega on meil algoritmide keerukuse v~ordlemiseks vaja osata
v~orrelda funktsioone.

Osutub, et see polegi nii lihtne. Vaatleme n�aiteks joonist 5.1. Kui me
v~ordleme f(n) ja g(n) v�a�artusi kohal n0, saame tulemuseks f(n0) < g(n0);
kohal n1 saame f(n1) = g(n1); kohal n2 aga hoopis f(n2) > g(n2).

f(n)

g(n)

n0 n1 n2

Joonis 5.1: Funktsioonide v~ordlemine

Selle �vastuolu� p~ohjus on muidugi asjaolus, et funktsioonide v�a�artused s~oltu-
vad nende argumentide v�a�artustest3 ja selle lahendamiseks on leitud mitme-
suguseid funktsioonide v~ordlemise viise. Algoritmide anal�u�usimisel on neist
k~oige kasulikumaks osutunud funktsioonide v~ordlemine nende kasvukiiruse
j�argi.

�Oeldakse, et funktsiooni f(n) kasvukiirus ei �uleta funktsiooni g(n) kasvu-
kiirust, ja kirjutatakse f(n) = O(g(n)), kui leiduvad positiivsed arvud c1 ja
n0, mille korral kehtib

∀n ≥ n0 : f(n) ≤ c1g(n).

3See ju ongi funktsioonide m~ote!
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(a)

f(n)
c1g(n)

n0 (b)

f(n)
c2g(n)

n0 (c)

f(n)
c2g(n)

c1g(n)

n0

Joonis 5.2: (a) f(n) = O(g(n)); (b) f(n) = Ω(g(n)); (c) f(n) = Θ(g(n))

Paneme t�ahele, et f(n) = O(g(n)) de�nitsioon ei piira mitte f(n) v~oi g(n)
v�a�artusi endid, vaid nende v�a�artuste suhet f(n)/g(n), mis ei tohi l~opmatult
kasvada.

Kuna konstant c1 piirab suhet f(n)/g(n) ��ulalt�, v~oib funktsioonide kas-
vule O-hinnanguid anda suvalise �liiaga� � g(n) v~oib kasvada kuitahes palju
kiiremini kui f(n).

N�aiteks f(n) = 3n2 + 1 korral kehtivad nii f(n) = O(n2) kui ka f(n) =
O(n3), f(n) = O(n4) ja isegi f(n) = O(2n). Nende k~oigi puhul on O de�nit-
siooni tingimused rahuldatud, kui valime c1 = 4 ja n0 = 1.

K�ull aga ei kehti f(n) = O(n) (ehk teisiti �oeldes, kehtib f(n) 6= O(n)),
sest pole v~oimalik valida O de�nitsiooni n~oudeid rahuldavaid c1 ja n0. T~oe-
poolest, mistahes c1 korral f(n) > c1n, kui n ≥ c1/3, seega pole �uhegi c1

jaoks v~oimalik leida O de�nitsioonis n~outud konstanti n0.
Veel kirjutatakse f(n) = Ω(g(n)), kui leiduvad positiivsed c2 ja n0, mille

korral kehtib
∀n ≥ n0 : f(n) ≥ c2g(n).

V�aited f(n) = Ω(g(n)) ja g(n) = O(f(n)) on samav�a�arsed. T~oepoolest, ole-
tame, et f(n) = Ω(g(n)). Vastavalt Ω de�nitsioonile peavad leiduma sellised
positiivsed n0 ja c2, et iga n ≥ n0 korral kehtib f(n) ≥ c2g(n). Kui n�u�ud
v~otame c1 = 1/c2, siis peab iga n ≥ n0 korral kehtima ka g(n) ≤ c1f(n). See
aga on t�apselt g(n) = O(f(n)) de�nitsioonis n~outud tingimus. Vastupidise
j�arelduse v~oime t~oestada analoogiliselt.

Veel kirjutatakse f(n) = Θ(g(n)), kui leiduvad positiivsed c1, c2 ja n0,
mille korral kehtib

∀n > n0 : c2g(n) ≤ f(n) ≤ c1g(n).

J�allegi on lihtne veenduda, et f(n) = Θ(g(n)) parajasti siis, kui f(n) =
O(g(n)) ja f(n) = Ω(g(n)).

Erinevalt seosest O piirab seose Θ de�nitsioon funktsioonide f(n) ja g(n)
v�a�artuste suhet mitte ainult ��ulalt�, vaid ka �alt�. Seega f(n) = Θ(g(n))
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t�ahendab, et f(n) ei kasva k�ull kiiremini kui g(n), kuid samal ajal ei j�a�a
kasvus ka oluliselt maha.

�Ulaltoodud n�aites vaadeldud f(n) = 3n2 + 1 korral f(n) = Θ(n2), kuid
f(n) 6= Θ(n3), f(n) 6= Θ(n4) ja f(n) 6= Θ(2n). V�aite f(n) = Θ(n2) kehtivuses
veendumiseks valime c1 = 4, c2 = 3 ja n0 = 1. �Ulej�a�anud juhtudel on mistahes
positiivse c2 korral v~oimalik n�aidata, et n piisavalt suurte v�a�artuste juures
j�a�avad f(n) v�a�artused teistega v~orreldes liiga v�aikesteks.

Avaldisi f(n) = Ω(g(n)) ja f(n) = Θ(g(n)) loetakse vastavalt �e�-enn
on oomega-gee-enn� ja �e�-enn on teeta-gee-enn�. Avaldist f(n) = O(g(n))
loetakse �e�-enn on oo-gee-enn�, kuigi rangelt v~ottes peaks selles avaldises
v~ordusm�argist paremal olema kreeka t�aht omikron.

Edasises kasutame m~onikord seoseid O, Ω ja Θ ka mitme muutuja funkt-
sioonidel. Need �uldistused de�neeritakse loomulikul viisil: n�aiteks f(n,m) =
O(g(n, m)), kui leiduvad c1, n0 ja m0, mille korral kehtib

∀n ≥ n0, m > m0 : f(n,m) ≤ c1g(n, m).

5.1.3 Kasvuseoste omadused

Nagu eelnevatest l~oikudest n�aha, v~oib t~ommata paralleele funktsioonide vahel
kehtivate seoste O, Ω ja Θ ning arvude vahel kehtivate seoste ≤, ≥ ja =
vahele. See ei tohiks olla eriline �ullatus, sest funktsioonide kasvu asusimegi
uurima just eesm�argiga leida vahend nende v~ordlemiseks.

Siiski pole k~oik arvude v~ordlemise seoste omadused funktsioonidele �ule
kantavad. Nimelt tekitavad funktsioonide kasvukiiruste v~ordlemise seosed
funktsioonide vahel osalise j�arjestuse (ingl partial order), kuid arvude v~ord-
lemise seosed arvude vahel lineaarse j�arjestuse (ingl total order).

Nende erinevus seisneb selles, et mistahes kaks arvu on alati v~orreldavad
� suvaliste arvude a ja b puhul kehtib alati v�ahemalt �uks v�aidetest a ≤ b
v~oi a ≥ b �, aga kahe funktsiooni f(n) ja g(n) puhul ei tarvitse kehtida ei
f(n) = O(g(n)) ega f(n) = Ω(g(n)). �Uks v~orreldamatute kasvukiirustega
funktsioonide paar on n�aiteks f(n) = n ja g(n) = n1+sin n.

Algoritmide keerukuse anal�u�usimisel on sageli kasu seoste O, Ω ja Θ
j�argmistest omadustest:

1. ∀c > 0 : cf(n) = Θ(f(n))
see t�ahendab, et funktsiooni korrutamine konstandiga ei muuda selle
kasvukiirust; erijuhul c = 1 saame f(n) = Θ(f(n)), j�arelikult on seos Θ
re�eksiivne, t�apselt nagu seos = arvudel; samast j�areldub, et ka seosed
O ja Ω on re�eksiivsed, t�apselt nagu seosed ≤ ja ≥ arvudel; erijuhul
f(n) = 1 saame c = Θ(1), j�arelikult on k~oigi konstantsete funktsioonide
kasvukiirused v~ordsed;
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2. f(n) = O(g(n)) ∧ g(n) = O(h(n)) ⊃ f(n) = O(h(n))
f(n) = Ω(g(n)) ∧ g(n) = Ω(h(n)) ⊃ f(n) = Ω(h(n))
see t�ahendab, et seosed O ja Ω on transitiivsed, t�apselt nagu seosed ≤
ja ≥ arvudel; sellest j�areldub, et ka seos Θ on transitiivne, t�apselt nagu
seos = arvudel;

3. f(n) = Θ(h(n)) ∧ g(n) = O(h(n)) ⊃ (f(n) + g(n)) = Θ(h(n))
kahe funktsiooni summa kasvu m�a�arab kiirema kasvuga liidetav;

4. f1(n) = Θ(g1(n)) ∧ f2(n) = O(g2(n)) ⊃ (f1(n)f2(n)) = O(g1(n)g2(n))
f1(n) = Θ(g1(n)) ∧ f2(n) = Ω(g2(n)) ⊃ (f1(n)f2(n)) = Ω(g1(n)g2(n))
seda omadust v~oib t~olgendada nii, et kahe funktsiooni korrutise kasv
on tegurite kasvude korrutis;

5. kui p(n) on k. astme pol�unoom, siis p(n) = Θ(nk)
see t�ahendab, et pol�unoomi kasvu m�a�arab selle k~orgeima astmega liige;
v�aga kasulik omadus, mille p~ohjal v~oime mistahes pol�unoomi uurimise
asendada �uksliikme uurimisega;

6. ∀0 ≤ r ≤ s : nr = O(ns)
see t�ahendab, et madalama astmega astmefunktsioon ei kasva kiire-
mini k~orgema astmega astmefunktsioonist; kehtib ka tugevam v�aide:
madalama astmega funktsioon kasvab alati rangelt aeglasemalt;

7. ∀k ≥ 0, b > 1 : nk = O(bn)
see t�ahendab, et mitte �ukski astmefunktsioon ei kasva kiiremini �uhestki
eksponentfunktsioonist; tegelikult kasvab astmefunktsioon alati rangelt
aeglasemalt;

8. ∀k > 0, b > 1 : logb n = O(nk)
see t�ahendab, et �ukski logaritmfunktsioon ei kasva kiiremini �uhestki
astmefunktsioonist; tegelikult kasvab logaritmfunktsioon alati rangelt
aeglasemalt;

9. ∀b1 > 1, b2 > 1 : logb1 n = Θ(logb2 n)
see t�ahendab, et k~oik logaritmfunktsioonid kasvavad sama kiirusega;

10. ∀r ≥ 0 :
∑n

i=1 ir = Θ(nr+1)
see t�ahendab, et r. j�arku astmerea summa kasvab nagu (r + 1). astme
pol�unoom.

Vaatleme n�aiteks funktsioone f(n) = (n2 − n)/2 ja g(n) = 6n ning uurime
nende kasvukiirusi. Selliste lihtsate funktsioonide puhul pole muidugi raske
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vahetult tuletada, et f(n) > cg(n), kui n > 12c − 1 ja sellest j�areldada, et
f(n) 6= O(g(n)), f(n) = Ω(g(n)) ja f(n) 6= Θ(g(n)).

Pannes t�ahele, et f(n) = (n2−n)/2 = 0,5n2−0,5n on 2. astme pol�unoom,
saame omaduse 5 p~ohjal f(n) = Θ(n2). Kuna g(n) on ilmselt 1. astme pol�u-
noom, kehtib sama omaduse p~ohjal g(n) = Θ(n). Edasi saamegi omaduse 6
alusel f(n) 6= O(g(n)), f(n) = Ω(g(n)) ja f(n) 6= Θ(g(n)), mis muidugi ei
erine eelmises l~oigus otseselt saadud tulemustest.

Erinevalt eelmise n�aite lihtsatest funktsioonidest oleks f(n) = n
√

n ja
g(n) = n + log n kasvukiiruste v~ordlemine otseselt seoste O, Ω ja Θ de�nit-
sioonide p~ohjal �usna t�ulikas. Neid funktsioone on oluliselt mugavam v~orrelda
seoste O, Ω ja Θ eeltoodud omadusi kasutades.

T~oepoolest, elementaaralgebrast on teada, et f(n) = n
√

n = n1,5 ning
omaduste 8 ja 3 p~ohjal saame g(n) = n + log n = O(n). Edasi on omaduse 6
n~orgema v�aite p~ohjal n�aha, et g(n) = O(f(n)) ehk f(n) = Ω(g(n)); sama
omaduse tugevama v�aite p~ohjal saame f(n) 6= O(g(n)), millest omakorda
j�areldub f(n) 6= Θ(g(n)).

Avaldiste teisendamisel kirjutatakse sageli n�aiteks f(n) = n + log n =
Θ(n)+O(n) = Θ(n). Selle (rangelt v~ottes veidi ebakorrektse) kirjutise t�ahendus
on, et f(n) koosneb kahest liidetavast, milles �uks kasvab t�apselt sama kiiresti
kui n ja teine mitte kiiremini kui n, seega peab ka summa kasvama t�apselt
sama kiiresti kui n.

Ebakorrektsus seisneb selles, et O(n) pole konkreetne funktsioon, mida
oleks v~oimalik m~one teise funktsiooniga liita. Siiski on selline notatsioon
just mugavuse t~ottu laialt levinud. Tuleb ainult olla ettevaatlik, et mitte
teha eba~oigeid teisendusi. N�aiteks �taandamine� f(n) = log n/ log log n =
O(n)/O(n) = O(1) on eba~oige, sest kuigi log n ja log log n on m~olemad O(n),
pole nende kasvukiirused sugugi v~ordsed � nad ainult kasvavad m~olemad
aeglasemalt kui n.

5.2 Algoritmide keerukuse hindamine

J�argnevates l~oikudes vaatleme t�ahtsamaid v~otteid algoritmide ajalise keeru-
kuse hindamiseks. Kuna just juhtkonstruktsioonid m�a�aravad, milliseid primi-
tiive ja kui palju kordi t�aidetakse, ei tohiks olla eriline �ullatus, et nii algoritmi
ajaline keerukus kui ka selle hindamise v~otted on otseselt seotud algoritmi
struktuuriga.

Mahulise keerukusega tegeleme j�argmistes peat�ukkides andmestruktuure
vaadeldes, sest programmi m�aluvajadus s~oltub otseselt just andmete, mitte
algoritmi struktuurist.
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5.2.1 Maksumuse mudel

Selleks, et hinnata algoritmi k~oigi primitiivide t�aitmiseks kuluvat koguaega,
on muidugi vaja teada iga primitiivi t�aitmiseks kuluvat aega. Seda infot k~oigi
primitiivide kohta kokku nimetatakse s�usteemimaksumuse mudeliks (ingl
cost model). Erinevate operatsioonide maksumused v~oivad s~oltuda nii arvuti
riistvarast, operatsioonis�usteemist kui ka kasutatavatest programmeerimis-
vahenditest.

Lihtsaima mudeli puhul eeldame, et k~oigi primitiivide maksumused on
v~ordsed. Sellisel juhul saame algoritmi ajaliseks keerukuseks primitiivi mak-
sumuse ja t�aidetud primitiivide arvu korrutise. Kuigi selline mudel pole pea-
aegu kunagi p�aris t�apne, on see sageli siiski piisav.

N�aiteks v~oime arvutusalgoritmide hindamisel v~ordsustada k~oik aritmee-
tilised tehted k~oigi standardsete arvut�u�upide vahel. Kuigi tehte sooritami-
seks kuluv aeg s~oltub tavaliselt nii sooritatavast tehtest kui ka operandide
t�u�upidest (ja veel paljudest muudest asjadest), on need erinevused suhteliselt
v�aikesed ja, mis peamine, konstantsed. Seega, kui meid huvitab ainult t�o�oaja
kasvu s~oltuvus algandmetest, pole �uksikute tehete vahelistel erinevustel meie
jaoks erilist t�ahtust.

Selline lihtne mudel pole aga piisav, kui programmeerimiss�usteemi primi-
tiivide hulgas on ka keerulisemaid operatsioone. N�aiteks mingi andmehulga
sorteerimine v~oi sellest hulgast vajalike andmete leidmine on operatsioonid,
mille ajakulu ei s~oltu mitte ainult andmet�u�upidest, vaid ka andmemahtudest.
Selliseid s~oltuvusi enam eirata ei v~oi.

5.2.2 Lineaarne algoritm

Algoritmi, milles ainsa juhtkonstruktsioonina on kasutusel j�arjend, nimeta-
takse lineaarseks (ingl linear). Kuna sellises algoritmis t�aidetakse iga pri-
mitiivi t�apselt �uks kord, on terve algoritmi t�aitmiseks kuluv aeg primitiivide
t�aitmisaegade summa.

T�apsemalt, kui algoritm on kujul

k�ask-1
k�ask-2
. . .
k�ask-k

ning k�ask-i t�aitmiseks kuluv aeg on fi(n), siis avaldub algoritmi t�aitmise
koguaeg T (n) kujul

T (n) = f1(n) + f2(n) + . . . + fk(n).
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Erijuhul, kui k~oigi primitiivide t�aitmisajad on konstandid, on seda ilmselt ka
terve lineaarse algoritmi t�aitmise aeg.

Kui primitiivide t�aitmise ajad on keerukamad funktsioonid, v~oib kasvu-
kiiruse avaldise lihtsustamiseks kasutada l~oigus 5.1.3 vaadeldud omadusi.

5.2.3 Hargnemistega algoritm

Algoritmi, milles juhtkonstruktsioonidena on kasutusel j�arjend ja valik, ni-
metatakse hargnemistega (ingl branching) algoritmiks. Sellises algoritmis
t�aidetakse iga primitiivi �ulimalt �uks kord, seega ei saa algoritmi t�aitmiseks
kuluv aeg mingil juhul �uletada k~oigi primitiivide t�aitmisaegade summat, k�ull
aga v~oib olla sellest v�aiksem.

T�apsemalt, kui algoritm on kujul

kui tingimus
t~oene-k�asud

muidu

v�a�ar-k�asud
l~oppkui

ning t~oene-k�asud ajaline keerukus on f1(n), v�a�ar-k�asud ajaline keerukus
f2(n) ja tingimuse t~oev�a�artuse arvutamise keerukus f0(n), siis terve algo-
ritmi ajaline keerukus on parimal juhul

Tmin(n) = f0(n) + min(f1(n), f2(n))

ja halvimal juhul

Tmax(n) = f0(n) + max(f1(n), f2(n)).

Kui tingimus kehtib t~oen�aosusega p4, on algoritmi keskmine keerukus

T (n) = f0(n) + pf1(n) + (1− p)f2(n).

Selle valemi p~ohjenduseks paneme t�ahele, et igal juhul tuleb v�a�artustada
tingimus, kulutades selleks f0(n). Edasi tuleb t~oen�aosusega p t�aita t~oene-
k�asud, kulutades selleks f1(n), v~oi t~oen�aosusega 1 − p t�aita v�a�ar-k�asud, ku-
lutades selleks f2(n). Kui me k�aivitame seda algoritmi M korda, siis kesk-
miselt pM juhul on tingimus t~oene, �ulej�a�anud M − pM = (1 − p)M ju-
hul aga on tingimus v�a�ar. Kokku kulutame algoritmi M -kordsel k�aivitamisel

4Siin ja edaspidi m�argime t~oen�aosusi mitte protsentides, vaid reaalarvudega 0 . . . 1.
Arvestades, et protsent t�ahendab sajandikku, saame 20% = 20/100 = 0,2. Vahe on selles,

et viimast kuju kasutades ei pea valemites t~oen�aosusi sajaga jagama, mis muudab valemid

veidi lihtsamaks ja �ulevaatlikumaks.
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Mf0(n) + pMf1(n) + (1− p)Mf2(n), mis annabki �uhe k�aivitamiskorra kesk-
miseks hinnaks f0(n) + pf1(n) + (1− p)f2(n).

Vaatleme n�aiteks �uhest valikulausest koosnevat algoritmi:

� n, k ∈ N; n ≥ k > 0
kui n/k ∈ N

� midagi, mis on Θ(n)
muidu

� midagi, mis on Θ(1)
l~oppkui

Kui n ja k on programmeerimiss�usteemi standardsed t�aisarvud, v~oime eelda-
da, et nende jaguvus on kontrollitav konstantse ajaga. Seega on selle algoritmi
ajalise keerukuse hinnangud vastavalt eelpool toodud seostele

• parimal juhul:
Tmin(N) = Θ(1) + min(Θ(n), Θ(1)) = Θ(1) + Θ(1) = Θ(1);

• halvimal juhul:
Tmax(n) = Θ(1) + max(Θ(n), Θ(1)) = Θ(1) + Θ(n) = Θ(n);

• keskmiselt:
kui arvudele n ja k pole seatud muid piiranguid, on jaguvuse t~oen�aosus
1/k, mis annab keskmiseks ajakuluks
T (n) = Θ(1) + (1/k)Θ(n) + (1− 1/k)Θ(1) = Θ(n/k),
sest pole raske n�aha, et n ≥ k korral on T (n) avaldises domineeriv
keskmine liidetav.

5.2.4 Iteratiivne algoritm

Algoritmi, milles juhtkonstruktsioonina on kasutusel kordus, nimetatakse
iteratiivseks (ingl iterative). Sellises algoritmis t�aidetakse korduslause ke-
has olevaid primitiive korduvalt, seega v~oib selle keerukus olla �usna suur.

Kui iteratiivne algoritm on kujul

korda i← 1 . . . k
k�asud

l~oppkorda

ning k�asud ajaline keerukus on f(n), siis on kogu korduslause ajaline keerukus
muidugi kf(n).

Vaatleme n�aiteks juba tuttavat algoritmi arvujada liikmete summa leid-
miseks:
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� a1...n � summeeritav jada

s← 0
korda i← 1 . . . n

s← s + ai

l~oppkorda

v�aljasta s

Korduse kehaks on siin �uks liitmis- ja �uks omistamistehe, mille t�aitmiseks
kulub ilmselt konstantne hulk aega, seega antud juhul f(n) = Θ(1). Seda
korduse keha t�aidetakse t�apselt n korda, seega on korduse keerukuseks nΘ(1).
Lisaks sellele t�aidetakse enne kordust veel �uks omistamine (keerukus Θ(1)) ja
p�arast seda �uks v�aljastamine (j�alle Θ(1)). Seega on algoritmi kogukeerukus

T (n) = Θ(1) + nΘ(1) + Θ(1) = Θ(1) + Θ(n) + Θ(1) = Θ(n).

�Ulesanne muutub raskemaks, kui korduse keha t�aitmise hind pole korduse
k~oigil l�abimistel sama. Sellisel juhul peame k�asud keerukuse avaldama kahe
muutuja funktsioonina f(n, i) ja kogu korduslause ajaline keerukus avaldub
summana

T (n) =
k∑

i=1

f(n, i) = f(n, 1) + f(n, 2) + . . . + f(n, k).

V�aliselt on summa sarnane eelpool vaadeldud lineaarse algoritmi keerukuse
avaldisega, kuid sellest ei tohi ennast petta lasta. Oluline erinevus v~orreldes
lineaarse algoritmiga seisneb asjaolus, et lineaarses algoritmis on summas
esinevate liidetavate arv m�a�aratud programmi struktuuriga, kordusega algo-
ritmis aga v~oib s~oltuda sisendandmetest.

Vaatleme n�aiteks kahest pesastatud kordusest koosnevat algoritmi, mis
loendab antud arvujadas k~oik inversioonid (paarid, kus suurem arv on jadas
v�aiksemast eespool):

� a1...n � uuritav jada

k ← 0
korda i← 1 . . . n

korda j ← i + 1 . . . n
kui ai > aj

k ← k + 1
l~oppkui

l~oppkorda

l~oppkorda

v�aljasta k
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Selliste pesastatud juhtkonstruktsioonidega algoritmide keerukust on sageli
lihtsam arvutada, liikudes algoritmi struktuuris seestpoolt v�aljapoole.

Valikulauses on nii arvude v~ordlemine kui ka tingimuslikult t�aidetav omis-
tamine konstantse ajaga operatsioonid, seega on kogu valikulause ajaline kee-
rukus Θ(1).

Valikulause ise on sisemise korduslause keha, teda t�aidetakse j v�a�artustel
i+1 kuni n, see t�ahendab t�apselt n−i korda. Kuna selle korduse keha t�aitmise
maksumus on k~oigil l�abimistel sama, on meil tegemist lihtsama juhuga ja
korduse kogukeerukus f(n, i) = (n− i)Θ(1).

Sisemine korduslause omakorda on v�alimise korduse keha, teda t�aidetakse
i v�a�artustel 1 kuni n. Kuna selle korduse keha t�aitmise maksumus on erineva-
tel l�abimistel erinev, on meil seekord tegemist keerukama juhuga ja korduse
kogukeerukus

T (n) = (n− 1)Θ(1) + (n− 2)Θ(1) + . . . + (n− n)Θ(1)

= ((n− 1) + (n− 2) + . . . + (n− n))Θ(1)

=
n(n− 1)

2
Θ(1) = Θ(n2)Θ(1) = Θ(n2).

Toodud n�aites on �uleminek teiselt realt kolmandale tehtud aritmeetilise jada
summa valemi p~ohjal. Kahjuks pole selliste summade lihtsustamiseks �uldist
eeskirja � neisse tuleb suhtuda loominguliselt.

Muidugi tasub v~oimalusel alati kasutada seoste O ja Θ l~oigus 5.1.3 vaa-
deldud omadusi, korduslausete puhul on sageli abiks just omadus 10.

Osutub, et ka k�aesoleval juhul saaks me kasutada just seda omadust: T (n)
avaldises

T (n) = ((n− 1) + (n− 2) + . . . + (n− n))Θ(1)

v~oime sulgudes olevat summat S teisendada j�argmiselt:

S = (n− 1) + (n− 2) + . . . + (n− n)

= 0 + 1 + . . . + (n− 1)

= 0 +
n∑

i=1

i− n

= Θ(1) + Θ(n2)−Θ(n) = Θ(n2).

Veel v~oib olla kasulik meeles pidada, et O-hinnanguid v~oib, erinevalt Θ-
hinnanguist, anda suvalise liiaga. See t�ahendab, et kui korduse keeruku-
se t�apse avaldise lihtsustamine ei ~onnestu, v~oime Θ-hinnangu asemel anda
m~oningase liiaga O-hinnangu, ��umardades� k~oik liidetavad �ulespoole mingiks
lihtsustamiseks soodsama kujuga avaldiseks.
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N�aiteks inversioonide loendamise programmi keerukuse avaldise lihtsus-
tamisel v~oime kasutada �ara asjaolu, et k~oigis liidetavates on esimene korrutis
n-st v�aiksem arv, seega saame

T (n) = (n− 1)Θ(1) + (n− 2)Θ(1) + . . . + (n− n)Θ(1)

< nΘ(1) + nΘ(1) + . . . + nΘ(1)

= n2Θ(1) = Θ(n2)

T (n) = O(n2).

Selle n�aite puhul juhtus, et ka ��ulespoole �umardatud� hinnang on t�apne,
aga alati ei pruugi see nii olla. Sellep�arast ei v~oi me liiaga antud hinnangu
avaldamisel enam kasutada seost Θ.

5.2.5 Rekursiivne algoritm

Rekursiivse alamprogrammina avaldatavat algoritmi nimetatakse samuti re-
kursiivseks (ingl recursive). Nagu rekursiivne alamprogramm ise de�neeri-
takse iseenda kaudu, tehakse seda ka tema keerukusfunktsiooniga.

Vaatleme n�aiteks juba varasemast tuttavat rekursiivset algoritmi antud
naturaalarvu n faktoriaali leidmiseks:

� n ∈ N
kui n = 0

tagasta 1
muidu

� rekursioon

tagasta n ∗ (n− 1)!
l~oppkui

Selle algoritmi t�o�oaja hinnangu T (n) v~oib avaldada kujul

T (n) =

{
Θ(1), kui n = 0,
T (n− 1) + Θ(1), kui n > 0,

kus juhul n > 0 v�aljendab T (n − 1) rekursiivsele v�aljakutsele kuluvat aega
ja Θ(1) selle v�a�artuse kasutamist n! arvutamisel.

Sellised rekurrentsed (ingl recurrent) v~orrandid ja v~orrandis�usteemid
pole matemaatikas midagi haruldast. K~oige �uldisem meetod nende lahen-
damiseks on: tuleb rekurrentseid p�o�ordumisi m~oned korrad avaldisse sisse
asendada ja p�u�uda vastuse �uldkuju �ara arvata. Tekkinud h�upoteeside t~oes-
tamiseks on tavaliselt k~oige parem matemaatilise induktsiooni meetod.
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N�aiteks faktoriaali leidmise algoritmi puhul saame

T (n) = T (n− 1) + Θ(1)

= T (n− 2) + Θ(1) + Θ(1)

= T (n− 3) + Θ(1) + Θ(1) + Θ(1),

millest on juba k�ullalt lihtne pakkuda T (n) = (n + 1)Θ(1) = Θ(n).
Tabelis 5.3 on �ara toodud m~onede rekursiivsete algoritmide anal�u�usimisel

sageli esinevate rekurrentsete v~orrandite lahendid. Tabeli vasakpoolses vee-
rus on antud T (n) avaldis n > 0 jaoks, lisaks eeldatakse k~oigil juhtudel
rajatingimust T (0) = Θ(1).

T (n) avaldis lahend
T (n/c1) + Θ(1) Θ(log n)
T (n− 1) + Θ(1) Θ(n)
c2T (n/c2) + Θ(1) Θ(n)
c3T (n/c3) + Θ(n) Θ(n log n)
T (n− 1) + Θ(n) Θ(n2)
c4T (n− 1) + Θ(1) Θ(c4

n)

Tabel 5.3: M~onede sageli esinevate rekurrentsete v~orrandite lahendid

5.3 Praktiline n~ouanne

Algoritmide efektiivsuse hindamisele p�uhendatud peat�uki l~opetuseks tasub
m�arkida, et efektiivsus pole siiski algoritmi k~oige t�ahtsam omadus. ~Oigsus
on alati efektiivsusest olulisem. T~oepoolest, millist kasu v~oiks loota prog-
rammist, mis t�o�otab k�ull v�alkkiirelt, kuid annab valesid vastuseid?
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�Ulesanded

�Ulesanne 5.1 Kontrollida otseselt seoste O, Ω ja Θ de�nitsioonidest l�ahtu-
des, kas kehtivad v�aited

(a) 2n+1 = O(2n); (d) 22n = O(2n);
(b) 2n+1 = Ω(2n); (e) 22n = Ω(2n);
(c) 2n+1 = Θ(2n); (f) 22n = Θ(2n).

P~ohjendada oma vastuseid ka l~oigus 5.1.3 toodud omaduste abil.

�Ulesanne 5.2 Vaatleme j�argmisi funktsioone:
√

n n 2n n log n
n− n3 + 7n5 n2 + log n n2 n3

log n n1/3 + log n (log n)2 log2 n
log log n (1/3)n (3/2)n 6

Grupeerida need funktsioonid nii, et �uhes grupis oleks koos sama kasvu-
kiirusega funktsioonid. J�arjestada grupid omavahel funktsioonide kasvukiirus-
te kasvamise j�arjekorras. (K~oigi nende funktsioonide kasvukiirused on oma-
vahel v~orreldavad.)

�Ulesanne 5.3 Vaatleme j�argmist algoritmi:

� n ∈ N
korda i← 1 . . . n

korda j ← 1 . . . i
v�aljasta i, j

l~oppkorda

l~oppkorda

Milline on selle algoritmi ajaline keerukus parimal, halvimal ja keskmisel
juhul? Kas teie antud hinnangud on t�apsed v~oi liiaga? P~ohjendada oma vas-
tuseid.

�Ulesanne 5.4 Vaatleme algoritmi Bitte naturaalarvu kahendkujus esine-
vate 1-bittide loendamiseks (kus div ja mod t�ahendavad t�aisarvulise jagami-
se jagatist ja j�a�aki):

� n ∈ N
kui n = 0

tagasta 0
muidu

tagasta Bitte(n div 2) + (n mod 2)
l~oppkui

Milline on selle algoritmi ajaline keerukus?
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