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Kombinatoorika on matemaatika haru, mis uurib etteantud hulga elemen-
tide kombineerimise v~oimalusi. Kuna selliste v~oimaluste arv on sageli v�aga
suur, tuleb k~oigi variantide t�o�otlemist n~oudvad �ulesanded arvutile usaldada.
K�aesolevas peat�ukis vaatlemegi p~ohilisi kombinatoorseid objekte ja nendega
seotud algoritme.

6.1 Kombinatoorika p~ohim~oisted

Kombinatoorseid algoritme v~oib liigitada mitme tunnuse alusel. Kaks loo-
mulikumat liigitust on t�o�odeldavate objektide liikide ja nende objektidega
sooritatavate tegevuste alusel.

6.1.1 Kombinatoorsed objektid

Kombineeritavate elementide hulka nimetatakse p~ohihulgaks (ingl base set).
�Uldiselt v~oivad selle elementideks olla mistahes objektid, aga arvutis on
muidugi k~oige mugavam kasutada arve ja seep�arast eeldame edaspidi, et
m-elemendiline p~ohihulk on alati M = {1, . . . ,m}. See pole kuigi oluline
kitsendus, sest kui m~ones praktilises �ulesandes on vaja kombineerida muid
objekte, v~oime tegelikke objekte hoida eraldi massiivis ja kasutada hulga M
elemente indeksitena objektide sellest massiivist leidmisel.

Lihtsaim kombinatoorne objekt on j�arjend ehk ennik (ingl tuple), mis
koosneb �kseeritud arvust p~ohihulga elemendidest. Kaht j�arjendit loetakse
v~ordseks, kui nende pikkused ja vastavatel positsioonidel olevad elemendid
on samad.

N�aiteks p~ohihulga M = {1, 2, 3} korral saame moodustada 9 erinevat 2-
elemendilist j�arjendit (ehk l�uhemalt 2-j�arjendit): (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1),
(2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2) ja (3, 3).

Permutatsiooni (ingl permutation) ehk �umberj�arjestuse puhul n~outak-
se lisaks, et p~ohihulga iga element v~oib permutatsioonis esineda maksimaal-
selt �uhe korra.

Eelmise n�aite p~ohihulga korral on erinevaid 2-elemendilisi permutatsioone
(ehk 2-permutatsioone) kokku 6: (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 1) ja (3, 2).1

Ka kombinatsioon (ingl combination) v~oib, sarnaselt permutatsiooniga,
sisaldada p~ohihulga iga elementi maksimaalselt �uhes eksemplaris. Erinevus
on selles, et kaks kombinatsiooni loetakse erinevateks ainult juhul, kui nende
elementide hulgad (j�arjestusest hoolimata) on erinevad.

1M~onedes vanemates raamatutes nimetatakse m-elemendilise p~ohihulga korral permu-

tatsioonideks ainult m-permutatsioone ja k < m korral r�a�agitakse k-variatsioonidest.
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Kahes eelmises n�aites vaadeldud p~ohihulga korral on erinevaid 2-kombi-
natsioone vaid 3: {1, 2}, {1, 3} ja {2, 3}.2

Hulga t�ukelduseks (ingl partition) nimetatakse selle jagamist mitte-
t�uhjadeks alamhulkadeks nii, et p~ohihulga iga element kuulub t�apselt �uhte
alamhulka. Kaht t�ukeldust loetakse erinevateks, kui leiduvad kaks elementi,
mis �uhes t�ukelduses on samas alamhulgas, aga teises erinevates.

N�aiteks 3-elemendilisel p~ohihulgal on 5 erinevat t�ukeldust: {{1, 2, 3}}
(�t�ukeldus� koosneb �uhest t�ukist); {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2, 3}, {1}}
(t�ukeldused kaheks t�ukiks) ja {{1}, {2}, {3}} (t�ukeldus kolmeks t�ukiks).

Kuigi sellega pole kombinatoorsete objektide liigid kaugeltki ammenda-
tud, on meil n�u�udseks juba piisavalt n�aiteid, et vaadelda l�ahemalt, millised
on p~ohilised kombinatoorika�ulesanded.

6.1.2 Kombinatoorsed �ulesanded

�Uks ilmsemaid kombinatoorika�ulesandeid on k~oigi vastavat liiki objektide
genereerimine (ingl generation) ehk loetlemine (ingl enumeration)3, see
t�ahendab k~oigi objektide nimekirja koostamine.

Vahel pole meil aga vaja mitte objekte endid, vaid ainult nende arvu.
Muidugi v~oib loendamise (ingl counting) �ulesande (v�ahemalt teoreetiliselt)
alati taandada genereerimisele � kui meil on olemas meid huvitavate objekti-
de nimekiri, v~oime nende arvu teadasaamiseks nad vahetult �ule lugeda. Aga
sageli on objektide arvu v~oimalik leida ka oluliselt efektiivsemalt.

Kombinatoorse otsimise (ingl searching) �ulesandes n~outakse k~oigi objek-
tide hulgast ainult teatud tingimusele vastava(te) objekti(de) leidmist. Kui
tingimuseks on mingi hinnangufunktsiooni minimeerimine v~oi maksimeeri-
mine, nimetatakse seda �ulesannet ka kombinatoorse optimeerimise (ingl
optimization) �ulesandeks.

2Kuna kombinatsioonid on p~ohihulga alamhulgad, m�argitaksegi neid tavaliselt hulka-

dena, andes elementide loetelu �umarsulgude asemel looksulgudes.
3NB! Inglise keeles kasutatakse s~ona `enumerate' nii `loetlema' kui ka `loendama'

t�ahenduses.
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6.2 Loendamine

Ajalooliselt olid loendamis�ulesanded kombinatoorika �uks esimesi praktilise
v�a�artusega rakendusi � loendamisel p~ohineb t~oen�aosustooria, ja sellel oma-
korda p~ohinevad hasartm�angud.

Lihtsamate ja korrap�arasemate objektide korral on loendamis�ulesanded
sageli lahendatavad ka arvuti abita. Arvutusvahendist s~oltumata on loenda-
misel v�aga kasulikud kaks p~ohireeglit: korrutamisreegel ja liitmisreegel.

6.2.1 Korrutamisreegel

Korrutamisreegel �utleb, et kui meil on vaja teha j�arjest kaks valikut ning
esimese valiku tegemiseks on v1 v~oimalust ja iga esimese valiku j�arel on teise
valiku tegemiseks v2 v~oimalust, siis nende kahe valiku tegemiseks on kokku
v1 · v2 v~oimalust.

Selle reegli p~ohjal on lihtne leida m-elemendilise p~ohihulga n-j�arjendite
arv: j�arjendi iga elemendi valimiseks on meil t�apselt m v~oimalust, seega on
k~oigi n elemendi valimiseks kokku

T (m, n) = m ·m · . . . ·m︸ ︷︷ ︸
n

= mn

v~oimalust.
Ka permutatsioonide arv on leitav korrutamisreegli abil: permutatsioo-

ni esimese elemendi valimiseks on meil kogu p~ohihulk, seega m v~oimalust;
teiseks elemendiks ei tohi me valida juba valitud elementi, seega j�a�ab m− 1
v~oimalust; kolmandaks ei tohi me valida kumbagi juba valitud elementi, seega
j�a�ab m − 2 v~oimalust. Samal moel j�atkates saame, et m-elemendilise p~ohi-
hulga n-permutatsioonide arv on

P (m, n) = m · (m− 1) · . . . · (m− (n− 1)) =
m!

(m− n)!
, (6.1)

millest erijuhul n = m saame m-permutatsioonide arvuks

P (m) = P (m, m) = m!. (6.2)

Korrutamisreeglit v~oib kasutada ka tagurpidi, jagamisreeglina: kui on teada,
et kahe j�arjestikuse valiku tegemise v~oimaluste koguarv on v ja et mistahes
esimese valiku j�arel on teist valikut v~oimalik teha v2 erineval viisil, saame
sellest avaldada esimese valiku tegemise v~oimaluste arvu v1 = v/v2.

N�aiteks kombinatsioonide arvu leidmine on jagamisreegli abil tunduvalt
mugavam kui korrutamisreegli abil. Korrutamisreegli kasutamist raskendab
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asjaolu, et sama kombinatsiooni korduva loendamise v�altimiseks tuleks ele-
mente kombinatsiooni lisada mingis kindlas j�arjekorras (n�aiteks kasvavas).
Siis aga s~oltub teise elemendi valimise v~oimaluste arv sellest, millise elemen-
di me esimeseks valisime ja korrutamisreeglit ei saa enam rakendada.

Hoopis lihtsam on l�ahtuda t�ahelepanekust, et igast n-kombinatsioonist
(mis on lihtsalt p~ohihulga n-elemendiline alamhulk) saab valemi 6.2 koha-
selt moodustada P (n) = n! erinevat n-permutatsiooni. Pole raske veendu-
da, et nii saame koostada k~oik v~oimalikud n-permutatsioonid, ja seejuures
iga�uhe t�apselt �uhe korra. Valemi 6.1 ja jagamisreegli p~ohjal saame seega n-
kombinatsioonide arvuks

C(m, n) =
P (m, n)

n!
=

m!

(m− n)! · n!
=

(
m

n

)
. (6.3)

6.2.2 Liitmisreegel

Liitmisreegel �utleb, et kui meil on vaja teha �uks kahest valikust ning esimese
valiku tegemiseks on v1 v~oimalust ja teise tegemiseks v2 v~oimalust, siis neist
kahest valikust �uhe tegemiseks on kokku v1 + v2 v~oimalust. Seejuures on
oluline, et nende kahe valiku v~oimaluste hulgad peavad olema �uhisosata.

Selle reegli abil on lihtne leida rekurrentne valem m-elemendilise p~ohi-
hulga n-kombinatsioonide arvu loendamiseks: k~oik n-kombinatsioonid v~oime
jagada kaheks selle p~ohjal, kas nad sisaldavad v~oi ei sisalda elementi m.

Igast elementi m sisaldavast n-kombinatsioonist saame selle eemaldami-
sega (m − 1)-elemendilise p~ohihulga (n − 1)-kombinatsiooni. Iga elementi
m mittesisaldav n-kombinatsioon on automaatselt ka (m − 1)-elemendilise
p~ohihulga n-kombinatsioon.

Kuna need variandid on teineteist v�alistavad (ei ole v~oimalik, et min-
gi kombinatsioon kuulub m~olemasse alamhulka) ja katavad k~oik v~oimalused
(ei ole v~oimalik, et mingi kombinatsioon ei kuulu kumbagi alamhulka), siis
saamegi liitmisreegli p~ohjal, et C(m,n) = C(m− 1, n− 1) + C(m− 1, n).

Lisades sellele valemile veel �a�aretingimused C(m, 0) = 1 (ainus 0-kombi-
natsioon on t�uhi hulk) ja C(m, m) = 1 (ainus m-kombinatsioon on p~ohihulk
ise), ongi k�aes rekursiivse programmi koostamiseks piisav tulemus

C(m, n) =


1, kui n = 0,
1, kui n = m,
C(m− 1, n− 1) + C(m− 1, n), kui 0 < n < m.

(6.4)

Kuna valemid 6.3 ja 6.4 loendavad samasid objekte, siis on igati ootusp�arane,
et nende alusel kirjutatud programmid annavad ka �uhesuguseid tulemusi.

Hulga t�ukelduste loendamine on eelmistest veidi t�ulikam �ulesanne. Selle
lahendamiseks tuleb liitmisreeglit rakendada kaks korda.
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Esmalt paneme t�ahele, et m-elemendilise hulga k~oigi t�ukelduste arvud
B(m) (ehk Belli arvud) avalduvad n t�ukiks t�ukelduste arvude S(m, n) (ehk
Stirlingi teist liiki arvude) kaudu:

B(m) =
m∑

n=1

S(m, n).

Liitmisreegli veelkordse kasutamisega saame rekurrentse v~orrandi Stirlingi
arvude avaldamiseks, arvestades, et m-hulga t�ukeldused on saadavad (m−1)-
hulga t�ukeldustest j�argmiselt: igast (m − 1)-hulga (n − 1)-t�ukeldusest saa-
me m-hulga n-t�ukelduse, kui lisame sellele eraldi t�ukina elemendi m; igast
(m − 1)-hulga n-t�ukeldusest saame n erinevat m-hulga n-t�ukeldust, kui li-
same elemendi m kordam�o�oda iga�uhele olemasolevast n t�ukist. Pole raske
veenduda, et saadud variandid on k~oik erinevad ja katavad �uhtlasi ka k~oik
v~oimalikud m-hulga n-t�ukeldused. Seega saame nende koguarvuks S(m,n) =
n · S(m− 1, n) + S(m− 1, n− 1).

Lisades sellele valemile �a�aretingimused S(m, 1) = 1 (ainus 1-elemendiline
t�ukeldus on p~ohihulk ise) ja S(m, m) = 1 (ainus m-t�ukeldus on selline, kus
iga element on omaette alamhulk), ongi k�aes programmeerimiseks k~olblik

S(m,n) =


1, kui n = 1,
1, kui n = m,
n · S(m− 1, n) + S(m− 1, n− 1), kui 1 < n < m.

Ka liitmisreeglit on v~oimalik p�o�orata lahutamisreegliks.
N�aiteks selleks, et leida 1 ja 100 vahele j�a�avate kolmega mittejaguvate

t�aisarvude arv, on lihtsam leida k~oigepealt kolmega jaguvate t�aisarvude arv
(mis on loomulikult 33) ja siis j�areldada, et k~oik �ulej�a�anud 100 − 33 = 67
arvu peavad olema kolmega mittejaguvad.

6.2.3 Elimineerimismeetod

Elimineerimismeetod (ingl inclusion-exclusion principle) aitab leevendada
liitmisreegli (praktikas �usnagi ahistavat) n~ouet, et valikuvariantide hulgad
peavad olema �uhisosata.

N�aiteks 1 ja 100 vahele j�a�avate kolme v~oi viiega jaguvate arvude loen-
damiseks liitmisreeglit kasutada ei saa, sest need variandid pole teineteist
v�alistavad � leidub ka arve, mis jaguvad nii kolme kui viiega.

Alamhulkade l~oikumatuse n~oude ignoreerimisel saame t~oesti vale vastuse:
1 ja 100 vahel on kolmega jaguvaid arve 33 ja viiega jaguvaid 20, kuid kolme
v~oi viiega jaguvaid 47, mitte 33 + 20 = 53.
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Vea p~ohjuseks on muidugi asjaolu, et arve, mis jaguvad nii kolme kui
viiega, loeme topelt � �uhe korra kui kolmega, teise korra kui viiega jaguvaid.
Topelt loeme seega k~oiki 15-ga jaguvaid arve, mida uuritaval l~oigul on 6.
~Oige vastuse saamiseks tuleb topelt loetud variantide arv l~oppsummast maha
lahutada: 33 + 20− 6 = 47.

Sama kehtib mistahes kahe tunnusega objektide loendamisel (joonisel 6.1
vasakul): kui n1 objektil on esimene tunnus (ja v~oib-olla samaaegselt ka teine)
ja n2 objektil on teine tunnus (ja v~oib-olla samaaegselt ka esimene) ning n12

objektil on m~olemad tunnused, siis v�ahemalt �uks neist kahest tunnusest on
kokku n = n1 + n2 − n12 objektil.

n1 n2n12

n1 n2

n3

n12

n13 n23

n123

Joonis 6.1: Elimineerimismeetod

Kolme erineva tunnuse korral (joonisel 6.1 paremal) oleme �uhe tunnusega
objektide arvude liitmisel ja kahe tunnusega objektide arvude lahutamisel
k~oigi kolme tunnusega objektide arvu lisanud summasse kolm korda (n1, n2

ja n3 hulgas) ja ka lahutanud kolm korda (n12, n13 ja n23 hulgas), seega on
need objektid sisuliselt loendamata ja ~oige tulemuse saamiseks tuleb neid
eraldi arvestada (n123).

N�aiteks 1 ja 100 vahele j�a�avate kahe, kolme v~oi viiega jaguvate arvude
loendamiseks peame arvestama, et: kahega jaguvaid arve on 50, kolmega
jaguvaid 33, viiega jaguvaid 20; kahe ja kolmega jaguvaid 16, kahe ja viiega
jaguvaid 10, kolme ja viiega jaguvaid 6; k~oigi kolmega jaguvaid 3. Seega on
kahe, kolme v~oi viiega jaguvaid arve kokku 50+33+20−16−10−6+3 = 74.

�Uldiselt, t erineva tunnuse korral on v�ahemalt �uhe tunnusega objektide
koguarv

N = −
t∑

i=1

(−1)i ·Ni,

kus Ni t�ahistab v�ahemalt i tunnusega objektide arvude summat, kusjuures
iga i korral tuleb vaadelda k~oiki v~oimalikke i erineva tunnuse kombinatsioone.
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6.3 Genereerimine

Genereerimisel, erinevalt loendamisest, peame m~otlema ka sellele, millises
j�arjekorras me tulemust saada tahame.

Elementide loeteluna esitatavate kombinatoorsete objektide (j�arjendid,
permutatsioonid, kombinatsioonid) puhul peetakse �uldiselt standardseimaks
leksikograa�list (ingl lexicographical) j�arjestust � kahe objekti v~ordlemisel
j�aetakse vahele need elemendid kummagi objekti algusest, mis on omavahel
v~ordsed ja otsus langetatakse esimese erineva elemendi p~ohjal.

M~onikord on kasulikum objekte genereerida minimaalse muutuse (ingl
minimal change) j�arjestuses � tulemuste hulgas j�arjest olevate objektide eri-
nevus peab olemas minimaalne. Minimaalsuse de�nitsioon s~oltub muidugi
konkreetsest objektist ja vahel ka sellest, milleks neid objekte kasutatakse.

N�aiteks permutatsioone on v~oimalik j�arjestada nii, et iga j�argmine on
saadav eelmisest kahe k~orvutioleva elemendi vahetamise teel, j�arjendeid aga
nii, et iga j�argmine erineb eelmisest ainult �uhes positsioonis �uhe v~orra.

Leksikograa�line Minimaalse muutuse
(1, 2, 3) (1, 2, 3)
(1, 3, 2) (1, 3, 2)
(2, 1, 3) (3, 1, 2)
(2, 3, 1) (3, 2, 1)
(3, 1, 2) (2, 3, 1)
(3, 2, 1) (2, 1, 3)

Tabel 6.1: Hulga {1, 2, 3} permutatsioonide j�arjestusi

Leksikograa�line Minimaalse muutuse
(1, 1, 1) (1, 1, 1)
(1, 1, 2) (1, 1, 2)
(1, 2, 1) (1, 2, 2)
(1, 2, 2) (1, 2, 1)
(2, 1, 1) (2, 2, 1)
(2, 1, 2) (2, 2, 2)
(2, 2, 1) (2, 1, 2)
(2, 2, 2) (2, 1, 1)

Tabel 6.2: Hulga {1, 2} 3-j�arjendite j�arjestusi

Edasi tegeleme objektide genereerimisega leksikograa�lises j�arjekorras.
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6.3.1 Tagurdusmeetod

V�aga �uldine meetod igasugusteks variantide genereerimiseks on tagurdus-

meetod (ingl backtracking). Selle p~ohiideed illustreerib n�aide 6.1: tegemist
on rekursiivse algoritmiga, mis saab osaliselt valmis genereeritud variandi
(parameeter v), leiab k~oik v~oimalikud sammud selle t�aiendamiseks (loetelu
w1 kuni wn) ja proovib j�atkata genereerimist iga v~oimaliku t�aiendatud va-
riandiga (abimuutuja v′). Kui m~oni t�aiendatud variantidest osutub t�aielikuks
(tingimus real 1), kasutame selle �ara (n�aiteks v�aljastame) ja j�atkame uute va-
riantide genereerimist.

Tagurdusmeetodi kasutamiseks tuleb selle esimesel v�aljakutsel (kas p~ohi-
programmist v~oi m~onest teisest alamprogrammist) anda kaasa seeme (ingl
seed) � l�ahtepunkt, millest k~oigi teiste konstrueerimist alustada. Tavaliselt
on seemneks mingis m~ottes t�uhi variant.

Algoritm 6.1 GenRek: Variantide genereerimine rekursiivselt
Sisend: v � osaline variant
V�aljund: leiab k~oik v~oimalused v t�aiendamiseks

1. kui v on t�aielik variant

� kasutame v

2. muidu

� vatleme k~oiki v t�aiendamise v~oimalusi

3. korda w ∈ w1...n

4. v′ ← v + w

� invariant: v′ on suurem osaline variant

5. GenRek(v′)

� tagurdus: proovime v j�argmist t�aiendusv~oimalust

6. l~oppkorda

7. l~oppkui

V�aga lihtne on tagurdusmeetodil genereerida n�aiteks j�arjendeid (algoritm
6.2): n-j�arjendi genereerimisesl on osaliseks variandiks mingi k-j�arjend (kus
k ≤ n) ja t�aiendamise �uks samm on elemendi ak+1 lisamine antud k-j�arjendi
l~oppu.

Nagu j�arjendite loendamisel juba mainitud, on selle sammu tegemiseks m
v~oimalust � uueks elemendiks v~oime ilma piiranguteta valida �uksk~oik millise
p~ohihulga elemendi.

Seemneks on t�uhi (0-elemendiline) j�arjend.
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Algoritm 6.2 JarjRek: J�arjendite genereerimine rekursiivselt
Sisend: a1...k on k-j�arjend

1. kui k = n

� a1...n on leitud n-j�arjend

2. muidu

3. korda ak+1 ← 1 . . .m

� invariant: a1...k+1 on (k + 1)-j�arjend

4. JarjRek(a1...k+1)

5. l~oppkorda

6. l~oppkui

Permutatsioonide genereerimine (algoritm 6.3) erineb j�arjendite genereeri-
misest ainult permutatsiooni de�nitsioonist l�ahtuva kitsenduse v~orra: ette-
antud k-permutatsiooni l~oppu lisatava elemendi valimisel peame kontrollima,
et see element permutatsioonis eespool juba kasutusel ei ole.

Selle kontrolli t~ohusaks realiseerimiseks kasutatakse tavaliselt globaalset
massiivi v1...m, mille element vi n�aitab, kas p~ohihulga element i on veel vaba.
Siis taandub real 4 oleva tingimuse kontrollimine selle massiivi �uhe elemendi
v�a�artuse uurimisele, kuid selle eest peame enne rekursiivset v�aljakutset real
5 elemendi ak+1 jooksva v�a�artuse kasutatuks m�arkima ja p�arast rekursioonist
naasmist selle elemendi j�alle vabastama.

Algoritm 6.3 PermRek: Permutatsioonide genereerimine rekursiivselt
Sisend: a1...k on k-permutatsioon

1. kui k = n

� a1...n on leitud n-permutatsioon

2. muidu

3. korda ak+1 ← 1 . . .m

4. kui ak+1 6∈ a1...k

� invariant: a1...k+1 on (k + 1)-permutatsioon

5. PermRek(a1...k+1)

6. l~oppkui

7. l~oppkorda

8. l~oppkui



PEAT�UKK 6. KOMBINATOORIKA 12

Kombinatsioonide genereerimisel (algoritm 6.4) on kasulik uusi elemente kom-
binatsiooni lisada kasvavas j�arjekorras � nii on lihtne hoiduda sama elemendi
korduvast lisamisest ja on v�alistatud ka samade elementide �umberj�arjestuste
eksikombel erinevateks kombinatsioonideks lugemine.

Algoritm 6.4 KombRek: Kombinatsioonide genereerimine rekursiivselt
Sisend: a1...k on k-kombinatsioon
Abimuutujad: x � v�ahim vaba element

1. kui k = n

� a1...n on leitud n-kombinatsioon

2. muidu

3. kui k = 0

4. x← 1

5. muidu

6. x← ak + 1

7. l~oppkui

8. korda ak+1 ← x . . . m

� invariant: a1...k+1 on (k + 1)-kombinatsioon

9. KombRek(a1...k+1)

10. l~oppkorda

11. l~oppkui

6.3.2 Iteratsioonimeetod

Teine �uldisem v~oimalus on genereerida objekte iterativselt.
Iteratiivse generaatori struktuur on toodud n�aites 6.5: k~oigepealt luuakse

esimene otsitav objekt vahetult ja edasi leitakse igal sammul jooksva objekti
p~ohjal j�argmine.

Algoritm 6.5 GenIte: Variantide genereerimine iteratiivselt
Abimuutujad: v � jooksev variant

1. v ← EsimeneVariant

2. senikui v 6= ∅
� kasutame v

3. v ← JargmineVariant(v)

4. l~oppsenikui
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Nagu �uldiselt iteratiivsete generaatorite puhul, nii on ka j�arjendite generee-
rimisel p~ohiline jooksva j�arjendi p~ohjal uue leidmine (algoritm 6.6): suuren-
dada tuleb k~oige parempoolsemat positsiooni, mille suurendamine on v~oima-
lik; k~oik sellest positsioonist paremal pool olevad peavad olema maksimaalse
v~oimaliku v�a�artusega (muidu oleks ju v~oimalik suurendada m~onda neist) ja
j�argmises j�arjendis peavad nende v�a�artused j�alle v�ahimast alustama.

(Sisuliselt on tegemist �uhe liitmisega n-kohalisele m-s�usteemi arvule. T~oe-
n�aoliselt oleks seda kergem m�argata, kui p~ohihulk oleks {1 . . . m} asemel
{0 . . . m− 1}.)

Algoritm 6.6 JrgmJarj

Sisend: a1...n on n-j�arjend
V�aljund: leksikograa�liselt j�argmine n-j�arjend
Abimuutujad: u ∈ {0, 1} � jooksev �ulekanne

1. u← 1

2. korda i← n . . . 1

3. ai ← ai + u

4. kui ai > m

5. ai ← 1

6. muidu

7. u← 0

8. l~oppkui

9. l~oppkorda

10. kui u = 0

11. tagasta v

12. muidu

13. tagasta ∅
14. l~oppkui
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6.4 Otsimine

�Uldiselt on otsimis- ja optimeerimis�ulesanded kombinatoorikas k~oige loomin-
gulisemad. P~ohiline lahendusmeetod on variantide genereerimine rekursiiv-
selt, kusjuures algoritmi t�o�o kiirendamiseks p�u�utakse v~oimalikult vara aru
saada, kui parasjagu k�asilolevat osalist varianti ei ole v~oimalik k~oiki �ulesande
tingimusi rahuldavaks t�aielikuks variandiks v�alja arendada.

Otsimis�ulesande n�aitena vaatleme �ulesannet paigutada N lippu N × N
malelauale nii, et mitte �ukski neist poleks �uhegi teise tule all.

Esiteks paneme kohe t�ahele, et iga lipp peab laual olema eraldi real �
samal real olevad lipud tulistaks �uksteist kindlasti. See aga t�ahendab, et me
v~oime k~oik potentsiaalsed lahendused m�arkida �ules kujul a1...N , kus ak n�aitab
k. real oleva lipu veerunumbrit.

Edasi v~oime hakata lippude paigutuse variante j�arjest l�abi proovima. Seda
on kasulik teha tagurdusmeetodil, sest nii saame k. lipu paigutamisel kohe
kontrollida, et see ei j�a�a juba varem laual olevate lippude (1 . . . k − 1) tule
alla ja mitte kulutada aega �ulej�a�anud lippude (k + 1 . . . N) paigutamisele,
kuna seisu muudab k~olbmatuks ka �uksainus tule alla j�a�anud lipp. Lahenduse
t�o�okiiruse seisukohalt on oluline, kuidas me hoiame infot tule all olevate
v�aljade kohta.

�Uks v~oimalus on seda infot eraldi �uldse mitte hoida ja v~orrelda iga uue lipu
paigutamisel selle asukohta laual k~oigi varem paigutatud lippude omadega
� iga lipu korral tuleb kontrollida, kas uus on temaga samas veerus v~oi
samal diagonaalil, seega kulutame k. lipu iga positsiooni kontrollimiseks O(k)
operatsiooni.

Teine v~oimalus on iga lipu lauale paigutamisel m�arkida �ara k~oik v�aljad,
mida see lipp tule all hoiab. Siis on k�ull v~oimalik uuele lipule koha valimisel
selle koha k~olblikkuse v~oi k~olbmatuse �ule v�aga kiiresti otsustada, aga lipu
lauale paigutamine ja selle sealt eemaldamine muutuvad ebaefektiivseks �
N ×N laual v~oib lipp tulistada maksimaalselt 4 ·N − 3 v�alja.

K~oige parema lahenduse saame, pannes t�ahele, et laual v~oib olla �ulimalt
�uks lipp igas veerus ning igal t~ousval ja igal langeval diagonaalil. J�a�ab veel
leida efektiivne viis neid kolme liiki objekte h~oivatuks ja vabastatuks m�arkida
(nagu p~ohihulga elementide haldamisel permutatsioonide genereerimisel).

Veergude haldamine on muidugi lihtne � selleks v~oime kasutada massiivi
v1...N . Aga osutub, et ka diagonaalidega pole palju rohkem muret. Nimelt on
igal t~ousval diagonaalil rea- ja veerunumbri vahe �uhe diagonaali piires sama
ja erinevatel diagonaalidel erinev � seega v~oib nende olekute hoidmiseks
kasutada massiivi td1−N...N−1. Langeva diagonaali identi�tseerimiseks sobib
rea- ja veerunumbri summa � seega v~oib nende olekute hoidmiseks kasutada
massiivi ld2...2·N .
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Algoritm 6.7 Lipud: Lippude paigutamine malelauale
Sisend: r � rida, millele lippu paigutame

1. kui r > n

� on leitud n lipu paigutus

2. muidu

3. korda x← 1 . . . N

4. kui vx = vaba ∧ tdr−x = vaba ∧ tlr+x = vaba

� invariant: positsioon (r, x) on vaba

5. vx ← kinni; tdr−x ← kinni; tdr+x ← kinni

6. Lipud(r + 1)

7. vx ← vaba; tdr−x ← vaba; tdr+x ← vaba

8. l~oppkui

9. l~oppkorda

10. l~oppkui

Optimeerimis�ulesannete puhul on sageli kasulik hoida eraldi infot parima
seni leitud lahenduse kohta ja hinnata iga variandi t�o�otlemisel, kas on �uldse
v~oimalik, et selle edasiarendamisel v~oiks saada parema lahenduse. Kui see
pole v~oimalik, pole ka m~otet seda varianti edasi t�o�odelda.
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�Ulesanded

�Ulesanne 6.1 Kui palju on standardses 52-kaardilises pakis (kaks punast ja
kaks musta masti, igas mastis 9 numbri- ja 4 pildilehte) kaarte, mis on:

(a) punased?
(b) numbrid?
(c) punased ja numbrid?
(d) punased ja mitte numbrid?
(e) punased v~oi numbrid?
(f) punased v~oi numbrid, kuid mitte m~olemat korraga?

Vastata ilma kaarte vahetult loendamata. P~ohjendada k~oiki oma vastuseid.

�Ulesanne 6.2 Tavalist 6-tahulist t�aringut visatakse viis korda. Mitmel eri-
neval viisil on v~oimalik saada viie viske summas paarisarv silmi? P~ohjendada
oma vastust.

�Ulesanne 6.3 Kirjutada iteratiivne programm m-hulga m-permutatsioonide
genereerimiseks leksikograa�lises j�arjekorras.

�Ulesanne 6.4 Kirjutada iteratiivne programm m-hulga n-kombinatsioonide
genereerimiseks leksikograa�lises j�arjekorras.

�Ulesanne 6.5 P~ohihulga M = {1, . . . ,m} korratuseks (ingl derangement)
nimetatakse m-permutatsiooni P = (p1, p2, . . . , pm), milles �ukski element ei
asu �oma ~oigel kohal�, s.t. ∀i ∈ M : pi 6= i. T~oestada korratuste arvude
D(m) v~orrand D(m) = (m− 1) · (D(m− 1) + D(m− 2)). M�a�arata vajalikud
�a�aretingimused ja kirjutada programm korratuste loendamiseks.

�Ulesanne 6.6 Kirjutada rekursiivne programm korratuste genereerimiseks
leksikograa�lises j�arjekorras.

�Ulesanne 6.7 Kirjutada iteratiivne programm korratuste genereerimiseks lek-
sikograa�lises j�arjekorras.

�Ulesanne 6.8 Kirjutada programm, mis paigutab N×N lauale maksimaalse
hulga maleratsusid nii, et mitte �ukski neist poleks �uhegi teise tule all.
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