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Zusammenfassung

In diesem Blockkurs soll der Lehrstoff des Mathematikunterrichts der gymnasialen Oberstufe
entsprechend den Erfordernissen der Anfingervorlesungen aufgefrischt und ergéinzt werden.
Neuer Stoff wird nur heuristisch eingefiihrt, beziiglich genauerer Begriindungen und Beweisen
wird auf mathematische Einfiihrungskurse verwiesen. Dementsprechend liegt der Schwerpunkt
des Blockkurses bei Ubungen in kleinen Gruppen, in welchen unter Anleitung die benétigten
Fertigkeiten in der Vektorrechnung, im Differenzieren und im Integrieren eingeiibt werden sollen.

Formalia

Zu Beginn des Vorkurses mochte ich die folgenden Punkte kléren:

Es wird kein Schein zu diesem Vorkurs ausgestellt.

Zwischenfragen (und auch Nachfragen nach der Vorlesung) sind ausdriicklich erwiinscht.
In Raum Nr. 03-133 (Tel. 23387) im Physikgebdude am Staudingerweg 7 stehe ich Thnen
insbesondere in der Zeit des Vorkurses gerne fiir weitere Fragen zur Verfiigung.

Ich erstelle parallel zu dieser Vorlesung ein Skript, das nach der Vorlesung (aber nicht
vor oder wihrend der Vorlesungen) bezogen werden kann. Ich bitte Sie, nach Moglichkeit
mitzuschreiben — zum einen, weil Mitschreiben eine weitere Sinnesebene 6ffnet und damit
das Lernen vertieft, zum anderen, weil sich in der Vorlesung unerwartete Wendungen
ergeben koénnen, die ich mir natiirlich nicht notieren kann.

In den zwei Wochen vom 11. bis 22. April 2005 treffen wir uns jeweils von Montag bis Frei-
tag téglich von 9.15 Uhr bis 12.00 Uhr zur Vorlesung und von 13.00 Uhr bis 17.00 Uhr zur
Ubung. Die Ubungsgruppen finden in verschiedenen Seminarrdumen des Physik- und Ma-
thematikgebédudes am Staudingerweg 7 bzw. 9 statt. Die Aufteilung in die verschiedenen
Ubungsgruppen erfolgt im Anschluss an die erste Vorlesung.

Die Ubungen sollen ihnen helfen, sich die fiir das Studium notwendigen Rechenfertigkei-
ten dauerhaft anzueignen. Versuchen Sie daher zunéchst, die Aufgaben selbst zu l6sen,
diskutieren Sie auftretende Probleme dann in der Ubungsgruppe und holen Sie sich den
Rat der Tutoren erst dann ein, wenn die Gruppe auch nicht weiter weif3.

In der ersten Vorlesung wird ein Eingangstest durchgefiihrt. Dieser findet anonym statt
und gibt Thnen Gelegenheit, Thre mathematischen und rechentechnischen Fahigkeiten zu
iiberpriifen. Uns hilft er, den Vorkurs besser Thren Bediirfnissen anpassen zu kénnen.

Der Vorkurs endet mit einem Abschlusstest. Die Losungen werden von den Tutoren kor-
rigiert und konnen in der ersten Semesterwoche bei ihnen abgeholt werden. Nutzen Sie
die Gelegenheit, vorhandene Wissensliicken zu schlielen.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Literaturverzeichnis

e Josef Hainzl, ,Mathematik fiir Naturwissenschaftler”, Teubner 1985
Enthidlt alle wichtigen Elemente, ist aber nicht mehr im Buchhandel erhdltlich.

e Helmut Fischer und Helmut Kaul, , Mathematik fiir Physiker”, Teubner 2001-2004
FEin sehr mathematisches Buch, von Mathematikern fiir Physiker geschrieben. Fiir den

Vorkurs ist nur der erste Band relevant, die anderen Bdnde kinnten dann im weiteren
Studium helfen (Preise: 36.90€, }4.90€ und 35.90€).

e Wolfgang Schéifer, Kurt Georgi und Gisela Trippler, ,, Mathematik-Vorkurs*, Teubner 1997
Ist trotz des vergleichsweise niedrigen Preises von 26.90€ sehr fundiert geschrieben — sogar
mit der Erinnerung an einfache Rechenregeln, und ebenso wie die meisten der Biicher
auch in der Zentralbibliothek ausleihbar. Ich empfehle es fiir diejenigen unter Ihnen, die
generell auf dem Gebiet der Mathematik Nachholbedarf verspiiren.

e Siegfried Gromann, ,Mathematischer Einfithrungskurs“, Teubner 2004
Die vm letzten Jahr erschienene Neuauflage zeigt, dass dieses Buch weiterhin sehr gefragt
ist. Es ist allerdings sehr knapp verfasst (29.90€).

e Lothar Papula, “Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Vieweg 2001
Dies ist das einzige Lehrbuch, das (noch) nicht in unserer Bibliothek vorrdtig ist. Wieder
ist nur der erste Band im Moment wichtig (28.90€, 31.00€ und 32.90€).

e Gabriele Adams, ,Mathematik zum Studieneinstieg“, Springer 2002
Behandelt nur den Bereich der Analysis, keine Geometrie oder Vektoren (24.95€)

e Winfried Schirotzek und Siegfried Scholz, ,,Starthilfe Mathematik®, Teubner 2001
Auch hier kommen die Vektoren ,zu kurz®, auferdem keine komplezen Zahlen (16.90€).

e Klaus Fritzsche, ,Mathematik fiir Einsteiger®, Spektrum 2003
Sehr amiisant geschrieben — aber vielleicht auch etwas zu salopp (20.00€).

o Klaus Weltner, ,Mathematik fiir Physiker* mit CD-ROM, Springer 2001
Auch hier ist momentan wieder nur der erste Band wichtig (39.95€ und 39.95€).



Dieses Literaturverzeichnis ist beileibe nicht vollstdndig, doch hoffe ich, dass fiir jede und je-
den von Thnen ein passendes Lehrbuch findet, um den Stoff der Vorlesung zu vertiefen. Bitte
berichten Sie mir oder den Ubungsgruppenleitern von Ihren Erfahrungen. Im iibrigen sollte der
Vorkurs selbst in sich schliissig sein, so dass, zumindest zur Bewiltigung der Ubungsaufgaben,
die Mitschrift der Vorlesung geniigt.

1.2 Von Logik, Zahlen, Geometrie und anderem

Die Mathematik ist heute ein wichtiger Bestandteil der Physik wie auch der anderen exakten
Naturwissenschaften. Dies gilt nicht nur fiir die theoretischen Zweige der Wissenschaften, son-
dern auch fiir die experimentellen. Das war nicht immer so. So herrschte noch im Mittelalter in
Europa eine eher beschreibende Wissenschaft vor, die Naturphédnomene in Worte kleidete und
ihnen damit eine ,,Qualitat“ gab, sie damit aber nicht in Mengen oder ,,Quantitdten“ beschrieb.
Erst etwa mit Galileo Galilei setzte sich die Erkenntnis durch, dass sich durch die Verwendung
mathematischer Beziehungen Geschehnisse, die in der Natur beobachtet wurden, nicht nur
qualitativ, sondern auch quantitativ beschreiben und erfassen lielen. Die ersten Naturgesetze
wurden mit Hilfe der Mathematik formuliert.

Heute droht uns eher das umgekehrte Schicksal: iiber die reine Formelsprache vergessen wir
allzu héufig die Naturphdnomene, die dahinter stecken. Gleichzeitig fallt es uns schwer, einfache
Beobachtungen zu beschreiben. Eine Theorie, welche die ,,Bodenhaftung® verliert und das Ziel
ihres Seins, die Beschreibung von Naturphéanomene namlich, nicht mehr wahrnimmt, ist fiir die
Naturwissenschaft nicht von groflem Nutzen — eher vielleicht fiir die Philosophie. Praxisbezug
ist wichtig und fordert die Weiterentwicklung der Wissenschaft und Mathematik. Das ist schon
immer so gewesen, auch in den Anfingen der Mathematik.

1.2.1 Logik

Was ist Mathematik? Nun, werden Sie antworten, so genau wissen wir das nicht, aber es hat
etwas mit Logik zu tun, mit Aussagen und Beweisen. Ganz richtig! Logik in Form der Aussagen-
logik fuit darauf, dass wir bestimmte Aussagen treffen kénnen, die sich entweder als wahr oder
als falsch herausstellen. Damit wird unsere Sprache in eine harte Pflicht genommen, denn un-
klare Beschreibungen haben in der Mathematik und den exakten Wissenschaften keinen Platz.
Im Gegenteil: immer wieder ist es notig, neue Begriffe zu definieren, um Aussagen aufstellen
zu konnen. Und solche neuen Begriffe wird es in den Vorlesungen, die Sie im Laufe Ihres Stu-
dentenlebens horen werden, zuhauf geben. Ubrigens, das haben wir in der Aufstellung oben
vergessen: Mathematik hat mit Definitionen, Aussagen und Beweisen zu tun.

Um auf die Aussagen zuriickzukommen, miissen wir genau darauf achten, dass einer solchen
Aussage auch wirklich ein Wahrheitswert ,wahr* oder ,falsch® zugeordnet werden kann.

,Die Sonne scheint*

ist nur dann auch wirklich eine Aussage, wenn wir sie aus dem Munde eines anderen Menschen
(und nicht fernmiindlich!) horen, denn nur dann wissen wir, zu welche Zeit (jetzt!) und an
welchem Ort (hier!) diese gilt. Aussagen wie ,,7 ist eine Primzahl® oder ,,7 ist eine gerade Zahl“
dagegen behalten ihren Wahrheitswert auch in geschriebener Form.



Aussagen kénnen wir mit ,nicht* verneinen (Negation, logisches Zeichen — oder Uberstrich),
mit ,und“ (Konjunktion, A) und ,oder* (Disjunktion, V) verkniipfen und miteinander in Be-
ziehung setzen. Die Aussagenalgebra, auf die ich hier nicht ndher eingehen will, erlaubt das
,Rechnen“ mit Aussagen, der Beweis wird meist iiber Wahrheitswertetabellen gefithrt. Die Be-
ziehungen, die in den exakten Naturwissenschaften daneben am meisten verwendet werden,
sind die Folgerung (Implikation, ausgedriickt durch den Doppelpfeil =) und die Aquivalenz
(«). Die Folgerung A = B ist nur dann falsch, wenn die Aussage A (Pramisse, Voraussetzung)
wahr, aber die Aussage B (Konklusion, Folgerung) falsch ist. Bei der Aquivalenz miissen die
Wahrheitswerte {ibereinstimmen, damit diese wahr ist.

Schliefflich gibt es die sogenannten Existenz- und Universalaussagen. Sie sind nétig, da wir
Aussagen meist mit Hilfe von Variablen wie a, b, ... formulieren, die entsprechend eingeordnet
werden miissen. Aussagen wie , Es gibt eine natiirliche Zahl a* (formuliert 3a € IN) oder ,Es
gilt fiir alle natiirlichen Zahlen b“ (Vb € IN) schlieBen den Reigen der Aussagenlogik ab.

1.2.2 Zahlen

Das Rechnen mit Zahlen ist ganz entscheidend, werden Sie sagen. Damit liegen Sie sicherlich
nicht ganz falsch. Die Zahlen wurden , erfunden®, als es darum ging, Dinge des téglichen Lebens
abzuzédhlen. Man bediente sich hier der natiirlichen Zahlen, einer unendlichen, aber abzéihlbaren
Menge, die bei 1 beginnt und mit IN bezeichnet wird. Zahlen kann man ordnen, d.h. man kann
entscheiden, ob zwei Zahlen gleich sind oder nicht, und im letzteren Fall, welche der beiden
Zahlen groBer ist. Sind also a und b natiirliche Zahlen (a,b € IN), so gilt eine der drei Aussagen

a<b, a=0b oder a>1b (a < b bedeutet ,a < b oder a = b*). (1.1)

Es folgen weitere Grundgesetze der Anordnung unter Einbeziehung von ¢ € IN,

a=a (Reflexivitét) (1.2)

a=b = b=a (Symmetrie) (1.3)
(a=b)AN(b=c) = a=c (Transitivitat) (1.4)
(a<b)n(b<c) = a<ec. (1.5)

Ein wichtiger Schritt vorwérts war die Addition, also das Zusammenfiigen von Abzihlungen.
Sind a und b natiirlichen Zahlen (und in diesem Fall Summanden), so liefert die Summe a + b
erneut eine natiirliche Zahl. Dieselbe natiirliche Zahl ergibt sich auch fiir b + a, es gilt das
Kommutativgesetz,

a+b="0b+a. (Kommutativgesetz) (1.6)

Haben wir drei natiirliche Zahlen a, b und ¢ zu addieren, so ist es egal, welche Addition wir als
erstes ausfiithren, es gilt das Assiziativgesetz,

(a+b)+c=a+ (b+c). (Assoziativgesetz) (1.7)

Doch eine Gruppe ist die Menge IN der natiirlichen Zahlen nicht. Fragen wir weiter, welche Zahl
wir zu einer gegebenen Zahl a addieren miissen, um dieselbe natiirliche Zahl a zu erhalten,
so kommen wir auf die 0, die zunéchst nicht in IN enthalten ist, wohl aber in INg = IN U
{0}. Sie ist das neutrale Element, und Mathematiker sprechen in diesem Zusammenhang von



der Halbgruppeneigenschaft. Fragen wir danach, welche Zahl wir zu a addieren miissen, um
dieses neutrale Element zu erhalten, so stoflen wir erneut an die Grenzen der Zahlenmenge und
miissen diese um die negativen Zahlen erweitern. Erst fiir die Vereinigung Z = INy U IN_ dieser
Zahlenmengen, die Menge der ganzen Zahlen, ist zu jedem Element a € Z ein inverses Element
—a € Z gegeben, so dass a + (—a) = a —a = 0 ist. Z ist eine Gruppe unter Addition, die
Subtraktion ist iiber die Addition und die Bildung des Inversen (Negativen) definiert,

a—b=a+(-b). (1.8)

Addieren wir mehrere Male hintereinander dieselbe Zahl a mit sich selbst, so kommen wir
schnell auf die Multiplikation a - c. Dabei ist ¢ zundchst einmal eine natiirliche Zahl. Lassen wir
die Abzéhlung hinter uns, so kann a aber auch eine ganze Zahl sein, das Produkt a - ¢ ist in
jedem Fall wieder eine ganze Zahl. Weiter gilt das Distributivgesetz,

(a+b)-c=a-c+b-c, (Distributivgesetz) (1.9)

wie auch Kommutativgesetz a - ¢ = ¢ - a und Assiziativgesetz (a - b) - ¢ = a - (b - ¢) fir die
Multiplikation. Der Punkt fiir die Multiplikation wird vielfach auch weggelassen. Im Fall der
Multiplikation ist das neutrale Element bereits in der Menge Z enthalten, denn es gilt a - 1 =
1-a = a. Welche Zahl aber liefert im Produkt mit a das neutrale Element 1, d.h. welche Zahl
ist das Inverse zu a? Oder, um es noch etwas allgemeiner zu formulieren, welche Zahl b muss
mit a multipliziert werden, um eine Zahl ¢ zu erhalten? Sind a und ¢ ganze Zahlen, so verlassen
wir mit b erneut die Menge der ganzen Zahlen, denn es gilt (sofern a nicht Teiler von c ist)

a-b=c & b=S¢gZ (a#0). (1.10)
a
Briiche der Form p/q als Folge der Division sind rationale Zahlen, die Zahlenmenge

Qz{g‘p,qeltz#()} (1.11)

ist eine Gruppe beziiglich der Multiplikation (bis auf das Nullelement) und damit ein Kérper
beziiglich Addition und Multiplikation. Dies kann mit Hilfe der einfachen Rechenregeln

P1 P2 P1-DP2 P1 /P2 D1 Q2 c-p1 M P1 D2 P1-G2t D21
— .= = — /== =— und —+4—=

q1 G2 q1 - g2 7 q1’ q2 q1 ']92’ cC-q1 q1 q1 q2 q1 - q2

(1.12)
fir p1,p2, q1,q2,¢ € Z (g1, G, P2, ¢ # 0) gezeigt werden. Doch ich will hier nicht in die Grup-
pentheorie einsteigen. Stattdessen will ich zu der néchsten Erweiterung kommen. Die ganzen
Zahlen sind wohlgeordnet und kénnen entlang eines sogenannten Zahlenstrahls angeordnet wer-
den. Gleiches gilt fiir die rationalen Zahlen. Die Besonderheit der rationalen Zahlen ist nun die,
dass fiir zwei rationale Zahlen a und b mit a < b stets mindestens eine rationale Zahl ¢ existiert
mit a < ¢ < b, die also dazwischen liegt. In diesem Sinne sind die rationalen Zahlen dicht.

Unter Zuhilfenahme der rationalen Zahlen sind alle elementaren Rechenoperationen (Addi-
tion, Subtraktion, Multiplikation und Division) ohne Beschrinkungen durchfiihrbar, sieht man
einmal von der Division durch Null ab. Auch Messungen sind mit rationalen Zahlen durchaus
moglich, denn es kann die Linge einer Strecke beispielsweise mit beliebig hoher Genauigkeit
angegeben werden, auch wenn man diese aus praktischen Erwégungen heraus allerdings eher
als Dezimalbruch darstellt, wie beispielsweise 1/4 = 0.25.
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1.2.3 Geometrie

Aha, Zahlen sind nicht nur zum Abzédhlen, sondern auch zum Messen da, werden Sie sich
nun erinnern. Damit betreten wir das Gebiet der Geometrie, denn die Langenmessung ist die
elementarste der Messungen. Wir wollen uns hier auf die ebene Geometrie beschrinken. Die
Gerade ist der wichtigste Grundbegriff und kann, ebenso wie der Gegriff ,,Zahl“ im vorangegan-
genen Abschnitt, nicht eigentlich definiert werden, wohl aber die Beziehungen zwischen ihnen.
Schneiden sich zwei Geraden, so schneiden sie sich genau in einem Punkt (der dadurch definiert
ist). Schneiden sie sich nicht, so werden sie als parallel bezeichnet.

Sich schneidende Geraden schlieBen Winkel ein. Schneiden sich drei Geraden in drei ver-
schiedenen Punkten, so bilden die Strecken zwischen diesen Punkten ein Dreieck. Die Winkel
innerhalb dieses Dreiecks werden als Innenwinkel bezeichnet, die an dem Winkel anliegenden
Strecken sind die Schenkel des Winkels. Als erstes Gesetz gilt, dass die Summe der Innenwinkel
in einem Dreieck 180" ausmacht. Weitere Gesetze folgen aus der Konstruktion am Dreieck:

e Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, dem ,,Schwerpunkt“
des Dreiecks. Dieser Punkt teilt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 1:2.

e Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt,
der zugleich der Mittelpunkt des Umkreises ist.

e Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt,
der zugleich Mittelpunkt des Inkreises ist.

e Die Héohen eines Dreiecks schneiden sich ebenfalls in einem Punkt.

Bewiesen wurden und werden diese und die nachfolgenden Aussagen iiber Dreiecke mit Hilfe
kongruenter (d.h. deckungsgleicher) und &hnlicher Dreiecke. Letztere sind verwandt mit den
Strahlensétzen. Diese Beweise werde ich hier aber nicht erbringen, sondern mich auf das recht-
winklige Dreieck beschréinken. Dem rechten Winkel gegeniiber liegt die Hypotenuse c, die beiden
anderen Seiten werden als Katheten a und b bezeichnet. Umgekehrt liegen die Eckpunkte A,
B und C' den gleichnamigen Seiten gegeniiber, C' ist also die Ecke mit einem Innenwinkel von
90°. Vom Eckpunkt C' aus wird eine Hohe der Linge h senkrecht auf die Hypotenuse gefillt,
welche die Hypotenuse in Strecken der Léngen p (auf der Seite von B) und ¢ (auf der Seite von
A) aufteilt. Fiir diese Dreieckskonstruktion gelten die bereits im Altertum bekannten Sétze:

e Satz von Pythagoras: Im rechtwinkligen Dreieck ist die Fliche des Quadrates iiber der
Hypotenuse gleich der Summe der Flichen der Quadrate iiber den Katheten (¢* = a?+0?).

e Kathetensatz: Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber einer Kathete flichengleich
dem Rechteck aus der Hypotenuse und der Projektion dieser Kathete auf die Hypotenuse,
die auch als Hypotenusenabschnitt bezeichnet wird (a®> =p- ¢, b* = ¢ - ¢).

e Hohensatz: Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat {iber der Hohe auf der Hypothenuse
flichengleich mit dem Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten (h? = p - q).

Viel mehr wire noch iiber die ebene Geometrie zu sagen. Schliefllich war es ein Forschungsgebiet,
auf dem sich die kliigsten Képfe der mathematischen Welt schon von altersher wahre Denkduelle
lieferten. Zu erwidhnen wéire beispielsweise der Satz von Thalis, der die Beziehung zwischen
einem rechtwinkligen Dreieck und des iiber der Hypotenuse errichteten Halbkreises herstellt. Am
bekanntesten ist aber die numerische Konsequenz aus dem Satz von Pythagoras, 32 + 4% = 52,
der uns zuriick zu den Zahlen bringt.
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1.2.4 Irrationale und reelle Zahlen

Betrachten wir statt des rechtwinkligen Dreiecks mit Kathetenldngen 3 und 4 ein rechtwinklig-
gleichschenkliges Dreieck mit Kathetenldngen 1, so stellt die Berechnung der Hypotenusenlange
ein gewisses Problem dar. Man erhilt die Gleichung

=+ =17+1"=2. (1.13)

Wir modernen Menschen wissen, dass diese Gleichung durch Bildung der Wurzel (Quadratwur-
zel) der Zahl 2 gelost wird. Doch ist /2 in der bisherigen Zahlenmenge enthalten, also eine
rationale Zahl p/q? Ich benutze die Gelegenheit und fithre in einem kurzen indirekten Beweis
vor, dass dies nicht der Fall sein kann.

Angenommen, es gelte v/2 = p/q fiir zwei teilerfremde (also bereits gekiirzte) ganze Zahlen
p und ¢. Dann gilt 2 = p?/¢? und folglich p* = 2¢°. p? ist also eine gerade Zahl — und damit
auch p, da nur gerade Zahlen ein gerades Quadrat ergeben. Wir schreiben also p = 2p’ und
setzen ein. Das Ergebnis ist 4p"? = 2¢% oder 2p’? = ¢%. Damit ist auch ¢? und folglich ¢ eine
gerade Zahl, ldsst sich also auch als ¢ = 2¢' schreiben. Das ist aber im Widerspruch zu der
Voraussetzung, dass p und ¢ teilerfremd sind, denn 2 wére ein solcher gemeinsamer Teiler.

Wie wird nun diese Quadratwurzel berechnet und was stellen wir dabei fest? Berechnet wird
mit Hilfe der Intervallschachtelung, denn man stellt fest, dass v/2 im offenen Intervall 1, 2] liegt,
da 12 =1 < 2 <4 =2%ist. Und so geht es weiter:

14 < V2 < 15,

141 < V2 < 142

1414 < V2 < 1415,
(1.14)

In jedem Schritt wird eine neue Dezimalstelle hinzugefiigt, schliefllich ergibt sich
V2 =1.414213562373 ... (1.15)

Andere Beispiele fiir irrationale Zahlen sind die Kreiszahl 7 und die Eulersche Konstante e,
auf die wir noch zu sprechen kommen werden. Auf dem ersten Ubungszettel findet sich im
Anhang eine Aufgabe zur Bestimmung der Kreiszahl m — fiir diejenigen unter Thnen, die am
Konstruieren mit Hilfe von Dreiecken Freude haben.

Der Unterschied zwischen den irrationalen und rationalen Zahlen ist nun der, dass bei
rationalen Zahlen der Dezimalbruch entweder abbricht oder periodisch ist, beispielsweise

1 1
- =0.25 =
4 "3

Es ist schwer vorstellbar, dass die irrationalen Zahlen die Liicken in dem Zahlenstrahl ausfiillen,
der bereits von den rationalen Zahlen dicht angefiillt ist, aber es ist so. Nehmen wir die irratio-
nalen Zahlen zur bestehenden Zahlenmenge mit hinzu, so gelangen wir zur Menge der reellen
Zahlen IR und damit zu einem verschmierten Bild von Zahlen, dem Kontinuum. Zusammenge-
fasst gelten die Teilmengenbeziehungen

NCINoCcZCcQcCRcC (1.17)

Halt, werden Sie sagen, da haben Sie aber etwas dazugemogelt! Das zeigt nur, dass unsere
Fragestunde noch nicht zuende ist, werde ich Ihnen antworten, denn auf die komplexen Zahlen
C werden wir in Kiirze kommen. Zunéchst aber noch etwas Geometrie.

_ 1 _
=0.333...=0.3, - = 0.142857142857142 ... = 0.142857. (1.16)

11



1.2.5 Trigonometrie

Wir wollen eine Beziehung zwischen den Winkeln und den Léngen in einem Rechtwinkligen
Dreieck herstellen. Aus den Ahnlichkeits- und Strahlensétzen ist klar, dass Winkel sich nur aus
Langenverhaltnissen bestimmen lassen. So betrachten wir ein rechtwinkliges Dreieck mit einem
zusétzlich bezeichneten Winkel . Wie vorher wird die dem rechten Winkel gegeniiberliegende
Seite als Hypotenuse bezeichnet. Die Kathete, welche an dem Winkel « anliegt, heifit Ankathete,
die dem Winkel gegeniiberliegende Kathete Gegenkathete. Wir definieren so:

in(a) Gegenkathete a tan(a) Gegenkathete a
smle) i= —m = — an(lag) = —mM8M8M8M = —
Hypotenuse c Ankathete b
Ankathete b Ankathete b
= = - tla) = ————— = —. 1.18
cos(a) Hypotenuse ¢ cot(a) Gegenkathete a (1.18)

Erste Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen ergeben sich jetzt schon,

sinfa) iy = 0@ ) = tanl(a)’ (1.19)

tan(a) =

cos(a)’ sin(a)’

Ferner nach dem Satz von Pythagoras die wichtige Beziehung sin(«)? + cos(a)? = 1, die Thnen
in ihrem weiteren wissenschaftlichen Leben wieder und immer wieder helfen wird. Eine kleine,
aber wichtige Bemerkung zur Schreibweise an dieser Stelle: Besitzt eine Funktion ein einzi-
ges Argument, so wird die Klammer gewthnlich weggelassen. Und wird eine solche Funktion
quadriert, so wird, um Verwirrungen zu vermeiden, das Quadrat nicht ans Ende geschrieben,
sondern hinter den Funktionsnamen, also

(sin(a))? = sin(a)® = (sina)? = sin’ « ;:é sin o, (1.20)

In dieser kiirzeren Schreibweise lauten die Beziehung und zwei Folgebeziehungen

sin?a 4 cos’a = 1,
) sin® sin® o + cos? 1

tana+1 = ——+1 = 5 = —

cos* o cos? o COs* v
2

cos” 1

cot?a+l = —5—+1 = ——. (1.21)
sin” a sin” «

Hier haben wir Funktionen eingefiihrt, ohne genau zu erklédren, was das denn {iberhaupt ist. Die-
ses werden wir in Kiirze nachholen. Aber wie das in den Naturwissenschaften so ist: zunédchst
wird vorangestiirmt, danach werden die notwendigen Definitionen nachgeholt. Damit unter-
scheiden wir uns grundsétzlich von der Mathematik. Sehen wir, was fiir weitere Beziehungen
sich noch ergeben. Da ist zunéchst einmal der dritte Winkel . Er ist aber iiber die Beziehung
a+ 3+ 90° = 180° und damit 3 = 90° — « bereits bestimmt. Fiir ihn kehren sich die Rollen
von Gegenkathete und Ankathete um. Nutzen wir dies, um weitere Beziehungen zu erhalten:
sin(90° —a) =sin3 = - =cosa, tan(90" — a) =tan B = — = cot a,
a
7= tan a. (1.22)

clgoalc

cos(90° —a) =cos 3 = — =sina, cot(90° — a) = cot 3 =

Zum Abschluss dieses Abschnitts iiber Trigonometrie kommen wir auf zwei wichtige Sétze fiir
Dreiecke, den Sinus- und den Cosinussatz. Um diese aufzustellen, errichten wir in einem Dreieck
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vom Punkt C' aus die Hohe der Lénge h als Lot auf die gegeniiberliegende Seite ¢, die dadurch
in zwei Teilabschnitte p (bei B) und ¢ (bei A) unterteilt wird. Diese Hohe dient in beiden Féllen
als eine Hilfsgrofle, die verwendet wird, um zwei Gleichungen zu einer zu vereinigen. Nach der
Konstruktionsvorschrift fiir den Sinus erhalten wir

sina a

h h
sina = 3 und sinf§ = " und daher S0 =7 (1.23)

Die Sinus der Winkel verhalten sich also wie Léngen der den Winkeln gegeniiberliegenden

Seiten, wir schreiben
a b c

= = . Si t 1.24
sina  sinf8  sinvy (Sinussatz) ( )

Andererseits konnen wir den Satz von Pythagoras verwenden und erhalten

a—p*=h* und B*—¢>=h?* also a®—p’=b—q. (1.25)

Schreiben wir p = ¢ — ¢ und nutzen ¢ = bcos « aus, so kénnen wir p und ¢ aus der Gleichung
entfernen,

=+ - =+ (c—q? - =0+ —2cq=0b*+c*—2bccosa. (1.26)

Es ergibt sich also
a®> = b* + ¢ — 2bccos a. (Cosinussatz) (1.27)

Da das Dreieck kein speziell ausgezeichnetes war, konnen wir die Rollen von Seiten und Winkeln
natiirlich vertauschen, die zusétzlichen Beziehungen schreibe ich hier nicht auf.

Warum haben wir uns hier fast ausschliellich mit Dreiecken beschéftigt? Nun, allgemeine
Vielecke lassen sich ganz einfach aus Dreiecken aufbauen und damit vermessen, wir sprechen
hier von Triangulierung. Verlassen wir an dieser Stelle erneut das Gebiet der Geometrie.

1.2.6 Resumee

Was haben wir gelernt? Zunéchst einmal dieses, dass man durch genaues Beobachten und Be-
schreiben geometrische wie zahlentheoretische Gegebenheiten entschliisseln und Beziehungen
aufstellen kann, die sich dann auf kompliziertere Félle anwenden lassen. Mit der Logik ist
uns ein Mittel an die Hand gegeben, die aufgestellten Beziehungen zu begriinden, doch der
Forscherdrang ist es, der die Wissenschaften voranbringt. Vielfach ist es so, dass in den Wissen-
schaften zunéchst eine Vermutung aufgestellt wird, die sich bald zu einer Gewissheit verfestigt.
Moglicherweise erst Jahrzehnte spéter gelingt es dann, dieser Vermutung auch die logische und
damit mathematische Rechtfertigung zu geben. So gibt es beispielsweise in der Feldtheorie der
theoretischen Physik viele Bereiche, die mathematisch zumindest (noch) zweifelhaft sind, von
denen die Physiker aber iiberzeugt sind, dass sie durchaus richtig sind. Damit ziehen wir als
Naturwissenschaftler nicht nur aus der Mathematik unseren Nutzen, sondern stellen ihr auch
neue Anforderungen und Problemstellungen.

An dieser Stelle ziehen wir erst einmal einen Schlussstrich unter unseren Ausflug in die
Mathematischen Grundlagengebiete und halten fest, dass unser andauerndes Fragen immer
wieder zu Erweiterungen der Erkenntnis gefiihrt hat. Das war in der Geschichte nicht anders,
und wir erkennen, dass die Praxisndhe (d.h. die Frage: ,aber was passiert, wenn...?“) die
Mathematik insgesamt kréftig vorangebracht hat. Horen wir also nicht auf, Fragen zu stellen!
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1.3 Komplexe Zahlen

Néchste Frage: die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl — gibt es so was? Ja, gibt es. Sie
sind nun, so hoffe ich zumindest, bereits so sicher auf dem Gebiet der Zahlen wie der Geometrie,
dass ich Sie mit den kompleren Zahlen konfrontieren kann. Beides ist dazu nétig, Zahlen und
Geometrie, denn die komplexen Zahlen lassen sich nicht mehr auf dem Zahlenstrahl darstellen,
man weicht stattdessen in die Ebene aus. Erster , Fremdling® ist die Wurzel aus der Zahl —1,
und hier kommt auch gleich die entscheidende Definition,

V—1l=:1 (imaginére Einheit). (1.28)

Beachten Sie, dass dies eine Definition ist und durch nichts begriindet werden kann. Man
hiitte beispielsweise auch —/—1 als i definieren kénnen. Und achten Sie darauf, dass Sie bei
Rechnungen mit komplexen Zahlen hinfort den Parameter ¢ nur noch fiir die imaginére Einheit
verwenden diirfen, um Verwirrungen zu vermeiden (von gewissen Féllen wie der Verwendung
als Index, wo eine solche Verwirrung nicht auftreten kann, einmal abgesehen). Beachten Sie
jedoch, dass Ingenieure statt ¢ den Buchstaben j verwenden.

1.3.1 Komplexe, imaginéire und reelle Zahlen

Warum wird die imaginédre Einheit nicht als komplexe Einheit bezeichnet, behandeln wir in
diesem Abschnitt doch komplexe Zahlen, werden Sie einwenden. Aber halt, es gibt einen ent-
scheidenden Unterschied zwischen komplexen und imaginéren Zahlen. Dazu ist es es notig zu
kldren, was eine komplexe Zahl eigentlich ist und woraus sie besteht.

z=a+ib mit a,beR, i*=-1 (1.29)
heifit komplexe Zahl, die Menge der komplexen Zahlen wird mit € bezeichnet.
a=1Re(z) und b=Im(z) (1.30)

werden als Realteil bzw. Imagindrteil bezeichnet. Schliefilich heiflen zwei komplexe Zahlen
gleich, wenn sie in Real- und Imaginérteil {ibereinstimmen. Hier haben wir die Mathematik
sprechen lassen, welche die Lage fiir uns gekléart hat. Eine (rein) imagindre Zahl ist komplexe
Zahl, deren Realteil a verschwindet. In dem Sinne ist es sinnvoll, von die Grofle ¢ in der rein
imagindren Zahl z = b als von einer ,imagindren Einheit“ zu sprechen. Die komplexe Zahl

2t =a—1b (1.31)
heifit die zur komplexen Zahl z = a + ib konjugiert kompleze Zahl.! Es gilt
2z =a® + b (1.32)

Warum das schon wieder? Nun, rechnen Sie mit den komplexen Zahlen einfach wie mit reellen
Zahlen, so erhalten Sie nach der dritten binomischen Formel

"2 = (a —ib)(a +ib) = a® — (ib)* = a® — i*V* = a® + b*. (1.33)

I _Mathematiker bevorzugen Z anstelle von z*, aber wir Physiker lieben das Sternchen hei und innig, da sie
fiir den Strich eine andere Bedeutung haben.“ (nach Prof. Treusch, Universitit Dortmund, 1983)
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Bei der Gelegenheit: erinnern sie sich noch an die drei binomischen Sétze? Sie kénnen sie recht
schnell nachrechnen, sie stellen also keine besonderen Anforderungen an Ihre Beweistechnik,
aber sie vereinfachen die Rechnungen doch. Also:

(a+b)? = a®+2ab+ b, (erster binomischer Satz)
(a —b)* = a*—2ab+ 17, (zweiter binomischer Satz)
(a+b)(a—b) = a* -V (dritter binomischer Satz) (1.34)

Wie wir eben gesehen haben, gelten sie auch fiir die komplexen Zahlen. Die Zahl 2*z ist eine
reelle, nichtnegative Zahl, damit liefert die Quadratwurzel ebenfalls eine reelle, nichtnegative
Zahl, und wir definieren

|z| := Vzrz = Va? + b ist der Absolutbetrag (oder Betrag) zu z = a + ib. (1.35)

Erinnert uns das an etwas aus der Geometrie? Nun, vielleicht an den Satz von Pythagoras. Das
bedeutet aber, dass wir nun wissen, wohin der Zahlenstrahl ausgedehnt wird — in die Ebene
namlich. Zeigt der Zahlenstrahl, nun als reelle Achse bezeichnet, nach rechts, so legen wir fest,
dass die imagindre Achse nach oben zeigen soll. Eine jede komplexe Zahl wird also durch einen
Punkt in der komplezen Ebene (bekannt auch als Gaufische Zahlenebene) eindeutig beschrieben,
wobei die imagindre Einheit auf der imaginiren Achse eine Einheit iiber dem Ursprung zu
liegen kommt. konjugiert komplexe Zahlen erscheinen an der reellen Achse gespiegelt. Real-
und Imaginérteil sind schlieBlich die Projektion auf die reelle bzw. imagindre Achse.

1.3.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

Wie rechnet man nun mit komplexen Zahlen? Einen erfolgreichen Versuch haben wir bereits
gestartet, aber hier folgen nun auch die Regeln fiir z1, 20 € C, 21 = a1 + iby, 29 = as + 1bo,

21+ 29 = (a1 -+ Zbl) + (CLQ + Zbg) = (a1 + CLQ) + Z(bl + bg), (Addltlon)
21—z = (a1 +iby) — (aa +iby) = (a1 —ag) +i(by — ba). (Subtraktion) (1.36)

Leicht nachzurechnen sind (z; + 22)* = 2 + 25 und (21 — 22)* = 2] — 23, dagegen gelten die

< |21 + 22| < |z1| + |22|. Fiir die Multiplikation rechnen wir

Dreiecksungleichungen ’|zl| — | 22|

(a1 + ibl)(GQ + ZbQ) = aiasg + iblag + ’ialbz + i2b1b2 = aias + i(blaz + a1b2) - blbg. (137)
Fiir die Division erweitern wir den Bruch mit dem konjugiert Komplexen des Nenners,

a; + ibl B (a1 + ibl)(ag — Zbg) B ajag + iblag — ialbg + blbg

= . - = 1.38
as + by (ag +1iby)(ag — iby) a3 + b3 (1.38)
Also gilt
Z1R9 = (CLl + ibl)(ag + Zbg) = (a1a2 — blbg) + i(blCLz + albg) (Multiplikation),
ﬁ _ a; + Zbl _ (a1a2 + blbg) + i(b1a2 — albg) (DiViSiOD) (1 39)
V) as + Zbg CL% + b% ’ ' ’

Leicht zu iiberpriifen sind ferner (z129)* = 2725, (21/22)* = 2]/z5 in diesem Fall aber auch
|2122| = |21][z2] und [21/ 2] = |21/l
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1.3.3 Anwendungen fiir die komplexen Zahlen

Was hilft das Konzept der komplexen Zahlen, wenn ihm die Anwendungen fehlen! Als erstes
will ich auf ein mathematisches Problem kommen, das Ihnen allen bekannt sein diirfte, die
Losung der quadratischen Gleichung

22 +pr4q=0, p,q € R. (1.40)
Wie Sie sicher alle wissen, kommt man durch quadratische Erginzung auf die ,,p-q-Formel®,
2 +pr+qg = 0 &

p\? .pr p?
2y o2 _ L -0 N
<x+2> 5 4+p:v—|—q

2 2
(m+p> = Zj——q A

2
\/ (p-q-Formel) (1.41)

(Anmerkung: hitten wir beim Ziehen der Wurzel nur den positiven Zweig verwendet, so hétte
an dieser Stelle der Aquivalenzpfeil < durch den umgedrehten Doppelpfeil < ersetzt werden
miissen. Wissen Sie, warum das so ist?). Die Quadratische Gleichung besitzt also zwei Losungen.
Nun ist die Verwendung der Quadratwurzel problematisch, denn wird der Radikand negativ,
so ist die Wurzel im Bereich der reellen Zahlen nicht mehr definiert. An dieser Stelle treten
die komplexen Zahlen auf den Plan. Ist p? < 4q, so kénnen wir einen Faktor —1 aus dem
Radikanden herausziehen,

p? p’

—q=—<q—), (1.42)

4 4

wobei der Klammerausdruck nun positiv ist, und die Wurzeln einzeln ziehen. Wir erhalten
damit die folgende Fallunterscheidung;:

po_ L [P
Tty = G

xr =

1\3\%

1. Fiir p? > 4q ist der Radikand positiv, die Wurzel liefert einen Wert in IR, und es ergeben
sich zwei reelle Losungen

T2 4" 2T 4"
2. Fiir p? = 4q verschwindet der Radikand, die Wurzel liefert den Wert 0, und es ergibt sich
g

eine (entartete) Losung
p

T1 — T = —5
3. Fiir p? < 4q ist der Radikand negativ, die Wurzel liefert eine rein imaginire Zahl, und es
ergeben sich zwei komplexe Losungen

Y NN R _p_ P
79 2



Fiir p = 0 sind die Losungen entweder rein reell oder rein imaginér. Fiir ¢ = 0 kann dagegen
nur der erste Fall auftreten. Aber in diesem Fall kénnen die Losungen ohnehin durch Faktor-
zerlegung bestimmt werden, 22 + pr = z(x +p) =0 = 11, = —p, x5 = 0.

Nun will hier einmal vorweggreifen und eine Gleichung zeigen, die spéter in der Losung von
Differentialgleichungen auftreten wird,

w? + 2iyw — wi = 0. (1.43)

Die Kreisfrequenz w ist dabei die Variable, nach der aufgelést werden soll, wahrend der Déamp-
fungsfaktor v und die Eigenfrequenz wy reelle, nichtnegative Konstanten sind. Die p-q-Formel

liefert in diesem Fall
w=—iy+/(17)? +wi = —iy £ Jwi — 2 (1.44)

Sie sehen, dass auch in diesem Fall, in dem bereits die imagindre Einheit in der Gleichung
auftritt, Losungen bestimmt werden kénnen. Entsprechend ergibt sich wieder dieselbe Fallun-
terscheidung, abhéngig vom Dampfungsfaktor:

1. Fiir v < wy ergeben sich zwei komplexe Losungen (nur fiir v = 0 rein reell).
2. Fiir v = wy erhalten wir die rein imaginédre Losung —ivy (Grenzfall).
3. Fiir 7 > wy ergeben sich die rein imaginiren Losungen —i(7y & /72 — w3)

In der Physik werden wir sehen, dass der erste Fall auf eine gedampfte Schwingung, der letzte
aber auf eine reines Abklingen ohne Schwingung hinauslduft. All dies wird durch das Maf} der
Déampfung bestimmt, wie uns die Anschauung ja schon lehrt. In der nachfolgenden Abbildung
stelle ich als eine Art ,Film* die Bewegung der Losungen in der komplexen Ebene dar.

VAN

y=0 Yy =0.5 w, Y =W, y=15w,

Imw Imw Imw

Rew Rew Rew

Da wir an dieser Stelle bereits ein Stiick in die Physik eingedrungen sind, méchte ich eine
Bemerkung ankniipfen, die mir hier wichtig erscheint. In den Abbildungen habe ich bewusst
auf eine Skala verzichtet — zum einen, da die Abbildung damit allgemeingiiltig wird, aber
noch aus einem anderen Grund. Zu bemerken ist, dass die Kreisfrequenz keine reine Zahl ist,
sondern eine dimensionsbehaftete Grofle, sie tréigt die Dimension einer inversen Zeit, [s7'].
Stellen wir eine Gleichung auf, so haben wir darauf zu achten, dass jeder der Terme dieselbe
Dimension besitzt. Im vorliegenden Fall ist das erfiillt, denn auch ~ hat die Dimension [s™].
Eine Dimensionsanalyse ist somit eine gute Mdoglichkeit, die Richtigkeit einer Summe zu testen.
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Kapitel 2

Vektorrechnung,
Analytische (Geometrie und
Lineare Algebra

In den exakten Naturwissenschaften begegnen uns Groéflen, die durch Angabe eines reellen
Wertes eindeutig bestimmt sind. Beispiele dafiir sind Massen, Frequenzen, Konzentrationen und
die Temperatur. Solche Groflen nennt man Skalare. Fiir andere Groflen aber wie die Kraft oder
Geschwindigkeit ist zusétzlich zur Angabe des Wertes die Angabe einer Richtung erforderlich,
in der sie wirken oder erfolgen. Solche Gréflen nennt man Vektoren. Aber auch geometrische
Sachverhalte lassen sich durch Vektoren beschreiben.

2.1 Freie, linienfliichtige und gebundene Vektoren

Vektoren, wie wir sie gleich definieren wollen, sind zunéchst einmal freie Vektoren. Sie konnen
im Raum parallel verschoben und an verschiedenen Stellen angeheftet werden. Ein Beispiel
dafiir ist der Geschwindigkeitsvektor. Doch miissen wir hier gleich eine Einschrankung machen.
Kraftvektoren beispielsweise konnen nur entlang ihrer Wirkungslinie verschoben werden, sie
werden als linienfliichtige Vektoren bezeichnet. Schliefllich kénnen wir einen Punkt im Raum
durch die Angabe eines dreidimensionalen Ortsvektors beschreiben, der vom Ursprung ausge-
hend zu diesem Punkt fithrt. Damit er6ffnen sich viele Anwendungen in der Geometrie.

Was also ist ein Vektor genau?

e Eine Grofle d, die durch Ldnge |d| (Betrag) und Richtung bestimmt ist, heifit Vektor.
e Zwei Vektoren heiflen gleich, @ = l;, wenn sie in Betrag und Richtung iibereinstimmen.
e Ein Vektor @ mit dem Betrag |d| = 0 heifit Nullvektor 0, er besitzt keine Richtung.

e Ein Vektor €, (auch als é, geschrieben), der die Richtung von @ besitzt,
aber den Betrag |e,| = 1 hat, heifit der zu @ gehoérige Einheitsvektor.

e Zwei Vektoren heiflen orthogonal, wenn sie aufeinander senkrecht stehen,
und kollinear, wenn sie zu ein- und derselben Gerade parallel sind.

e Drei Vektoren heiflen komplanar, wenn sie zu ein- und derselben Ebene parallel sind. Kol-
lineare bzw. komplanare Vektoren werden auch als linear abhdngige Vektoren bezeichnet.
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2.1.1 Addition von Vektoren

Vektoren werden meist durch einen Buchstaben mit einem dariibergesetzten Pfeil dargestellt.
Dieser Konvention folge ich hier auch. Andere Schreibweisen sind die von fettgedruckten Buch-
staben (a, b, ...) oder (in sehr alten Lehrbiichern) in der Siitterlinschrift (a, 4, ...) oder in
Fraktur (a, b, ...) geschriebene Buchstaben. Nun kann mit Vektoren dhnlich ,gerechnet wer-
den wie mit reellen Zahlen — mit entscheidenen Unterschieden natiirlich. So ist es moglich, zwei
Vektoren zu addieren. Dazu gelten bereits bekannte Regeln:

e Die Summe @+ b zweier Vektoren @ und b ist eine gerichtete Diagonale
des von @ und b aufgespannten Parallelogramms. Es gelten

o G+b=>b+a (Kommutativgesetz)

o (@+D)+¢=a+ (b+ @) (Assoziativgesetz)

|a| — \5]‘ < |@+b| < |@) + |b| (Dreiecksungleichungen)

Zur letzten Regel kann man mit den komplexen Zahlen vergleichen, die im gewissen Sinne auch
als Ortsvektoren im zweidimensionalen Raum betrachtet werden kénnen.

2.1.2 Multiplikation mit einem Skalar und Subtraktion

Wir konnen einen Vektor mit einem Skalar multiplizieren und damit seine Lénge (nicht aber
seine Richtung) éndern. Neben der Definition gelten auch hier eine Reihe von Regeln:

e Das Produkt Ad@, A € R ist ein Vektor, der den |A|-fachen Betrag von @ hat.
Fiir A > 0 besitzt er dieselbe, fiir A < 0 die entgegengesetzte Richtung wie @,
und fiir A = 0 ist er der Nullvektor, 0@ = 0. Es gelten

e \d = a)\ (Kommutativgesetz)
o \pud) = p(Ad) = (Au)d, p € IR (Assoziativgesetz)
o |Aal = [Al]al.

Aus der letzten Regel folgt, dass wir jeden Vektor @ als Produkt aus seiner Lénge und dem zu-
gehorigen Einheitsvektor @, darstellen kénnen, @ = |d@|é€,. Zusammen mit der Addition ergeben
sich nun zwei Distributivgesetze

e (\+ u)d = Ad+ pd (Distributivgesetz I)
o M@+ b) = \@+ b (Distributivgesetz II)

Der zu a entgegengesetzte Vektor —a entsteht durch Multiplikation mit —1. Schlieflich l&sst
sich die Subtraktion von Vektoren auf die Addition und die Multiplikation mit einem Skalar
zuriickfiihren.

e Die Differenz @ — b ist gleich der Summe des Vektors a
und des zu b entgegengesetzten Vektors, @ — b=a+ (=b).

Legen wir die beiden zu subtrahierenden Vektoren mit den Enden aneinander, so ist der Dif-
ferenzvektor @ — b ein Vektor, der von der Spitze von b zur Spitze von a fithrt. Die Differenz
zweier Ortsvektoren ist iibrigens nicht ldnger ein Ortsvektor, sondern ein freier Vektor.
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2.1.3 Produkte zwischen Vektoren

Wie nun kénnen wir fiir Vektoren selbst eine Multiplikation definieren? Es gibt dafiir zwei
grundverschiedene Konstruktionen, das Skalarprodukt und das Vektorprodukt, auf die wir im
Folgenden eingehen werden. Beachten Sie, dass wir hier die (verschiedenen) Produktzeichen
nicht fortlassen, um diese Produkte von der Multiplikation mit Skalaren zu unterscheiden.

2.1.4 Das Skalarprodukt

Lassen Sie sich nicht verwirren: das Skalarprodukt (oder auch skalare oder innere Produkt) ist
nicht das Produkt mit einem Skalar, sondern ein Produkt zwischen Vektoren, welches einen
Skalar liefert (ebenso wie das Vektorprodukt einen Vektor produziert). Legen wir zwei Vektoren
@ und b mit ihren Enden aneinander, so schlielen sie einen Winkel ¢ ein. Dieser Winkel kommt
bei der Definition des Skalarproduktes (wie der des Vektorproduktes) ins Spiel.

e Das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren @ und b ist das Produkt aus den Léangen der
beiden Vektoren und dem Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels ¢,

@-b=|al|b| cos ¢. (2.1)
Das Ergebnis der skalaren Multiplikation ist ein Skalar.

Ein praktisches Beispiel aus der Physik ist die Wirkung einer Kraft auf einen Kérper. Bewegt
sich dieser Korper aufgrund der Krafteinwirkung entlang einer Wegstrecke A%, und ist der
Kraftvektor durch F' gegeben, so lautet die Arbeit, die auf den Korper verrichtet wird, F'- AZ.

Ubrigens ist der Anteil |b|cos ¢ in Gleichung (2.1) die vorzeichenbehaftete Projektion des
Vektors b auf den Vektor @. Ist @ ein Einheitsvektor, so ist das Skalarprodukt einfach diese
Projektion. Das wird noch wichtig werden, wenn wir Vektoren in einer Komponentendarstellung
schreiben. Wir kénnen nun erneut verschiedene Gesetze fiir das Skalarprodukt ableiten,

e -b="b-a (Kommutativgesetz)
e @-(b+7&) =a- b+a-c (Distributivgesetz)

e i b= 0, falls @ und b zueinander orthogonal sind

QL
[

o d-d=|d*.
Letzteres ist die Standardmethode, die Lénge eines Vektors zu bestimmen.

Umgekehrt konnen wir das Skalarprodukt verwenden, um den Winkel zu bestimmen, den
zwei Vektoren einschlieflen,

U
S

cos ¢ = (2.2)

|al[b]

Ist der Winkel ¢ gréfer als 90°, so wird der Cosinus negativ. Das ist auch anschaulich klar, da
die Projektion des Vektors b nicht in Richtung von @, sondern in Gegenrichtung erfolgt. Diesen
Fall schlieBt auch der im letzten Kapitel vorgefiihrte Cosinussatz ein. Wir lassen diese Liicke
hier zunéchst einmal bestehen, um sie spéter zu schlieBen, wenn wir die trigonometrischen
Funktionen wirklich als Funktionen betrachten.
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2.1.5 Das Vektorprodukt

Das Vektorprodukt (vektorielle oder dufSere Produkt) a x b zweier Vektoren @ und b ist selbst
wieder ein Vektor. Fiir diesen gelten die mit folgenden Eigenschaften:

e Der Betrag lautet . .
|d@ x b| = |d]||b] sin ¢, (2.3)

was geometrisch der Flacheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms ist.
o G xbist orthogonal zu @ und b.
® a, b und @ x b bilden ein Rechtssystem.

Letzteres bedeutet, dass wenn Daumen und Zeigefinger der rechten Hand in die Richtungen
von @ und b zeigen, der angewinkelte Mittelfinger in Richtung von a@ x b zeigt. Es gilt ferner

e @ xb=—bxa (Antimutativgesetz (1))

U

b+ ) = (@ xb)+ (@ x & (Distributivgesetz)

[ J
K
X
—~

-

e @ xb=0, falls @ und b kollinear sind, also insbesondere @ x @ = 0.

Ein Vektorprodukt ist nur fiir den dreidimensionalen Raum zu definieren. Denn spannen die
Vektoren @ und b eine Ebene auf, so gibt es nur in drei Dimensionen eine eindeutige Gerade,
die auf dieser Ebene senkrecht steht. Entlang dieser Gerade ist der Vektor a x b geméaf der
eben angegebenen Regeln definiert. Kann das Skalarproduktzeichen ,-“ noch in einigen Féllen
weggelassen werden, so ist das im Fall des Vektorproduktzeichens ,, x“ nicht mehr méglich.

Um auch hier ein physikalisches Beispiel zu nennen: Betrachten wir einen starren, um einen
Punkt drehbar gelagerten Korper und ist 7 der Ortsvektor von diesem Drehpunkt zur angrei-
fenden Kraft F , so bewirkt die Kraft ein Drehmoment 7 x F. Der Betrag des Drehmomentes
ist also das Produkt aus der Lange || des Hebelarms und der senkrecht auf dieser diesem He-
belarm stehenden Komponente |F|sin ¢ der Kraft. Das Drehmoment selbst steht senkrecht auf
der Kraft und definiert, zumindest fiir einen anfanglich in Ruhe befindlichen Korper, die Achse
der einsetzenden Drehbewegung.

2.1.6 Das Spatprodukt

Gibt es so etwas wie ein Assoziativgesetz fiir die Multiplikation von Vektoren? Fiir das Skalar-
produkt alleine ist dies nicht moglich, das das Produkt einen Skalar und keinen Vektor gibt.
Fiir das Vektorprodukt wiederum gilt die Assoziativitét nicht, wie wir noch sehen werden. Doch
nehmen wir beide Produkte zusammen, so erhalten wir einen Skalar, fiir den so etwas wie ein
Assoziativgesetz definiert ist, auch wenn es dort nicht so genannt wird.

e Das Spatprodukt [@,b,c dreier Vektoren ist das Produkt

-

[@,b,d) = (@xb)-¢ (2.4)

Das Spatprodukt ist ein Skalar. Bilden a, b und ¢ ein Rechtssystem, so liefert das Spat-
produkt das Volumen des von den Vektoren aufgespannten Spats (warum?). Es gilt

- — —

[l
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2.1.7 Entwicklungssitze

Mehrfache Kreuz- und Spatprodukte kann man in einfache Produkte entwickeln. Von den Ent-
wicklungssitzen wird der erste, auch als ,, BAC-CAB“-Regel bekannt, in den Ubungen bewiesen,

—

A x (
(Ax B)-(

—

) = B(A-C)—C(A-B) (GraBmannscher Entwicklungssatz) (2.5)
) = (A-C)(B-D)—(A-D)B-C) (Lagrangescher Entwicklungssatz)

S

B x
C x
Zum Beweis des Grassmannschen Entwicklungssatzes ist am Ende die Anpassung an ein Bei-

spiel notig. Um den Lagrangeschen Entwicklungssatz zu zeigen, verwendet man neben dem
Grassmannschen Entwicklungssatz die zyklische Vertauschbarkeit des Spatproduktes.

2.2 Komponentendarstellung von Vektoren

Kommen wir nach dieser ganzen Reihe von Definitionen und Regeln erst einmal zu Atem.
Vektoren stellen, so haben wir vielleicht spiiren kénnen, etwas sehr anschauliches dar — etwas,
was mit Geometrie zu tun hat. Vektoren helfen uns aber gerade da, wo ein gestelltes Problem
uniibersichtlich wird und die Anschauung versagt. Daher wird die Vektorrechnung auch als
yanalytische Geometrie® bezeichnet. Dazu miissen wir die Vektoren allerdings darstellen.

2.2.1 Basis, kontravariante und kovariante Komponenten

Wie lassen sich Vektoren darstellen? Nun, betrachten wir den im letzten Abschnitt behandel-
ten Spat, so ldsst sich jeder Eckpunkt des Spats durch eine Summe der Vektoren a, bund &
darstellen. Ebenso kann beispielsweise entlang der Kante, die durch den Vektor @ beschrieben
wird, jeder Punkt erreicht werden, indem der Vektor @ mit einem Skalar 0 < A < 1 multipliziert
wird. Auf eine gegeniiberliegende Kante gelangt man durch zusétzliche Addition eines oder der
beiden anderen Vektoren. Schliefilich kann auch ein beliebiger Punkt im Innern des Spats dar-
gestellt werden, indem wir einen Vektor & als Linearkombination aus den Vektoren a, b und &
konstruieren,

7= 2°d + 2°b + 2°C (2.6)
Doch was bindet uns an den Spat? Wihlen wir die Werte fiir die Skalare 2%, 2°, ¢ € IR nicht nur
zwischen 0 und 1, so gelangen wir hinaus in den gesamten dreidimensionalen Raum. Haben wir
also eine Basis aus drei nicht komplanaren Vektoren festgelegt, so konnen wir jeden beliebigen
Vektor im dreidimensionalen Raum gem#f Gleichung (2.6) darstellen. Die Skalare z?, z° und
2¢ (mit Index oben) werden dabei als kontravariante Komponenten® bezeichnet.

Wie aber kénnen wir die Komponenten bestimmen, wenn die Basis selbst und der Vektor
¥ gegeben sind? Was wir bestimmen konnen, sind die drei Skalarprodukte

Ty =14, x,=o-b und x.=17-¢, (2.7)

die als kovariante Komponenten bezeichnet werden. Sie sind normalerweise aber nicht gleich
den kontravarianten Komponenten, da die Skalarprodukte a - l;, @-Zund b - Cim allgemeinen
nicht verschwinden miissen. Sind diese Skalarprodukte bekannt, so konnen die kontravarianten
Komponenten aus den kovarianten Komponenten durch Losung eines linearen Gleichungssy-
stems bestimmt werden (vgl. spiter). Doch wir schlagen hier einen anderen Weg ein.

1Sie heiflen so, weil sie sich unter Drehungen genau andersherum transformieren als die Basis.
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2.2.2 Die Orthonormalbasis

(13

Die ganze Situation ,,entspannt“ sich, wenn wir die Basis so wahlen, dass die Skalarprodukte
zwischen den drei Einheitsvektoren paarweise verschwinden,

i-b=d-d=b-=0. (2.8)

Die Vektoren stehen dann orthogonal zueinander, wir sprechen von einer Orthogonalbasis. Noch
einfacher wird es, wenn die drei Vektoren Einheitsvektoren sind, also auch

i-i=b-b=¢c-c=1. (2.9)

Eine solche Basis wird Orthonormalbasis genannt. In diesem Fall stimmen die kovarianten mit
den kontravarianten Komponenten iiberein. Wir wollen das hier nachpriifen und stellen einen
Vektor x zunéchst einmal dar als

T = 2%, + 2, + z°¢... (2.10)
Bilden wir nun das Skalarprodukt mit €, auf beiden Seiten dieser Gleichung, so erhalten wir
T, =1T-€E = 2%, &, +1°¢, &, + 1x°€C. &, =z (2.11)
Entsprechendes gilt fiir x;, und z.. Wir erhalten also
T=(Z-€,)e,+ (T é)ép+ (T E.)eL. (2.12)

Die {iibliche Wahl fiir die Orthonormalbasis ist ein Vektorsystem entlang der drei Raumrich-
tungen, die durch die x- y- und z-Achse gekennzeichnet werden. Ein solches System heif}t
kartesisches Koordinatensystem, die Komponenten eines Ortsvektors in diesem System die kar-
tesischen Koordinaten des Punktes. Ist ein solches System erst einmal festgelegt, so konnen
wir uns darauf beschrinken, einfach die drei Komponenten in einer Aufzdhlung anzugeben. So
steht @ = (—2,3, —5) fiir

i =—26,+3¢,— 58 oder &= —2¢ + 3¢ — 5. (2.13)

2.2.3 Rechenregeln in Komponentendarstellung

Wir brauchen indes gar nicht in die Basisdarstellung zuriickzugehen, denn wir kénnen die bis-
herigen Regeln fiir die Vektorrechnung auf die Komponentendarstellung iibertragen. So sind
Addition und Subtraktion von Vektoren sowie Multiplikation mit einem Skalar komponenten-
weise gegeben,

a+b (a1, as,a3) + (b1, b2,b3) = (a1 + by, as + ba, as + b3),
5—5 = (a1,a2,a3)—(bl,b2,b3) = (a1—bl,a2—52,a3—b3),
Ad = /\(Gl,ag,CLg) = ()\al,)\ag,)\CLg). (2].4)

Wie sieht es nun fiir das Skalarprodukt aus? Schreiben wir die Vektoren @ und b in der Basis
aus, so erhalten wir insgesamt neun Skalarprodukte von Einheitsvektoren, von denen sechs zu
Null werden, wihrend die restlichen drei den Wert Eins liefern. Insgesamt ergibt sich

a- g: ((ll, as, ag) . (bl, bg, bg) = a1b1 -+ agbg -+ agbg. (215)
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Die schwierigste Rechnung ergibt sich fiir das Vektorprodukt. Von den erneut neun Termen
verschwinden diesmal die drei aus gleichen Einheitsvektoren. Fiir die anderen verwenden wir
das Antimutativgesetz, bilden anschliefend das Skalarprodukt mit der Basis und benutzen das
,Assoziativgesetz“ fiir das Spatprodukt und die Rechtshéndigkeit des Systems, um

— — — — — — — — — — — — —

9 X eg = —e3z X €3 = €7, 3 X €1 = —e1 X ez =€y und €1x€2:—62x 1 = €3 (216)
zu erhalten, und damit (dies und das Vorangegangene wird in einer der Ubungen nachgepriift)

a X g: (CLl, a9, CL3) X (bl, bg, bg) = (a2b3 — bQCLg, a3b1 — bgal, a1b2 — bl(lg). (217)

2.2.4 Indizes, Summen, Kroneckerdelta und Epsilonsymbol

An dieser Stelle mochte ich Sie mit einigen Vereinbarungen bekanntmachen, die in der Physik
beim Rechnen mit Komponenten getroffen werden. Vielleicht haben Sie sich gefragt, warum
wir statt des sonst iiblichen Koordinatensystems (z,y, z) auf ein System (x1,zs,x3) tiberge-
gangen sind. Nun, der Grund ist einfach der, dass sich ein solches System einfacher auf andere
Dimensionen iibertragen lésst. In der Relativitétstheorie werden wir beispielsweise Raum und
Zeit vereinigen und sogenannte Vierervektoren einfithren. Bei diesen ist aber der Dreiervektor
einfach um eine Nullkomponente ergénzt, die Zeitkomponente.

Komponenten kénnen also durch sogenannte Indizes ,,durchnumeriert® werden. Natiirlich
ist eine Nurchnumerierung auch mit a, b, ¢, ... oder z,y, z, ... moglich, doch muss man sich (im
Gegensatz zu natiirlichen Zahlen) fragen lassen, was sich hinter den Punkten am Ende verbirgt.
Mit natiirlichen Zahlen als Indizes konnen wir die Summen der Produkte aus Komponenten
und Einheitsvektoren einheitlicher schreiben als

i=> a, b=> be. (2.18)

Dabei kann das Symbol des Index beliebig ausgetauscht werden (Konvention ist aber meist
ein Symbol aus i, j, k, .. .). Dieser Wechsel ist beispielsweise nétig, wenn wir das Skalarprodukt
ausrechnen, indem wir diese beiden Summen nun miteinander skalar multiplizieren,

@b= (L adi) (b)) = 3D aibi(@ - &), (219)

Die Vereinigung zweier Summen im Produkt fiithrt zu einer Vereinigung der Faktoren der ein-
zelnen Summanden. Diese Doppelsumme stellt die vorhin erwdhnten neun Terme dar, indem
unabhéngig iiber ¢ und j summiert wird (so die Sprachformel dafiir). Die Komponenten a;
und b; konnten in jedem Term zueinandergezogen werden, da sie Skalare sind. Ubrig blieb
das Skalarprodukt der Einheitsvektoren. Nun wissen wir fiir die Orthonormalbasis, dass das
Skalarprodukt dann verschwindet, wenn die Einheitsvektoren verschieden sind, wiahrend es im
anderen Fall den Wert 1 liefert. Wir schreiben dafiir

1 firi=jy

Das Symbol ¢;; ist das Kroneckerdelta, das IThnen immer wieder in den Rechnungen mit Vekto-
ren, Matrizen und anderen Objekten der Analytischen Geometrie begegnen wird. Mit ihm lésst
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sich recht einfach eine der Summen entfernen (den Index j kontrahieren), ist doch

3
Zéijbj == (Silbl —+ (SinQ —+ 5i3b3 - bz fur Z = 1, 2, 3 (221)

j=1
So erhalten wir das zuvor schon angegebene Ergebnis

3 3 3
a-b= Z Z aibjéij = Z aibi = a161 + a2b2 + a3b3. (222)
i i=1

i=1j=1

Und noch eine Konvention konnen wir einfithren, die Einsteinsche Summenkonvention. Denn
wir haben festgestellt, dass Indizes, {iber die summiert wird, doppelt vorkommen, wie der
Index j in Gleichung (2.21) und beide Indizes ¢ und j in (2.19) und (2.22). Wir vereinbaren
also: Kommt in einem Produkt ein Index doppelt vor, so wird iiber diesen Index summiert, ein
Summenzeichen ist unter dieser Vereinbarung also nicht mehr erforderlich (Man muss natiirlich
vorher die allgemeine Vereinbarung treffen, iiber welche Werte summiert wird, beispielsweise
iiber die Werte 4, j = 1,2, 3). Damit sind dquivalent

3
bi = Zéwbj und bz = 5ijbj7
j=1
— 3 3 —

Nachdem wir das Skalarprodukt erfolgreich berechnet haben, wollen wir nun sehen, was fiir
Vereinfachungen uns diese Konvention im Falle des Vektorprodukts liefert. Dazu berechnen wir

@x b= a& x b;&; = ab;(é x &). (2.24)

Beachten Sie, dass in diesem Fall das Produkt der beiden Einheitsvektoren nicht vertauscht.
Stattdessen gilt
€ X €j = —€j X € = €. (2.25)

€ ist das Epsilonsymbol, es beschreibt das vorzeichenbehaftete Volumen des von €, €; und €,
aufgespannten Spates (in diesem Fall handelt es sich um einen Wiirfel), denn

(€ X €;) € = e€yn(€r-€) = €jubu = €51 = €jx = (€ X ) - € = [€, €}, €] (2.26)
(Nur als Tipp: Schauen Sie sich diese Gleichungsfolge bis hin zum Indexaustausch noch einmal
genauestens an, damit Sie sich an die Summenkonvention gewohnen). €;;;, ist also dann gleich
+1, wenn (ijk) eine zyklische Zahlenfolge ((123) oder ihre zyklischen Vertauschungen (231) und
(312)) ist, da in diesem Fall die Einheitsvektoren ein Rechtssystem bilden. Fiir eine antizyklische
Zahlenfolge ((321) oder ihre zyklischen Vertauschungen (213) und (132)) erhalten wir dagegen
den Wert —1. In allen iibrigen Fiéllen, wenn also zwei der Indizes gleich sind, ergibt sich der
Wert 0. Noch einmal zusammengefasst zum ,, Behalten*:

+1  fir (igk) € {(123), (231),(312)}
€ijk —1 fir (igk) € {(321),(213), (132)}
0 in allen anderen Fallen

€ijk = €jki = €kij — —€kji — —€jik — —E€ikyj- (2-27)
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Fiir das Vektorprodukt erhalten wir also schliellich
a x g: alby(é; X é}) = al-bjeijké’k. (228)

Uber alle drei Indizes wird summiert, und Sie kénnen einmal nachrechnen, dass sich die Kompo-
nenten a;b;e;;, des neuen Vektors fiir k = 1, 2, 3 gerade so ergeben, wie wir sie in Gleichung (2.17)
angegeben haben. Damit mochte ich hier mit den Rechenregeln fiir Vektoren abschlieffen und
erneut zu Anwendungen in der Geometrie kommen.

2.3 Analytische Geometrie des Raumes

Wie kénnen wir geometrische Objekte analytisch beschreiben? Nun, wir haben jetzt die Hilfs-
mittel der Vektorrechnung zur Hand, um dies zu tun. So wird eine Gerade durch zwei verschie-
dene Punkte X; und X, im Raum eindeutig festgelegt, eine Ebene durch drei Punkte X7, X5
und X3. Wir wollen uns hier zunichst den Geraden zuwenden.

2.3.1 Parameterdarstellung der Geraden im Raum

Die Parameterdarstellung einer Geraden g im Raum durch zwei Punkte X; und X, lautet
g: T = Z_"l + )\(fg - fl), fl # fg, A€ IR, (229)

wobel #; und #, die zu den Punkten X; und X5 fithrenden Ortsvektoren. Die Differenz 7y — &,
ist ein freier Vektor und wird als Richtung bezeichnet. Durchléduft der Parameter A die reellen
Zahlen?, so durchlduft der Ortsvektor Z alle Punkte X der Geraden. Umgekehrt gehort zu
jedem Punkt X der Geraden, der durch einen Ortsvektor ¥ beschrieben wird, eindeutig ein
Wert A € IR. Zum Punkt X; gehort dabei der Wert A = 0, zum Punkt X5 der Wert A = 1.

Wollen wir feststellen, ob ein Punkt X auf einer gegebenen Geraden liegt, so haben wir
gleich drei Gleichungen zu lsen. Denn aus & = #; + A\(¥s — ) ergeben sich drei Gleichungen
fiir die drei Komponenten. Wir wollen das an einem Beispiel vorfithren. Gegen seien zwei Punkte
X; und X5 mit Ortsvektoren 77 = (1,0,1) und @5 = (0, 2,2). Die Gerade durch diese Punkte
hat die Parameterdarstellung

gt ¥=(1,0,1) +A((0,2,2) = (1,0,1)) = (1,0, 1) + A(—=1,2,1) = (1 = A, 2\, 1+ X). (2.30)

Wollen wir nachpriifen, ob der Punkt A mit Ortsvektor @ = (—1, 4, 3) auf dieser Geraden liegt,
so miissen wir die drei Gleichungen

—1=1-), 4=2\ und 3=1+2A\ (2.31)

16sen. Der einzige Parameter, den wir bestimmen konnen, ist der Parameter A. Aus der zweiten
Gleichung folgt sofort A = 2, und dies 16st iiberraschenderweise auch die beiden anderen Glei-
chungen. Der Punkt A liegt also tatséchlich auf der Geraden. Vielleicht haben Sie auch ohne
mein Wort ,iiberraschenderweise“ gemerkt, wie unwahrscheinlich es war, dass alle drei Glei-
chungen erfiillt wurden. Ebenso unwahrscheinlich ist es, dass ein Punkt im dreidimensionalen
Raum eine Gerade trifft (in der vierdimensionalen Raum-Zeit ist es dann nahezu unmdoglich,

2Strenggenommen miissen wir dabei die Werte +oo fiir A\ ausnehmen.
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nicht wahr?). An einem zweiten Beispiel wollen wir sehen, wie es normalerweise ablauft. Ver-
suchen wir es fiir einen zweiten Punkt B mit Ortsvektor b = (2,—2,1). In diesem Fall hat das
System

2=1—-), —2 =2\ und I1=1+A\ (2.32)

offensichtlich keine Losung.

Nicht ganz so unwahrscheinlich ist der Fall, dass sich zwei Geraden im Raum schneiden.
Betrachten wir zwei Geraden

g1 = (]-a ]-70) + )‘(1737 _2) und g2 : T = (17 2a 2) + H’(_la _274)7 (233)

so ist der Schnittpunkt derjenige Punkt, derauf beiden Geraden liegt. Wir erhalten ihn, indem
wir die beiden rechten Seiten der Geradengleichungen gleichsetzen und nach A und p auflésen.
Im vorliegenden Fall ergibt sich ein Gleichungssystem erneut aus drei Gleichungen,

1+X = 1—pu,
143\ = 224,
—2N = 2+4u (2.34)

Hier mit zwei Parametern ist es schon etwas schwieriger, aufzulésen. Spéter werden wir syste-
matischere Methoden kennenlernen, hier 16sen wir zunéchst die letzte Gleichung nach A auf
und erhalten A = —1 — 2u. Dies konnen wir in die erste Gleichung einsetzen und erhalten
1+ (—=1—-2u) = —2p = 1 — p oder dquivalent umgeformt —u = 1. Der zweite Parameter besitzt
also schon einmal den Wert = —1, der erste demnach A = —1 — 2y = —1+ 2 = 1. Mit etwas
zittrigen Fingern setzen wir nun in die zweite Gleichung ein und erhalten 1+ 3\ =4 =2 — 2p.
Aufatmen, es hat also geklappt! Erneut: wihrend sich zwei Geraden in der Ebene, sind sie
nicht gerade parallel, mit Gewissheit schneiden, ist das fiir zwei Geraden im Raum nicht so
ganz sicher. Auch hier konnte ich noch ein Gegenbeispiel angeben, tue es aber nicht.

2.3.2 Parameterdarstellung der Ebene im Raum

Stattdessen befassen wir uns mit der Ebene, die durch die drei verschiedenen Punkte X7, X5 und
X3 aufgespannt wird. Um es mal etwas zu variieren, verwende ich den Punkt X3 als Aufpunkt.
Eine mogliche Parameterdarstellung der Ebene E' im Raum durch die Punkte X7, X; und X3
mit Ortsvektoren 71, 7o und '3 ist also gegeben durch

E: =25+ )\1(f1 — fg) + )\g(ii"g — fg), )\1, A € R. (235)

Dabei diirfen die Punkte X7, X5 und X3 nicht auf einer Geraden liegen. Denn ist beispielsweise

—

T = 3—|—)\( 3) (236)
fiir ein A € IR, so ergibt sich fiir die Parameterdarstellung der Ebene
T o= T+ (T4 AT — ) + AT — Ts) =
= 53 + ()\1/\ + )\2)(f T ) — fg + /\/(ZEQ - 53) (237)

Dies ist erneut dieselbe Geradengleichung mit verandertem Parameter N = A\ + \y. Geome-
trisch bedeutet die Situation, dass die Ebene keine stabile Auflage mehr besitzt, sie ,,dreht sich*
um diese Gerade und ist letzten Endes diese Gerade selbst.
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Erneut konnen wir die Ebene mit verschiedenen Objekten schneiden. Zunéchst einmal mit
einem Punkt. Erneut ergeben sich drei Gleichungen mit zwei unbestimmten Parametern A\; und
A2. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt auf einer vorgegebenen Ebene liegt, ist also in etwa
so gering wie die, dass sich zwei Geraden im Raum schneiden. Betrachten wir gleich das néchste
Beispiel und schneiden wir eine Ebene mit einer Geraden. Als Beispiel wéhlen wir die Ebene
E und die Gerade g mit den Parameterdarstellungen

E: @=(1,-24)+M(0,1,-1)+ A(1,-1,2)  g: F=(1,0,1)+A(=1,-2,1). (2.38)
Als Gleichungssystem erhalten wir

1—)\ == 1+)\2,
—2) = =24 X — Ay,
T+A = 4—X +2)\, (2.39)

Also drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Machen wir uns also an die Arbeit und losen
zunéchst die erste Gleichung, um A\ = —\y zu erhalten. Dies setzen wir in die zweite ein und
erhalten 2\y = —2 + \; — Ay und folglich \; = 2 4 3\s. Die letzte Gleichung schliefSlich liefert
1 =X =4—2—3X\+2)\y =2 — \y. Doch aufgepasst, diese Gleichung besitzt keine Losung,
der Anteil —\, kiirzt sich auf beiden Seiten heraus, und es ergibt sich die falsche Gleichung
1 = 2. Was ist passiert? Die geometrische Anschauung sagt uns, dass sich kein Schnittpunkt
ergibt, wenn die Gerade parallel zur Ebene verliuft. In der Tat erhdlt man (—1,—2,1) =
—3(0,1,—1) — (1, -1, 2), der Richtungsvektor der Geraden liegt also parallel zur Ebene.

Nun verdandern wir die Gerade ein wenig, insbesondere die dritte Kompoente, um weitere
Félle zu erkennen. Wihlen wir beispielsweise statt des Ortsvektors (1,0,1) des Aufpunkts den
Vektor (1,0,2), so lautet die letzte Gleichung 2 = 2. Es handelt sich hier nun um eine wahre
Aussage, aber iiber die Parameter A\, A\; und A\, kénnen wir sonst weiter nichts herausfinden,
als dass

A=—=X und A\ =243\ (2.40)

gilt. Dies ist ein Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit drei Unbekannten. Es liefert keine
Eindeutige Losung, wir konnen uns lediglich dafiir entscheiden, welche der drei Unbekannten
wir ersetzen wollen. Entscheiden wir uns dafiir, Ay und Ay durch A zu ersetzen, so erhalten wir
A1 =2 —3X und \y = — )\, also fiir die Ebenengleichung

7 = (1,-2,4)+(2-=3X)(0,1,—-1) — \(1,-1,2) =
= (1,-2,4)+2(0,1,—1) + /\( —3(0,1,-1) — (1, -1, 2)) =
= (1,0,2) + A(—1,—-2,1). (2.41)
Wie erwartet, ergibt sich hier die verdnderte Geradengleichung. Eine zweite Verdnderung neh-

men wir an der urspriinglichen Geradengleichung vor, um einen weiteren Fall zu sehen. Erset-
zen wir ndmlich den Richtungsvektor (—1,—2,1) durch (—1,—2,2), so kommt es zum Schnitt

in einem Punkt. Die letzte Gleichung lautet dann 1 — 2Xy = 2 — Xy, also Ay = —1, damit
A =2—-3=—1und A = 1. Wir koénnen nun entweder in die Ebenengleichung einsetzen,
Z=(1,-2,4)—(0,1,—1) — (1,—-1,2) = (0, -2, 3), (2.42)

oder in die (verinderte) Geradengleichung,

7=(1,0,1)+ (—1,-2,2) = (0,—2,3), (2.43)
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um dem Ortsvektor dieses Schnittpunktes zu bestimmen. Wie wir sehen, ist dies ein langer
Weg von den Geraden- und Ebenengleichungen der Objekte, die wir zum Schnitt bringen, iiber
die Parameter, welche diese Objekte beschreiben, bis hin zum Schnittpunkt selbst. Wir kénnen
hier ein wenig abkiirzen, und wie das geht, werde ich Thnen im folgenden Abschnitt zeigen.

2.3.3 Normalendarstellung der Ebene im Raum

Eine Ebene kann auch anders charakterisiert werden, namlich durch den Aufpunkt und einen
auf Ebene senkrecht stehenden Normalvektor ni. Haben wir die Parameterdarstellung

F = Ty + Mt + Aoty (2.44)

der Ebene vorliegen, so konnen wir diesen Normalenvektor recht schnell berechnen. Erinnern
Sie sich dazu an die Eigenschaft des Vektorproduktes, auf den beiden Vektoren senkrecht zu
stehen, aus denen es gebildet wurde. Der Normalenvektor ist also das Vektorprodukt der beiden
Richtungsvektoren der Ebene, 17 = ¢ X 05, und auf diesen beiden Vektoren steht er senkrecht,

- _)1 =1- V9 0 fir 1 = 171 X ’172. (245)

Bilden wir nun das Skalarprodukt der Gleichung (2.44) mit 7, so ergibt sich

—

M-Z="1- 3o+ M-V + Aol - Uy =7 - T. (2.46)

Wihrend 7 - # das Skalarprodukt mit einem unbekannten Vektor ist und folglich die drei Vek-
torkomponenten x1, x5 und x3 als Unbekannte einfiihrt, ist die rechte Seite einfach eine feste
Zahl. Rechnen wir als Beispiel die im letzten Abschnitt verwendete Ebenengleichung in die
Normalenform um. Dazu bestimmen wir zunéchst den Normalenvektor aus 7 = (0,1, —1) und
Vo = (]., —1, 2),

i=(0,1,-1)x (1,-1,2) = (1, -1, —1), (2.47)
priifen 77 - ¥; = 0 und 7 - 5 = 0 nach, berechnen das Skalarprodukt
n-Zo=(1,—-1,—1)-(1,-2,4) = —1 (2.48)

und bestimmen schliellich die Normalenform,
n-r=(1,—-1,—1)(x1,29,23) =21 — 29y — 13 = —1 =171 - Z. (2.49)

Wollen wir nun untersuchen, ob ein Punkt in dieser Ebene liegt, so brauchen wir dessen Orts-
vektorkomponenten nur einfach in diese Gleichung einzusetzen. Der Punkt mit dem Ortsvektor
(2,—2,5) liegt in der Ebene, denn 242 —5 = —1. Und um den Schnitt mit der zuletzt betrach-
teten Geraden,

gd: Z=(1,0,1)+\-1,-2,2) (2.50)
zu bestimmen, setzen wir die Komponenten 7 = 1 — A, 29 = —2X und z3 = 1 + 2\ in die
Normalenform der Ebene ein und erhalten

1l—A— (=20 —(1+2\) =-A=-1 = &=(0,-2,3). (2.51)

Wir fassen zusammen: Ist 7y ein beliebiger Punkt der Ebene E im dreidimensionalen Raum
und 77 ein auf dieser Ebene senkrecht stehender Normalenvektor, so lautet die Normalenform
(oder Skalarform) der Ebenengleichung im Raum

il - (& — ) = 0. (2.52)
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Die Zahl d = 7i - Zo/|7i| stellt die Projektion des Punktes auf die zur Ebene senkrecht stehende
Gerade und damit den vorzeichenbehafteten Abstand der Geraden zum Ursprung dar. Das
Vorzeichen von d ist positiv, wenn der Normalenvektor vom Ursprung weg zeigt, ansonsten
negativ. Ist d = 0, so liegt der Ursprung in der Ebene.

2.3.4 Algebraische Gleichungen

Die Normalendarstellung der Ebene, wie wir sie eben kennengelernt haben, ist ein Beispiel fiir
eine algebraische Gleichung. Sie stellt eine impliziten Abhéngigkeit zwischen den Unbekannten
x1, 9 und z3 dar. Der Gegensatz dazu sind die expliziten Gleichungen, in denen eine Unbekannte
durch die iibrigen dargestellt wird. Auch wenn es fiir algebraische Gleichungen mehr Miihe
erfordert, die Abhéngigkeit der Unbekannten voneinander zu bestimmen, besitzen sie einen
hoheren Giiltigkeitsbereich. Denn stellen wir im Falle der Ebenengleichung

N1, + Nale + N3x3 = ¢ (2.53)

beispielsweise x3 durch die anderen beiden Unbekannten dar, so kénnen wir dies durchaus tun,
aber nur unter der Voraussetzung, dass die Komponente ng nicht verschwindet,

1

x3 = —(C— nyxy — Naxa). (2.54)

ng
ns = 0 bedeutet aber, dass der Normalenvektor senkrecht zur x3-Achse steht und die Ebene
damit parallel zur x3-Achse ist. Es ist klar, dass x3 dann beliebige Werte annehmen kann,
wihrend nur die Abhéngigkeit zwischen z; und z, festgelegt ist. Aber eben dieses wird auch
durch die algebraische Gleichung beschrieben, denn fiir ng = 0 kann 3 beliebig sein, der letzte
Summand fallt dennoch einfach weg, und wir erhalten die Gleichung niz1 + noxs = c.

Auf eine Besonderheit miissen wir bei algebraischen Gleichungen achten, die bei der Ver-
schiebung um einen festen Vektor @ auftritt. Verschieben wir eine Ebene, so konnen wir das
dadurch ausdriicken, dass wir zum Aufpunkt den Vektor @ addieren. Es ergibt sich dann

i (= (@+a) = ((F—a)—&) =0 (2.55)

Dies bedeutet aber, dass in der algebraischen Gleichung (2.53) die Komponente z; (i = 1,2, 3)
durch z; — a; ersetzt wird, nicht durch x; 4+ a;, wie wir es erwarten wiirden. Wir haben hier ein
erstes Beispiel fiir eine kontravariante Transformation vorliegen.

Als ein weiteres Beispiel fiir eine algebraische Gleichung betrachten wir die Kugelschale um
einen Mittelpunkt M, der durch den Ortsvektor m gegeben ist. Die Punkte auf der Kugelschale
haben von M den festen Abstand 7, sie werden also durch |Z—ni| = r beschrieben. Nun ist eine
Betragsgleichung in der Mathematik sehr unbequem. Daher quadrieren wir diese Gleichung und
erhalten

(1 —my)? + (w2 — ma)? + (w3 — m3)* =r°. (2.56)

Da z3 + 23 + 23 = r? die Gleichung einer Kugel um den Ursprung ist, ist noch einmal zu
erkennen, dass die Komponenten kontravariant transformieren, denn eine Kugel um den Punkt
M (my, mg, m3) erhalten wir ja gerade durch Verschiebung um den Vektor 7i. Auch diese al-
gebraische Gleichung konnten wir unter Zuhilfenahme der Wurzel nach einer der Unbekannten
auflosen,

r3 =m3 =+ \/r2 — (1 —mq)? — (2 — mg)?. (2.57)
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Doch wie Sie sehen, teilt sich die explizite Losung auf in zwei Zweige (Halbkugelschalen), und
diese treffen genau an den Stellen zusammen, an denen die Fldache parallel zur z3-Achse verlduft.

2.3.5 Dimensionen, Schnitt und Losungen

Noch viele Beispiele fiir algebraische Gleichungen wéren zu nennen, beispielsweise Ellipsoide
und Hyperboloide, welche durch algebraische Gleichungen der Form

2 2 2 2 2 2
T T T T T €
%+%+%:1’ 7;4_%——;:1, (2.58)
ay as  ag ay as  ag

beschrieben werden. Thnen allen ist gemeinsam, dass sie Fldchen im dreidimensionalen Raum
darstellen, also geometrische Objekte, deren Dimension um eine Stufe tiefer liegt als die Di-
mension des Raumes, in dem sie sich befinden. Wird die Dimension des Raumes durch die
Anzahl der Unbekannten z; bestimmt, die als Komponenten eines Ortsvektors interpretiert
werden konnen, so ist es das Vorhandensein einer einzigen Gleichung, welche die Dimension des
Objektes um Eins erniedrigt. Was aber geschieht beim Vorhandensein mehrerer Gleichungen?

Betrachten wir beispielsweise zwei Objekte, so bedeutet das gleichzeitige Erfiilltsein beider
algebraischen Gleichungen, dass die entsprechenden Punkte auf beiden Ebenen liegen miissen,
sich also im Schnittbereich befinden. Die Anschauung lehrt uns, dass der Schnitt zwischen zwei
Flachen, kommt er denn zustande, eine Kurve ergibt, so der Schnitt zwischen zwei Kugelschalen
beispielsweise einen Kreis. Doch gehen wir zum einfacheren Beispiel zuriick, den Ebenen.

Der Schnitt zwischen zwei Ebenen liefert eine Gerade, also ebenfalls eine ,, Kurve®“. Der
Schnitt dieser Gerade schliellich mit einer weiteren Ebene, die nicht gerade parallel zu ihr steht,
liefert einen Punkt. Wollen wir schliefSlich den Punkt mit einer weiteren Ebene schneiden, so
miissen wir schon Gliick haben, dass der Punkt zuféllig in dieser Ebene liegt. Ansonsten ergibt
sich keine Losung. Was aber lernen wir daraus?

Haben wir ein System von drei Ebenengleichungen vorliegen,

N11T1 + N1a%y + N13T3 = €1
N21T1 + NoaXa + NazTy = C
N31T1 + N3aT2 + N33T3 = C3 (2.59)

so liefert dieses Gleichungssystem im allgemeinen eine eindeutige Losung fiir den Ortsvektor
T = (x1, T2, x3). Nehmen wir eine der Gleichungen fort, so ist die Losung nicht mehr eindeutig,
und fiigen wir eine weitere Gleichung hinzu, so ist dieses System normalerweise nicht mehr
losbar. Nur fiir ein Gleichungssystem, bei dem die Anzahl der Gleichungen der Anzahl der
Unbekannten entspricht, verheifit eine eindeutige Losung.

2.3.6 Lineare Gleichungssysteme

Wir haben uns nun fast schon wieder von der Geometrie verabschiedet, sie diente uns im
Vorangegangenen lediglich als Anschauung. Uns geht es im Folgenden um die Lésung von
Gleichungssystemen, insbesondere linearen Gleichungssystemen, wie sie durch ein System aus
Ebenengleichungen gegeben sind. Damit treten wir ein in das Gebiet der Linearen Algebra.
Doch damit wir den Uberblick behalten, erniedrigen wir die Raumdimension um eine Einheit
und betrachten lineare Gleichungssysteme aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten.
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2.4 Lineare Algebra

Die Lineare Algebra liefert systematische Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme. Ha-
ben wir bei der Bestimmung von Schnittpunkten zwischen Punkten, Geraden und Ebenen
beklagt, dass wir viel Miithe aufwenden mussten, bis wir durch Umformen und Einsetzen der
einen in die andere Gleichung zur Losung gelangten, so konnen wir uns hier an verschiedenen
Standardverfahren orientieren. Wie zuvor erwihnt, treten dabei die folgenden Fille auf:

e Es existiert keine Losung (das System enthélt Widerspriiche)
e Es existieren unendlich viele Losungen

e Es existiert eine eindeutig bestimmte Losung (Hauptfall)

2.4.1 Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
Ein System aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten hat die allgemeine Gestalt
I: a1171 + aprs =
II: a1 + agrs = ¢ (2.60)

(die rémischen Ziffern dienen im Folgenden der Orientierung). Zur Losung dieses Gleichungs-
systems (wie auch hoherdimensionaler Systeme) gibt es drei elementare Losungsverfahren:

1. Das Gleichsetzungsverfahren: Man 16st beide Gleichungen nach der gleichen Unbekann-
ten (z.B. z3) auf, setzt beide Seiten gleich und erhélt dabei eine Gleichung mit einer
Unbekannten (hier zy).

2. Das Finsetzungsverfahren: Man 16st eine der Gleichungen nach einer der Unbekannten
(z.B. x3) auf und setzt das Ergebnis in die andere Gleichung ein. So erhélt man erneut
eine Gleichung mit einer Unbekannten (x;).

3. Das Additionsverfahren: Man addiert ein bestimmtes (evtl. auch negatives) Vielfaches
einer der Gleichungen (z.B. der Gleichung II) derart zu der anderen Gleichung, dass
eine der Unbekannten nicht mehr auftritt. Mit diesem Ergebnis ermittelt man die andere
Unbekannte. Dies kann man fiir beide Unbekannte tun.

Wahrend Gleichsetzungs- und Einsetzungsverfahren miteinander verwandt sind und von uns
bereits unbewusst angewandt wurden, stellt das Additionsverfahren fiir uns ein Novum dar.
Fiir alle drei Verfahren wird es in den Ubungen Beispiele geben. Hier jedoch wollen wir aus
dem Additionsverfahren heraus einen Algorithmus entwickeln, den Gaufischen Algorithmus, der
uns das systematische Losen erlaubt.

2.4.2 Der Gauflsche Algorithmus

Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass sich ein System mit Dreiecksstruktur,
a1y +aiz = €
A929T9 — Co (261)

sehr einfach losen ldsst, indem zunéchst nach z, aufgelost und dann in die erste Gleichung
eingesetzt wird. Doch betrachten wir zunéchst die Fille, die auftreten kénnen.
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e Ist ags = 0 und ¢y # 0, so liefert die zweite Gleichung eine falsche Aussage, das System
besitzt dann keine Losung.

e Ist ass = 0 und ¢y = 0, so liefert die zweite Gleichung eine wahre Aussage und fallt fort,
zu losen ist dann die erste Gleichung, die aber keine eindeutige Losung liefert, sondern
stattdessen eine Kurve, also unendlich viele Lésungen.

o Ist asy # 0, so erhélt man

Ca
To — —.
a2
e Ist auBerdem aq; # 0, so erhélt man
& Q12 & Q12 C2
= ——"—"T2=——— — —.
aii a11 a11 11 Q22

Wir sehen also, dass nur dann eine eindeutige Losung existiert, wenn das System eine ,,echte®
Dreieckgestalt besitzt, also keines der diagonalen Elemente a1, ags verschwindet.

Aufgabe ist es nun, einem beliebigen System, von dem angenommen wird, dass es keine
Diagonalform besitzt (d.h. as; # 0 ist), in eine solche Diagonalform zu bringen. Fiir

I: 1171 + aieTs =
II: A91X1 + A29T2 = Co (262)

Subtrahieren wir nun das as;-fache der Gleichung I vom aq;-fachen der Gleichung IT und lassen
Gleichung I stehen, ersetzen aber Gleichung II durch die Differenz, so folgt

I: 1171 + a12T2 = C
7. .
II’: <a11a22 — a12a21)x2 = 711C2 — Q21C1 (263)

Wie erwiinscht, tritt der Koeffizient zu x; in Gleichung IT’ nicht mehr auf. Ist nun der Koeffizient
zu x9 in Gleichung II’ ungleich Null, so wissen wir bereits, dass das System eine eindeutige
Losung besitzt. Die Forderung ist also

D= a11Q922 — Q124921 7£ 0. (264)

Damit konnten wir es bewenden lassen und das System weiter nach dem oben vorgefiihrten
Einsetzungsverfahren 16sen. Doch wollen wir hier mit dem Additionsverfahren fortfahren. Sub-
trahieren wir ndmlich die mit a;» multiplizierte Gleichung II” von der mit D multiplizierten
Gleichung I, so fillt in der Differenz der Koeffizient von x5 heraus (wenn ajs nicht ohnehin
schon Null war). Ersetzen wir Gleichung I durch die Differenz (Gleichung I’), so ergibt sich
I’ (@11(122 - Cl126l21)a11$1 = (a11a22 - a12a21)01 - a12(a1102 - Cl2101)

II’Z (a11a22 — a12a21):r2 = Q11C2 — A21C1 (265)

Die rechte Seite der Gleichung I’ vereinfacht sich noch,

A11G22C1 — (12021C1 — A12G11C2 + A21012C1 = aq1(A22¢1 — A12C2), (2.66)

So dass wir schlie8lich a1; kiirzen und das Gleichungssystem 16sen konnen,

(22C1 — G12C2 a11C2 — G21C1
I = To = .
a11Q22 — A12G21 a11G22 — A12021

(2.67)
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2.4.3 Rechenschema, Matrix und Determinante

Wir koénnen die ganze Rechnung iibersichtlicher durchfiihren, indem wir die Koeffizienten zu x;
und x5 in jeweils eine Spalte untereinander schreiben und fiir die Absolutglieder ¢; eine weitere
Spalte reserviert. Damit lautet die Rechnung zusammengefasst

1 22 ‘ 1 X2 ‘
a1 Q2 | C1 cee 1 0 (a2201 - a12€2)/(a11a22 - a12a21)
Q21 Q22 | C2 0 1 (611102 - CL21C1)/(CL11CL22 - CL12CL21)

Was wir erreicht haben ist, dass das Schema auf der rechten Seite eine Diagonalgestalt besitzt.
Mehr noch: die Unbekannten x; und x5 in der oberen Reihe sind identisch gleich den Grofien
in der rechten Spalte. Nun sind z; und x, Komponenten eines zweidimensionalen Vektors, und
auch die beiden Gréflen in der rechten Spalte lassen sich als Vektor schreiben. Was liegt also
naher, als das Gleichungssystem als Vektorgleichung zu schreiben. Das Gegenstiick zur linken
Seite des Schemas ist dann die aus den Koeffizienten a;; gebildete Matriz, die sich genauso wie
im Schema schreibt, nur dass sie von Klammern umgeben ist. Der Anfangs- und Endzustand
unseres Systems in Matrizschreibweise lautet also

(an CL12) ($1> _ (Cl> (1 0) (131> _ (((12201 - a1202)/(a11a22 - a12a21))
21 Q22 Ho) (&) o 0 1 T2 (CL1102 - CL2101)/(6L116L22 - a12a21)

(2.68)
Im Gegensatz zur bisherigen Schreibweise verwenden wir nun Spaltenvektoren. Das hat den
Vorteil, dass die Multiplikation mit der Matrix einfach abgelesen werden kann: Um das Ergeb-
nis fiir eine bestimmte Komponente ¢ des Ergebnisvektors zu erzielen, werden die Elemente
derselben Zeile ¢ der Matrix Spalte fiir Spalte mit den Zeilen j des Vektors multipliziert. Dies
entspricht gerade der Komponentengleichung

a;jT; = ¢ (Beachten Sie die Summenkonvention!) (2.69)

fiir das Gleichungssystem. Wir konnen das System schliefilich auch in der Vektordarstellung
AZ = ¢schreiben. Dabei steht A = (a;;) fiir die Matrix aus den Koeffizienten des Systems. Was
steht nun am Ende der Rechnung? Wihrend der Vektor 7 erhaltengeblieben ist, steht anstelle
der Matrix A nun die Finheitsmatriz 1. Diese kann aber fortfallen, so dass sich fiir Z einfach der
rechtsstehende Vektor ergibt. Wir werden uns in Kiirze weiter mit den Matrizen beschéftigen,
hier aber erst einmal mit der Losung des Gleichungssystems fortfahren. Was hat es mit dem
Ausdruck D = aj1a99 — a12a9; auf sich? Es ist eine Determinante.

Unter der Determinante einer Matriz A aus zweimal zwei reellen Zahlen a;;,

a1; a2
Q21 A22

D= — det(A) (2.70)

versteht man die Zahl
D = ajjag — arpaz

(also das Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen minus dem Produkt der Elemente der
Nebendiagonalen). Bezogen auf das betrachtete lineare Gleichungssystem heifit A die Koeffizi-
entenmatriz und det(A) die Koeffizientendeterminante des Systems. Das Konzept der Determi-
nante ist hier jedoch zunéchst einmal unabhéngig vom linearen Gleichungssystem formuliert,
da Determinanten auch in anderen Zusammenhéingen Anwendung finden. Zusétzlich werden
wie das Konzept der Determinante spater noch auf Matrizen hcherer Dimension erweitern.
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2.4.4 Die Cramersche Regel

Auch die Zahler der Losung fiir 7 und x5 sehen ganz nach Determinanten aus. In der Tat erhal-
ten wir diese, indem wir die erste bzw. zweite Spalte der Determinante D durch die Komponen-
ten des Vektors ¢ ersetzen. Dieser Vektor wird als Inhomogenitit des linearen Gleichungssystems
bezeichnet. So kommen wir zur Cramerschen Regel.

Gilt fur die Koeflizientendeterminante

a11 a2
Q21 A22

D= £0,

so besitzt das lineare Gleichungssystem die eindeutig bestimmte Losung

D, . C1 Q12
T = mit Dy = = (1022 — U120y,
D Co Q22
D, a c
. 11 1
To = — mit D2 = = a11C2 — C1Q9271. (271)
D 21  C2

Als Konsequenzen ergeben sich die Aussagen

e Gilt fiir die Koeffizientendeterminante D = 0 und gilt fiir mindestens eine der Determi-
nanten Dy und Dy Dy # 0 oder Dy # 0, so besitzt das lineare Gleichungssystem keine
Losung (die Gleichungen widersprechen sich).

e Gilt D = Dy = Dy = 0, so existieren im allgemeinen unendlich viele Losungen.

2.4.5 Drei Gleichungen mit drei Unbekannten

Da wir nun einen Uberblick gewonnen haben, kénnen wir auf den dreidimensionalen Fall zuriick-
kehren und ein System aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten betrachten. Die Definition
der Determinante ist entsprechend abzuwandeln.

Unter der Determinante dritter Ordnung einer Matrix A von dreimal drei reellen Zahlen
Qijs
aipy Q2 Qi3
D =las azx a|=det(A) (2.72)

a31 Aazz2 ass
versteht man die reelle Zahl

D = a1 D1y — ai12D12 + a13Dq3,

wobei die Unterdeterminante D;; eine Determinante zweiter Ordnung ist, die entsteht, wenn
man die i-te Zeile und j-te Spalte von D streicht, in diesem Fall also

Ag2  A23 Q21 A23 21 A22

D11 = s D12 = 5 D13 — (273)
a3z (33 az1 ass az1 as2
(siehe auch den Anhang). Diese Unterdeterminanten ausgefiihrt, ergibt sich
D = ajiaasz + a12a23a31 + 13021A32 — A11023032 — Q12021033 — (13031022. (2.74)

Die Determinante dritter Ordnung (nicht aber die hoherer Ordnung!) berechnet sich also als
Summe der Hauptdiagonalen minus der Summe der Nebendiagonalen.
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2.4.6 n Gleichungen mit n Unbekannten

Da sich im Fall der drei Gleichungen aufler der Definition der Determinanten nichts wesentlich
andert (die Losungen sind durch z; = D;/D gegeben, wobei die D; erneut durch Spaltenerset-
zung entstehen), gehen wir gleich zum allgemeinsten Fall {iber, dem eines Gleichungssystems
aus n Gleichungen mit n Unbekannten.

Unter der Determinante n-ter Ordnung einer Matrix A von n x n reellen Zahlen a;;,

a1 Q2 a3 - Qip
G21 Qg2 Q23 ~-° Q2

D=|as aszx asg - a3p | =det(A) (2.75)
an1 (07%) an3 e Ann

versteht man die reelle Zahl
D = a1 Dy — aieDig +aisDis + ... £ a1, D1y,

Dabei ist die Unterdeterminante D;; eine Determinante (n — 1)-ter Ordnung, die entsteht, wenn
man die i-te Zeile und k-te Spalte der Determinante D streicht.

Hier noch ein paar Bemerkungen zur Determinante selbst:

e Eine Determinante lésst sich nicht nur in die erste, sondern in jede beliebige Zeile oder
auch Spalte entwickeln. Der Faktor vor dem Term a;;D;; ist dabei (—1)"*.

e Wiirde man die Unterdeterminanten zyklisch definieren, d.h. die vor der gestrichenen
Spalte liegenden Spalten hinten und die {iber der gestrichenen Zeile liegenden Zeilen
unten anhéngen, so wiirde sich kein Vorzeichen ergeben.

Angewendet auf das lineare Gleichungssystem, gilt auch hier die Cramersche Regel:

Gilt fiir die Koeffizientendeterminante eines Systems aus n Gleichungen mit n Unbekannten
fir die Determinante (2.75) D # 0, so besitzt das lineare Gleichungssystem die eindeutig
bestimmte Losung

D1 D1 D3 Dn
xlzj, = .7;3:6, —D

wobei die Determinante D; aus der Ersetzung der i-ten Spalte durch die Inhomogenitét entsteht.
Gilt dagegen D = 0, aber D; # 0 fiir mindestens ein ¢, so besitzt das System keine Losung. Ist
D =Dy =Dy=D3=... =D, =0, so ist mindestens eine der Gleichungen iiberfliissig, das
System besitzt dann im allgemeinen unendlich viele Losungen.

Gerade im letzten Fall empfiehlt es sich, statt der Determinantenmethode das Gaufische
Verfahren zu verwenden. Denn in diesem ist es moglich, besondere Mafinahmen zu ergreifen,
wenn eine der Gleichungen identisch verschwindet. Sie wird dann nomalerweise aus dem Sy-
stem entfernt und mit dem restlichen System weitergerechnet. Natiirlich kann dann das System
nicht mehr auf Dreiecksform gebracht werden, es bleibt vielmehr eine zusétzliche Spalte iibrig,
etwa die einer Unbekannten x;. Diese Spalte konnen wir mit der Inhomogenitit zusammenbrin-
gen, womit schliefSlich alle anderen Unbekannten von dieser einen abhédngen. Diese Moglichkeit
besteht beim ,,sturen“ Determinantenverfahren nicht.
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2.4.7 Rechenregeln fiir Determinanten

Determinanten brauchen nicht so berechnet zu werden wie sie vorgegeben sind, sie kénnen statt-
dessen vorher umgeformt und dadurch moglicherweise vereinfacht werden. Zusténdig hierfiir
sind eine Reihe von Rechenregeln, die ich hier kurz erwéhnen werde. Alle diese Regeln sind mit
dem Entwicklungssatz begriindbar, und ich habe sie in der Reihenfolge angeordnet, dass Sie
selbst drauf kommen konnten, wie es zu begriinden wiére.

e Eine Determinante verschwindet, wenn eine ihrer Zeilen oder Spalten verschwindet.

e Eine Determinante bleibt unverdndert, wenn man sie an ihrer Hauptdiagonalen spiegelt.
Daher werden die folgenden Regeln nur fiir die Zeilen aufgestellt, fiir die Spalten gelten
sie entsprechend.

e Eine Determinante wechselt ihr Vorzeichen, wenn zwei Zeilen vertauscht werden.
e Eine Determinante verschwindet, wenn zwei Zeilen gleich sind.

e Fine Determinante wird mit einem skalaren Faktor multipliziert, indem eine ihrer Zeilen
komponentenweise mit diesem Faktor multipliziert wird.

e Zwei Determinanten, die sich nur um eine Zeile unterscheiden, kéonnen addiert werden,
indem die entsprechende Zeile komponentenweise addiert wird.

e Eine Determinante dndert sich nicht, wenn ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen
addiert wird.

Die zum Rechnen wichtigen Regeln sind die erste und letzte.

2.4.8 Vektorprodukt und Spatprodukt in Determinantendarstellung

Nun, da wir die Determinanten eingefithrt und Regeln fiir ihre Berechnung aufgestellt haben,
komme ich auf eine vereinfachte Schreibweise fiir das Vektor- und das Spatprodukt. Betrachten
wir das Vektorprodukt zweier Vektoren a@ = (ay, az, az) und b = (by, by, b3), so ergibt sich

a x g: (agbg — b2a3)€1 + (a3b1 — b3a1>52 + (a1b2 - blaz)gg. (276)
Wir erkennen, dass wir die Koeffizienten als Determinanten zweiter Ordnung schreiben kénnen,

a; by
as by

a; by
as b

ay by
as b3

axb= & — & + &. (2.77)

Dies ist aber identisch mit dem Entwicklungssatz fiir eine Spalte, in der statt der Zahlen Ein-
heitsvektoren stehen. Fassen wir dieses gedanklich etwas komplexe Gebilde weiterhin als De-
terminante auf, so kénnen wir schreiben

L | by €
axb= a9 bg 52 . (278)
az by €3
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Schlieflich kénnen wir das Vektorprodukt mit einem weiteren Vektor ¢ skalar multiplizieren,
um das Spatprodukt zu erhalten. Aus Gleichung (2.77) ergibt sich sofort

[_, b U\ o Q2 by ar b a; by _ a b
a,b,cl=(axb)-c= . e bl 2T 0 b= |0 by col. (2.79)
3 03 3 U3 2 02 by cs

Das Volumen des Spates ist also gleich der Determinante, die aus den Vektoren gebildet ist,
welche diesen Spat aufspannen. Das Verschwinden der Determinante beispielsweise ist gleich-
bedeutend damit, dass die drei Vektoren koplanar sind, also in einer Ebene liegen.

2.4.9 Homogene Gleichungssysteme

Verschwindet die Inhomogenitit, ist also der Vektor ¢ in AZ = & der Nullvektor, @ = 0, so
sprechen wir von einem homogenen linearen Gleichungssystem. Ein solches homogenes System
hat natiirlich immer die trivale Lésung ¥ = 0. Dies bleibt auch die einzige Losung, solange die
Koeffizientendeterminante D # 0 ist. Verschwindet die Koeffizientendeterminante jedoch, so
besitzt das homogene System auch nichttriviale Losungen.

Dies soll ein Beispiel veranschaulichen, aus das der Gauf3sche Algorithmus angewendet wird.

T1 ) ZE3‘ T T 1’3‘ Tr1r T2 173‘

10 170 1 0 110 1 0 110
0 ~-11]0 0 -1 —1/0 0 1 110
0 1 10 0 0 0|0 0 0 0]0

Das homogene lineare Gleichungssystem

I: I +x3 = 0

II: T — To =0
I1T: xot+x3 = 0 (2.80)
besitzt also die nichttriviale Losung x1 = —x3, 19 = —x3.

Ein Beispiel fiir die Anwendung dieser Regel ist die Bestimmung der Figenwerte einer
Matriz. Es handelt sich dabei um die Losung der Gleichung AZ = AZ, wobei A eine Matrix,
A aber eine Zahl ist. Wir konnen aber die rechte Seite von der linken subtrahieren und so ein
homogenes lineares Gleichungssystem erhalten. Hier soll mit dem Beispiel begonnen werden,
das auch in den Ubungen gerechnet werden soll,

1 2 0 T T 1—A 2 0 T 0
0 0 1 x3 I3 0 0 1—A I3 0

Eine nichttriviale Losung existiert nur dann, wenn die Determinante dieser Matrix verschwin-
det. Diese Forderung liefert eine kubische Gleichung in A, die drei Losungen \; besitzt. Die
Gleichungen, die sich beim Einsetzen dieser Figenwerte A; ergeben, fithren zu Beziehungen zwi-
schen den Komponenten des Vektors Z, die schliellich auf einen Vektor hinauslaufen, der als
Eigenvektor zum Eigenwert \; bezeichnet wird. Doch die Rechnung iiberlasse ich den Ubungen.
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2.5 Matrizen

Wir haben zwei Matrizen bereits kennengelernt, die Koeffizientenmatrix des linearen Glei-
chungssystems und die Einheitsmatrix,

A:(a“ “12) und ]1:((1) (1)) (2.82)

Q21 A22

und wir haben gelernt, wie wir einen Vektor mit einer solchen Matrix multiplizieren,

Af — <a11 CL12> (5131) _ (anl’l + a12£172) ' (2.83)

a1 Qg2 /) \ T2 2171 + A22T2
Aus einem Vektor ist so wieder ein Vektor entstanden, den wir erneut mit einer Matrix multipli-
zieren. Fiir die Matrixmultiplikation (und Vektoren sind auch nichts anderes als Matrizen, daher
wird hier keine Unterscheidung getroffen) gilt das Assoziativgesetz. Wir konnen daher, statt

zweimal mit einer Matrix zu multiplizieren, zunéchst das Produkt der Matrizen bestimmen.
Dieses ist gegeben durch

BA— <b11 b12> <a11 a12> _ (bnan + bi2agr  biiags + b1za22) ' (2.84)

bar by Qo1 G2 barair 4 basagr  barais + bagasse

Es gilt also die zuvor genannte Regel, dass man ein Element der Produktmatrix in der ¢-
ten Zeile und j-ten Spalte erhélt, indem man die Elemente der i-ten Zeile der ersten Matrix
elementweise mit den Elementen der j-ten Spalte der zweiten Matrix multipliziert und anschlie-
Bend aufaddiert. Einfacher , klingt* die Matrixmultiplikation in Komponentenschreibweise mit
Summenkonvention (Nur zur Erinnerung schreibe ich in Klammern, iiber was summiert wird),

(AZ); = a;jz; (iber j summiert), (BA);; = birag; (iiber k summiert). (2.85)
Damit ist auch das Assoziativgesetz verstéandlich, denn in
(BAZ); = bigax;x; (tber j, k summiert) (2.86)

kann entweder die Summation iiber j oder k als erste vollzogen werden, das Ergebnis bleibt
gleich. Was es allerdings nicht gibt, ist ein Kommutativgesetz fiir die Matrixmultiplikation,

BA 7é AB, bikakj 7é aikbkj. (287)

Eine Ausnahme bildet beispielsweise die Einheitsmatrix. Die Multiplikation mit ihr liefert in
beiden Féllen die urspriinglich Matrix zuriick,

1A=Al=A,  65;A; = Ao = Au. (2.88)

Viel liee sich noch iiber Matrizen sagen. So kann beispielsweise das Inverse einer Matrix, sofern
es existiert (die Matrix heifit dann reguldr), iiber den GauBschen Algorithmus gebildet werden,

ann aipz |1 0 1 0|bin Do
921 929 0 1 0 1 b21 b22
wobei die Koeffizienten b;; die inverse Matrix B = A~ bilden.
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2.5.1 Ausweitung der trigonometrischen Funktionen

Kommen wir lieber zu einer praktischen Anwendung, der Drehung von Vektoren und Objekten,
welche diese beschreiben, in der Ebene. Dazu miissen wir erst etwas Vorarbeit leisten, denn die
trigonometrischen Funktionen sin o und cos «, die wir dazu brauchen, sind noch in einem sehr
rudimentéren Zustand. In der Geometrie haben wir sie durch Verhéltnisse der Gegenkathete
bzw. der Ankathete zur Hypotenuse definiert. Nun tritt in Dreiecken nie der Fall auf, dass
Winkel grofier als 180° wiirden. Daher haben wir uns noch keine Gedanken dariiber gemacht,
was fiir Werte die trigonometrischen Funktionen in diesen Fillen annehmen (strenggenommen
haben wir auch den Bereich ab 90° noch nicht genauer betrachtet).

Sinus

Wir wéhlen die Hypotenusenlédnge hier gleich Eins. Dann sind
Sinus und Cosinus durch die Liangen von Gegenkathete und
Ankathete gegeben. Ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypote-
nusenlédnge 1 finden wir auch, wenn wir vom Ursprung auf
einen Punkt des Einheitskreises gehen, anschlieBend das Lot
auf die horizontale Achse fillen und zuriick zum Ursprung ge-
hen. Die Lénge des Lotes ist dann genau der Sinus, die Léinge
vom Ursprung zum Lot auf der horizontalen Achse der Co-
sinus des Winkels zwischen der horizontanen Achse und der
Richtung zum Punkt auf dem Einheitskreis. Dies gilt auch
weiter, wenn der Winkel gréfier als 90° oder 180° wird, die
sich ergebenden Funktionen sind in der nebenstehenden Ab-
o bildung dargestellt. Wird der Winkel grofler als 360°, so wie-
- 360 derholt sich der Vorgang, die Funktionen sind also periodisch.

Wir haben hier stillschweigend einen Winkel als positiv festgesetzt, wenn er gegen den
Urzeigersinn gemessen wird. Bei negativen Winkeln setzt sich das periodische Verhalten auf
der anderen Seite fort. In Formeln lautet das

sin(360° + ) = sin(a), c0s(360° + ) = cos(). (2.89)
Weiter lesen wir sin(—a) = —sin(a), cos(—a) = cos(a) sowie
sin(180" + a) = — sin(a), cos(180° + a) = — cos(a) (2.90)

aus den Abbildungen ab. Damit ergibt sich als Konsequenz fiir den Tangens und Cotangens

eine kiirzere Periode,
tan(a) = ELI;EZ)) = tan(180° + «), cot(a) = cos(a)

= cot(180° + ). (2.91)

sin(«)
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2.5.2 Additionstheoreme

Erinnern mochte ich noch einmal an die zentrale Gleichung
sina + cos’a = 1. (2.92)

Schliefflich kann man trigonometrische Funktionen von Winkelsummen und -differenzen durch
entsprechende Kombination von trigonometrischen Funktionen der Einzelwinkel bestimmen,

sin(a + ) = sinacos [ + cos asin 3, cos(a+ ) = cosacos f — sin asin 3. (2.93)

Die Regeln werden als Additionstheoreme bezeichnet und kénnen iiber geometrische Sétze wie
den Cosinussatz mit Dreiecken nachgewiesen werden. Es gibt noch eine Reihe anderer Addi-
tionstheoreme, aber diese zwei sind die grundlegenden, aus denen sich alle anderen herleiten.

Ich mochte die Gelegenheit nutzen und Ihnen eine Reihe von Formelsammlungen nennen,
die Thnen wahrend Ihres Studiums hilfreich zur Seite stehen konnen.

e [.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, ,, Taschenbuch der Mathematik*,
5. tiberarbeitete und erweiterte Auflage, Verlag Harri Deutsch 2001, 29.95€

e L. Papula, ,Mathematische Formelsammlung fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler®,
8. durchgesehene und ergénzte Auflage, Vieweg Verlag 2003, 25.90€

e K. Rottmann, ,Mathematische Formelsammlung®,
4. korrigierte Auflage, Spektrum Verlag 1991, 15€

e M. Abramowitz, [.A. Stegun, “Pocketbook of Mathematical Functions”,
Verlag Harri Deutsch 1984, 24.80€

e [.S. Gradstein, . W. Ryshik, ,, Summen-, Produkt- und Integraltafeln*
(auch auf englisch), Verlag Harri Deutsch 1981

2.5.3 Passive Drehung in der Ebene

Betrachten wir nun die nebenstehende Abbildung. Sie
stellt die Drehung des Koordinatenkreuzes dar, und un-
sere Aufgabe ist es, aus den alten Koordinaten (x1, z5)
die neuen Koordinaten (z},z%) zu bestimmen. Wir be-
trachten dazu das rote und das blaue rechtwinklige Drei- XCOS O X,
eck, die dhnlich zueinander sind. Die Hypothenusen sind , X COSOl
die alten Koordinaten, z; bzw. x5. Uber den Winkel
und die trigonometrischen Funktionen ergeben sich die
Léngen der Katheten. Schliefllich betrachten wir, wie die X,
Léngen, auf das neue Koordinatenkreuz projiziert, die
neuen Koordinaten ergeben. Wir erhalten

2 %sing

T} =z cosa+ xysina, Ty = Ty cos — xysina. (2.94)

Bei der hier vorgestellten Drehung sprechen wir von einer passiven Drehung, da es das Koordi-
natensystem ist, welches sich um den Ursprung dreht, womit den Punkten andere Koordinaten
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zugeordnet werden. Sie ist zu unterscheiden von der aktiven Drehung, bei der sich das Objekt
selbst dreht. Es ist augenscheinlich, dass die passive Drehung um den Winkel « einer aktiven
Drehung um den entgegengesetzten Winkel —a entspricht — frei nach dem Relativitéatsprinzip.

Die Drehung kénnen wir nun in Matrixform darstellen,

(xﬁ) _ ( cos a sina) (x1>7 ¥ = R(a)f. (295

xh —sina  cosa /) \ zy

Drehen wir den Vektor #' nachfolgend noch um einen weiteren Winkel 3, so erhalten wir

(74) = (S0, Y (A < (8, sy (o snay (n) gy

oder ¥’ = R(B)R(«a)Z. Das Produkt der zwei 2 x 2-Matrizen liefert

- cos (3 cos o — sin fsin « cos (3 sin a + sin 3 cos « -
R(B)R(a) = (—cosﬁsina—sinﬁcosa —sinﬁsina+cosﬁcosa> o

_ [ cos(a+pB) sin(a+p)) _

N (— sin(a+ 3)  cos(a+ ) > = RBla+6), (2.97)

also ein durch die Anschauung bestétigtes Ergebnis: Die stufenweise Drehung um zwei Winkel
entspricht der Drehung um die Winkelsumme. Doch Vorsicht, dies gilt nur in der Ebene und
auch nur dann, wenn der Drehpunkt unverdndert geblieben ist! Wo wir einmal bei diesem
Thema sind: Wie drehen wir um einen Punkt M zum Ortsvektor m, der nicht der Ursprung
ist? Dazu muss dieser Punkt durch Subtraktion des Vektors m in den Ursprung geholt und
nach der erfolgten Drehung durch Addition des Vektors m zuriickgebracht werden.

2.5.4 Passive Drehung im Raum

Drehungen im Raum sind schwer zu beschreiben. Eine allgemeine passive Drehung wird bei-
spielsweise durch die drei Eulerschen Winkel beschrieben, die Drehungen um die (in jedem
Schritt verédnderten) Koordinatenachsen sind. Wéhrend ich auf die Eulerschen Winkel im Ein-
zelnen nicht eingehen will, méchte ich Thnen hier lediglich zeigen, wie sich eine zweidimensionale
auf eine dreidimensionale Drehung iibertragen lésst. Betrachten wir beispielsweise eine Drehung
um die dritte Achse, so verdndern sich nur die erste und zweite Komponente eines Ortsvektors,
wéhrend die dritte erhalten bleibt. Als Matrix fiir eine aktive Drehung kénnen wir

cosa sina 0
Rs(a) = | —sina cosa 0 (2.98)
0 0 1

verwenden. Die Drehmatrizen bei Drehungen um die erste und zweite Achse lauten

1 0 0 cosa 0 —sinaw
Ri(a) =0 cosa sina |, Ry(a) = 0o 1 0 : (2.99)
0 —sina cosa sinaa 0 cosa

Dabei sind die Drehungen stehts ,,rechts herum* definiert, d.h. zeigt der Daumen der rechten
Hand in Richtung der positiven Richtung der Achse, so zeigen die iibrigen Finger in Richtung
der Drehung (Rechtsschraube). Mit diesen Uberlegungen zu Matrizen und Drehungen beende
ich den Ausflug in die Vektorrechnung, Analytische Geometrie und Lineare Algebra.
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Kapitel 3

Folgen, Reihen und Funktionen

Bis hinein ins Mittelalter wurde die Naturbeschreibung nicht durch mathematische Formeln
beschrieben, sondern eher in Form eines Dramas dargestellt. So diskutieren in Galileo Galileis
beriihmtem , Dialogo“ der Lehrmeister Salviatis und sein Schiiler Simplicio iiber die beiden
hauptséchlichen Weltsysteme, so wie es auf dem Titelblatt die drei Verfechter dieser Weltsy-
steme, Aristoteles, Ptoleméus und Kopernikus es tun. Galilei bemiihte sich bereits um eine
mathematische Beschreibung. Doch vielleicht war dieser dialogische Vorlauf wichtig, um eine
Begriffshildung zu ermoglichen.

3.1 Einfiihrung

Kennen Sie die Geschichte von Achilles und der Schildkréte? Sie wird von Zeno von Elea (etwa
450 vor Christus) berichtet und stellt eines der beriihmtesten Paradoxa dar. Ich mochte sie
Ihnen hier kurz erzihlen.

Die Schildkrote forderte Achilles zu einem Wettlauf heraus. Sie behauptete, dass
sie gewinnen wiirde, gibe Achilles ihr nur einen kleinen Vorsprung. Achilles lachte
dariiber, denn er war natiirlich ein gewaltiger Recke und geschwind zu Fuf}, wahrend
die Schildkréte schwer und langsam war.

,, Wieviel Vorsprung brauchst Du denn?“ fragte er die Schildkréte mit einem Lécheln.
»,Zehn Meter®, antwortete diese. Achilles lachte lauter als je. ,Du wirst in diesem
Fall bestimmt verlieren, mein Freund®, sprach er zu der Schildkrote, ,,aber lass uns
laufen, wenn Du es willst.

,Ganz im Gegenteil“, erwiderte die Schildkrote, ,, Ich werde gewinnen, und ich kann
es Dir mit einem einfachen Argument beweisen.* ,,Dann lass mal héren, antwortete
Achilles mit etwas weniger Zuversicht als zuvor. Er wusste, dass er ein ausgezeich-
neter Athlet war, aber er wusste auch, dass die Schildkréte den schéarferen Witz
hatte, und er hatte schon haufig gegen ihre verbliiffenden Argumente verloren.

,2Angenommen*, so begann die Schildkréte, ,Du gibst mir einen Vorsprung von
zehn Metern. Wiirdest Du sagen, dass Du diese zehn Meter schnell zuriicklegen
kannst?“ | Sehr schnell“, bestédtigte Achilles. ,,Und wie weit sollte ich in dieser Zeit
Deiner Meinung nach gekommen sein?“ , Vielleicht einen Meter — nicht mehr*, sagte
Achilles nach einem Moment des Nachdenkens.
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,Na gut“, antwortete die Schildkrote, ,,dann ist also ein Meter zwischen uns. Und
Du legst diese Entfernung sehr schnell zuriick?* ,,In der Tat, sehr schnell!* | Und
doch werde auch ich in dieser Zeit ein bisschen weiter voran gekommen sein, so
dass Du nun auch diese Entfernung aufholen musst, ist es nicht so?* ,Ja-a“, sagte
Achilles langsam.

,Und wiahrend Du das tust, bin ich wieder ein bisschen weiter, und Du musst erneut
die neue Entfernung auftholen®, sagte die Schildkréte weiterhin sanft. Achilles sagte
nichts. ,,Du siehst also, dass Du jedesmal die Entfernung zwischen uns aufholen
musst, wihrend ich jedesmal ein wenig zulege, was Du dann wieder autholen musst.*

»Ja, in der Tat, so muss es sein®, sagte Achilles miide. ,,Und so kannst Du mich nie-
mals einholen®, beschloss die Schildkréte mitfithlend. ,,Du hast Recht — wie immer*®,
sagte Achilles traurig.

Ob der Wettlauf jemals stattgefunden hat, wissen wir nicht. Vielleicht ist der Witz der Ge-
schichte, dass er nie zustande kam, denn sonst hétte die Schildkréte verloren. Uns soll dieses
Paradoxon aber zum Einstieg in den Begriff der Zahlenfolge und deren Grenzwertes dienen.

3.1.1 Der Begriff der Zahlenfolge

Zunichst einmal sind die natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ... eine Zahlenfolge. Auf ihr beruhen aber
alle anderen Zahlenfolgen, denn wird jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl a,, zugeordnet,
so bilden die Zahlen in der Reihenfolge ay, as, as, ... eine Zahlenfolge (kurz Folge), fiir die man
{a,} schreibt. a, heiflen die Glieder dieser Zahlenfolge (n muss aber nicht bei 1 beginnen).

Beispiele fiir Zahlenfolgen sind
{an} ={n}: 1,2,3,4,5,...
{a,} ={n*}: 1,4,9,16,25,...
{a .} ={(-D)"}: —-1,1,-1,1,—1,...

{a,} ={(-1)"n}: —1,2,-3,4,-5,.
1 1111
{an}:{ﬁ}: 175515
(= 1 11 1
{an}—{i}- 157 31 5
fa }—{”“}: 23,555 @)

Betrachten wir die verschiedenen Beispiele genauer, so stellen fest, dass die Zahlenfolgen un-
terschiedliches Verhalten aufweisen. Zahlenfolgen wie die ersten beiden scheinen nirgends zu
enden — wir sprechen davon, dass sie gegen Unendlich laufen. Die dritte Zahlenfolge schwankt
,bis zum Schluss“ zwischen den Werten +1 und —1 hin und her, wir haben eine alternieren-
de Zahlenfolge vorliegen. Die vierte Folge kombiniert diese beiden unschonen Eigenschaften,
wie in den bisherigen Féllen ist diese Zahlenfolge divergent. Dagegen scheinen die fiinfte und
sechste Zahlenfolge gegen Null zu laufen, trotz der alternierenden Eigenschaft der sechsten. Die
siebte schliefllich ndhert sich dem Wert 1. Die drei letzten Zahlenfolgen werden als konvergent
bezeichnet. Kénnen wir diese ,,empirisch gefundenen“ Eigenschaften irgendwie beschreiben?
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3.1.2 Grenzwert, Konvergenz und Divergenz

Der Wert, den wir in den letzten drei Beispielen gefunden haben, wird als Grenzwert der
Zahlenfolge bezeichnet. Wir stellen fest, dass der Abstand zu diesem Grenzwert im Laufe der
Zahlenfolge abnimmt. Dies definiert die Konvergenz:

Eine Zahlenfolge {a,} konvergiert gegen den Grenzwert a, wenn zu jedem noch so
kleinen ¢ > 0 eine natiirliche Zahl ng existiert, so dass |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng
erfiillt ist. Eine solche Zahlenfolge heif3t konvergent. Wir schreiben

a, — a oder lim a, = a.
n—oo

Existiert fiir eine divergente Zahlenfolge {a, } zu jeder beliebig groBen positiven Zahl A ein Ny,
so dass a, > A oder a, < —A fiir n > Ny gilt, so nennt man diese Folge bestimmt divergent
gegen ,plus Unendlich“ (+00) oder ,minus Unendlich“ (—oo), und man schreibt

lim a, = +o0 (kurz a,, — +00) bzw. lim a, = —o0 (kurz a,, — —00)  (3.2)
Zahlenfolgen wie die ansteigende alternierende Folge {a,} = {(—1)"n}, die nicht bestimmt
divergent sind, nennt man unbestimmt divergent. Zusammen werden Elemente beider Gruppen
als divergente Zahlenfolgen bezeichnet. Alternierende Zahlenfolgen, deren Betrag konvergiert,
konnten in Analogie dazu als unbestimmt konvergent bezeichnet werden.

Wir wollen hier nicht in die Mathematik einsteigen. Wichtig ist uns neben der Begriffshil-
dung eher die Frage, wie wir Grenzwerte im allgemeinen Fall bestimmen kénnen. Zwar kénnen
wir mit Aussagen wie

Jede beschriankte, monotone Zahlenfolge {a,} ist konvergent

(wobei monoton bedeutet, dass fir alle n € IN entweder a,1 > a, oder a,,; < a, gilt) die
Existenz eines Grenzwertes beweisen, doch ist er damit noch lange nicht bestimmt.

3.1.3 Abgeleitete Grenzwerte

Zunachst einmal kann gezeigt werden, dass sich der Grenzwert einer Zahlenfolge, die sich durch
die elementaren Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation oder Division oder
auch anders aus gegebenen Zahlenfolgen ableitet, eben auf diese Weise aus den Grenzwerten
der gegebenen Zahlenfolgen berechnet. Beispiel Multiplikation:

Jlrgo(an “by)=a-b mit a= 1im ay, b= lim by, (3.3)
Grundregel ist, dass wenn der Grenzwert dieser abgeleiteten Zahlenfolge so bestimmt werden
kann, er der Grenzwert auch ist. Doch steht es mit den Féllen, in denen dieser Grenzwert so
nicht bestimmt werden kann, beispielsweise fiir den Quotienten ,,0/0“? Und kann der Grenzwert
einer abgeleiteten Folge selbst dann bestimmt werden, wenn der Grenzwert mindestens einer
der Grundfolgen nicht existiert, weil diese divergent ist? Félle wie ;00 —oc0®, ,,0 - 0c0* oder auch
,00/00“ kommen uns da moglicherweise in den Sinn. Es gibt eine ganze Reihe von Aussagen
dariiber, wann eine abgeleitete Folge divergiert, so beispielsweise ,,00 + oo®. Hilfreicher sind
uns aber auf dem Weg zur konstruktiven Bestimmung von Grenzwerten die Aussagen iiber
Nullfolgen, also solche abgeleiteten Zahlenfolgen, die gegen den Wert 0 konvergieren.
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3.1.4 Bestimmung von Grenzwerten

Wichtigster Grundstock unserer Bestimmungsmethoden ist die nachweisbare Tatsache, dass
die Folge {1/n} eine Nullfolge ist, wihrend {n} divergiert. Daraus lésst sich (fast) alles weitere
aufbauen, denn ist {1/n} eine Nullfolge, so sicherlich auch {1/n*} und so fort.

e Haben wir einen Ausdruck der Form ,,0/0“ vorliegen, so bemiihen wir uns, diesen durch
(mehrfache) Erweiterung mit n soweit abzuidndern, dass der Nennerausdruck nicht mehr
gegen Null, sondern gegen einen festen Wert lauft. Es hingt dann vom Zéahler ab, wie sich
der Gesamtausdruck verdndert. Beispiele:

wtas w24 210 2, dagegen
- - — _ =
IR R I N i 140 8%
3, 1 1 1
=S4 = 3n+1 oo +1 ot n 0
n_nT — — ——— =00 und L =" —- — =0. 3.4
ETITE T A F-F 717 70 .

e Haben wir einen Ausdruck der Form ,,00/00“ vorliegen, so erweitern wir solange mit 1/n,
bis auch hier der Nenner gegen einen endlichen Wert lauft. Beispiel:

3n?—n+1 3-14+% 3—-0+0 3

= = . 3.5
22 — 1 2-L  T2-0 2 (3:5)
e Den unbestimmten Ausdruck ,,0o—o00* bringen wir durch Erweiterung auf eine geeignetere
Form,
n - bn n bn 2 — b2
an _ bn — (a )(a + ) — an n‘ (36)
an + by an + by

Der Nenner lduft nun gegen Unendlich. Lauft der Zahler gegen einen endlichen Wert, so
ist a,, — b, eine Nullfolge, andernfalls machen wir mit dem Fall ,o0/00* weiter.

3.1.5 Die Eulersche Zahl, ein ganz besonderer Grenzwert

Ich beschliefle den Abschnitt {iber Zahlenfolgen mit einem berithmten Beispiel aus der Finanz-
welt. Angenommen, Sie hitten ein Kapital K, das in gewissen zeitlichen Abstdnden mit einem
Gesamtzinssatz von 100% verzinst wird. Die Zinsen werden danach dem Kapital zugeschlagen,
so dass auch sie beim néchsten Mal mit verzinst werden. Wir sprechen vom Zinseszins. Die
Zinsen konnen aber auf verschiedene Intervalle aufgeteilt und entsprechend verringert werden:

K' = (1+1)K =2K (jahrliche Verzinsung),

1 12
K = (1 + 12) K ~ 26K (monatliche Verzinsung),
1 52
K = (1 + 52) K ~2.69K (wochentliche Verzinsung),
365
K = (1 + 365> K ~2.715K (monatliche Verzinsung). (3.7)

Wir wir annehmen, existiert fiir diese Folge ein Grenzwert. Treiben wir das Spiel so weiter, so
kommen wir zur kontinuierlichen Verzinsung, welches diesen Grenzwert darstellt. Sein Wert ist
gegeben durch die Eulersche Konstante e, multipliziert mit dem Kapital,

1 n
K' = lim <1 + ) K =2.718281828 ... K = eK. (3.8)
n

n—oo
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3.2 Reihen und vollstindige Induktion

Reihen werden wir im Zusammenhang mit Funktionen in einer Vielzahl von Ausgestaltungen
begegnen. Gerade darum beschrinke ich mich hier auf einige wenige Beispiele, die wichtig
werden. Da ist zunéchst einmal die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis zu einer Zahl n
zU nennen,

=Y k=14+2+3+4+5+...+n (3.9)
k=1

Kann diese Reihe in eine geschlossene Form gebracht werden? Ja, sie kann, und Carl-Friedrich
Gaufl war es, der das Ergebnis bereits in jungen Jahren im Mathematikunterricht an die Tafel
schrieb:

" 1
Z "+ nnt1) (3.10)
Wie konnte Gaufl auf dieses Ergebnis gelangen? Nun, er drehte die Reihe einfach um und

addierte sie zu der urspriinglichen Reihe. Betrachten wir beispielsweise n = 10, so erhalten wir

Sio = 14+243+...4+10
S = 104+9+8+...+1

2810 = 11+4+11+11+...+11. (3.11)

Nun sind es genau 10 Terme, das Gesamtergebnis ist also 10-11. Dividiert durch die Zahl 2 auf
der linken Seite, ergibt sich genau die auf den jungen Gaufl zuriickgehende Formel.

3.2.1 Vollstindige Induktion in Anwendung

Ich mochte das Beispiel benutzen, um Sie mit einer Beweismethode vertraut zu machen, die
Ihnen noch héufiger iiber den Weg laufen wird, die vollstindige Induktion. Die besteht aus zwei
Schritten, die am vorliegenden Beispiel erldutert werden sollen.

1. Induktionsanfang: Es wird gezeigt, dass die Aussage fiir n = ng richtig ist.
Fiir ng wird meist der Wert ng = 1 gewéhlt, da der Ausdruck fiir diesen Wert die einfachste
Gestalt hat. In unserem Fall erhalten wir fiir n = 1
2

Zk:_l_T.

Diese Aussage ist gewiss wahr. (Jetzt konnten wir das bei n = 2,3, 4 nachpriifen und
irgendwann glauben — machen wir aber nicht, sondern stattdessen:)

2. Induktionsschritt: Es wird gezeigt, dass unter der Induktionsvoraussetzung, dass die Aus-
sage fiir einen Wert n gilt, sie auch fiir n+ 1 gilt. Der Beweis dieser Induktionsbehauptung
ist der eigentliche Induktionsbeweis. Die Induktionsvoraussetzung wird nicht bewiesen.

In unserem Beispiel ist die Induktionsvoraussetzung die Annahme, dass Gleichung (3.10)
fiir n gilt. Der Induktionsbeweis besteht darin, unter dieser Annahme S,,,1 zu bestimmen:

Sn1 = nfk:_Zk:Jr n+1) (n;1)+(n+1):(n+1)2(n+2).
k=1

Dies ist aber Gleichung (3.10) fiir n + 1, so dass die Induktionsbehauptung bewiesen ist.
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Warum ist damit die Formel bewiesen?

Wir haben gezeigt, dass die Aussage fiir n = 1 gilt. Nach dem bewiesenen Induktionsschritt
gilt sie also auch fiir n = 2. Gilt sie fiir n = 2, so gilt sie erneut fiir n = 3. Und so geht es
einfach aufgrund der Logik weiter, ohne dass wir etwas dafiir tun miissten.

Es ist offensichtlich, warum die Beweismethode mittels der vollstéandigen Induktion fiir Rei-
hen geradezu ideal ist: Wir kénnen einfach den letzten Term der Reihe abtrennen und erhalten
die Reihe der Induktionsvoraussetzung.

3.2.2 Die geometrische Reihe

Eine geometrische Reihe ist gegeben durch die Summe iiber Potenzen einer Zahl a,

+1

g :Zak:i

k=0 l—a

. a1l (3.12)

Natiirlich kann auch diese Gleichung mittels vollstdndiger Induktion bewiesen werden. Fiir
la| < 1 l4uft iibrigens a"™' gegen Null und damit der Zihler auf der rechten Seite gegen den
Wert 1, so dass wir einen Ausdruck fiir die unendliche geometrische Reihe erhalten,

> 1
Y adb=—, la| < 1. (3.13)
= 1—a

3.2.3 Binomialausdriicke und -koeffizienten
Sie erinnern sich hoffentlich noch an die drei binomischen Sétze,
(a+Db)? = a®+2ab+ b, (a—b)? =a*—2ab+b> und (a+b)(a—b)=a®—b. (3.14)

Es ist kein Problem, sie durch Ausrechnen zu zeigen. Schwieriger wird es allerdings, wenn hohere
Potenzen verwendet werden. Dafiir gilt dann die Formel

(a+b)" = é (Z) a" ok (3.15)

Der Koeffizient ist hier kein Vektor, sondern der Binomialkoeffizient

(Z) = (n—n;{;)lkl (3.16)

Und wenn Sie sich an dieser Stelle fragen, warum dort Ausrufungszeichen stehen, so haben Sie
noch nie etwas von der Fokultdt gehort, einem Produkt von ansteigenden natiirlichen Zahlen,

nl=1-2-3---(n—1) -n. (3.17)

Auch Gleichung (3.15) ldsst sich durch vollstdndige Induktion zeigen, wenngleich es in diesem
Fall etwas schwieriger wird, da n nicht nur in der oberen Grenze der Summe, sondern auch im
zu summierenden Ausdruck steht. Damit beenden wir unseren kleinen Ausflug in die Reihen
vorerst, um ihnen spéter erneut zu begegnen, in Form der Taylorreihe etwa.
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3.3 Funktionen

Funktionen sind wir in verschiedenen Zusammenhéngen bereits begegnet. Bisher wissen wir
aber nur, dass sie Beziechungen zwischen Unbekannten darstellen. Beginnen wir daher diesen
Abschnitt zunéchst einmal mit einer Definition:

Eine reellwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen ist eine eindeutige Abbil-
dung f : D — IR einer Menge D C IR in die Menge der reellen Zahlen, die jedem
x € D eindeutig einen Funktionswert y € IR zuordnet,

fioz—y mit y = f(z)

D heifit Definitionsbereich, wahrend der Wertebereich W die Menge aller Werte ist,
die y annimmt, wenn x den Definitionsbereich durchlauft. x wird als unabhdngige
Variable, y als abhingige Variable bezeichnet. z in f(z) heiBt das Argument von f.

Die Groflen z und y werden im Zusammenhang mit Funktionen also als Variablen (Verdnder-
liche) bezeichnet. Bezichungen zwischen Variablen lassen sich verschieden darstellen. Neben
der expliziten oder funktionalen Darstellung y = f(x) der Definition kénnen wir Beziehun-
gen auch implizit darstellen in der Form F(z,y) = 0. Beispiele dafiir haben wir in Form der
algebraischen Gleichungen wie der Ebenengleichung und der Gleichung fiir die Kugelschale ken-
nengelernt. Haben wir schon dort gesehen, dass eine implizite Darstellung allgemeiner ist als
die explizite Darstellung, so gibt es implizite Darstellungen wie z.B. z +y+v° — 1 = 0, die sich
erst gar nicht in eine explizite Form y = f(z) bringen lassen.

Als dritte Art der Darstellung gibt es die Parameterdarstellung, bei der eine weitere Veran-
derliche ¢ € IR herangezogen wird, um die Werte von x und y in Beziehung zu setzen,

=), y=1() (3.18)

Auch hier ist nicht immer davon auszugehen, dass wir zu einer funktionalen Darstellung iiber-
gehen konnen. Schliefllich kénnen als Darstellungen auch die Beschreibung durch Worte, die
Wertepaare in einer Tabelle oder die graphische Verbildlichung herhalten. Dies alles erwéhne
ich hier, um die Besonderheit der eindeutigen Zuordnung durch eine Funktion herauszustellen.

3.3.1 Ganzrationale Funktionen oder Polynome

Welche Funktionen sind uns bisher begegnet? Zunéchst einmal war da die Geradengleichung in
der Ebene. Als funktionale Beziehung dargestellt ist sie eine lineare Funktion

y=f(zr)=ax+b (3.19)

(iibrigens: eine lineare Abbildung gemé&fl der Linearen Algebra ist sie nicht, sofern b # 0 ist).
Betrachten wir den Graphen der linearen Funktion, so ergibt sich natiirlich wieder eine Gera-
de. a ist die Steigung. Sie beschreibt den Anstieg (oder Abfall) der Geraden beim Vorriicken
entlang = um eine Einheit. Der Achsenabschnitt b schliellich deutet an, wo die Gerade die y-
Achse schneidet. Mit diesen beiden Angaben konnen wir die Gerade schnell in das Diagramm
einzeichnen, ohne viele Einzelwerte ausrechnen zu miissen. Haben wir umgekehrt zwei Paare
(x1,71) und (z9,y2) von Variablen gegeben, so konnen wir den Strahlensatz anwenden, um die
funktionale Abhéngigkeit als

Y—Yy1  Y2—U

r — T N To — I

(3.20)
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der Geraden durch diese beiden Punkte zu bestimmen.
Die quadratische Funktion
y = ax® + br +c, a#0 (3.21)

liefert als Graphen eine Parabel. Der Spezialfall y = 22 wird als Normalparabel bezeichnet. Wir
konnen den allgemeinen Ausdruck durch quadratische Ergédnzung auf die Form

y = al(zr — 20)* + o (3.22)

bringen. Dabei ist S(xz¢,yo) der Scheitelpunkt der Parabel und a die Streckung gegeniiber der
Normalparabel. Parabeln mit a < 0 sind nach unten hin geoffnet. Rechentechnisch einfacher
lasst sich die quadratische Funktion iibrigens im Hornerschema darstellen, y = (az + b)x + c.

Es folgen dann kubische und quartische Funktionen, die sich zusammen mit den vorange-
gangenen und weiteren unter dem Begriff der ganzrationalen Funktionen n-ten Grades,

Y= P (2) = apt" + ap_12" "+ ..+ agx® + a17 + ay, ar € R, a, #0 (3.23)
zusammenfassen lassen. Auch hier ergibt sich natiirlich ein entsprechendes Hornerschema,
P(x) = (- ((apx + ap-1)x + ap—2) + ... + a1)x + ao. (3.24)

Ganzrationale Funktionen werden haufig auch als Polynome bezeichnet.

3.3.2 Nullstellen und Fundamentalsatz der Algebra

Wir wissen, dass die lineare Funktion fiir a # 0 genau eine Nullstelle besitzt, also einen Wert
1 € R, fiir den sich f(x) = 0 ergibt, also die entsprechende lineare Gleichung az + b = 0
gelost wird. Es ist dies der Wert 7 = —b/a. Ausgedriickt durch diese Nullstelle erhalten wir
f(x) = a(x — x1). Die quadratische Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 kénnen wir durch Division von
a auf die Form 2% + px + ¢ = 0 bringen. Die Lésung geschieht mit Hilfe der pg-Formel,

P p? p [p?
S S - _= - . 3.25
Ty 2 4 q, ) 2 + 4 q ( )

Wir wir einige Vorlesungstage zuvor gesehen haben, fallen die Nullstellen fiir p*> = 4¢ zusammen,
withrend sie fiir p? < 4¢ komplexe Werte annehmen. Lassen wir das Zusammenfallen wie auch
diese komplexen Werte gelten, so besitzt die quadratische Gleichung zwei Losungen, also die
quadratische Funktion zwei Nullstellen und lasst sich durch diese als f(x) = a(z — z1)(z — 22)
schreiben. Dies kann nun auf ganzrationale Funktionen verallgemeinert werden im sogenannten
Fundamentalsatz der Algebra:

Ist eine ganzrationale Funktion P(z) gegeben als
Po(z) =Y apa®, a, #0,
k=0

so existieren n komplexe Zahlen x4, zs, ..., x, € €, mit denen sich P(z) als
Py(x) = ap(x —z1)(x — 29) -+ (x — )

schreiben lasst fiir alle x € C.
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Die wichtigste und zentrale Aussage des Satzes ist, dass die komplexen Zahlen ausreichen, um
alle algebraischen Polynomgleichungen zu l6sen. Verfolgen wir das Geschehen bei der linearen
und quadratischen Funktion, so kénnten wir die Vermutung hegen, dass fiir die kubische Funk-
tion und ganzrationale Funktionen hoherer Ordnung noch andere Zahlensysteme auftauchten.
Der Fundamentalsatz versichert uns nun, dass dies nicht der Fall ist.

Stillschweigend haben wir den Funktionenbegriff nun von den reellen auf die komplexen
Zahlen erweitert, zumindest fiir die ganzrationalen Funktionen. Wir sprechen hier von einer
Fortsetzung in die komplexe Ebene. Fiir ganzrationale Funktionen ist dies ohne weiteres moglich,
bei anderen Funktionen (beispielsweise der Wurzel) miissen wir da etwas vorsichtiger sein.

3.3.3 Gebrochen rationale Funktionen und Polynomdivision

Dividieren wir ein Polynom P,(z) durch ein anderes Polynom @,,(x), so erhalten wir die nur
fir z mit Q,,(x) # 0 definierte gebrochen rationale Funktion

_ Py(x)  apa™+ 12"V 4. 4+ ar + ag
Y= 0m@) ~ o™ + bz bz + by

(3.26)

Eine gebrochen rationale Funktion mit m < n ist nur unecht gebrochen, denn sie lédsst sich in
eine ganzrationale Funktion und eine echt gebrochene Funktion (mit m > n) auftrennen. Das
Hilfsmittel hierzu ist die Polynomdivision. Ich fiihre sie an einem Beispiel vor.

2x% — 323 — 622 + 132 — 6
y:

R ist unecht gebrochen. (3.27)

Das Schema fiir die Polynomdivision liefert

(22* —32° —62* + 132 —6) : (2 —42) = 22 —3 Rest 22° +2—6

- 22 (2® — 4x)
—32% +22* + 132 — 6
— - 3(z? —4x)
20>+ 2 —6
Als Ergebnis ergibt sich
202+ — 6
=2r -3+ ——. 3.28

Liicken sind schliefllich gemeinsame Nullstellen von Nenner- und Zé#hlerpolynom. Dort ist die
gebrochen rationale Funktion zwar nicht definiert, kann aber entsprechend ergénzt und die
Liicke damit geschlossen werden. Wir konnen das Beispiel fortsetzen,

2 +2—-6  (2z-3)(z+2) 2¢ —3

= ird ergénzt durch = —. 2
i T 2@ —2) wird ergénzt durch y @ =2) (3.29)

Y

Die Nullstelle des Nennerpolynoms bei x = 2 erwies sich also als Liicke und konnte geschlossen
werden, indem durch den Faktor (z + 2) gekiirzt wurde. Beachten Sie aber, dass die ergéanzte
gebrochen rationale Funktion aber strenggenommen nicht mehr dieselbe Funktion ist, da ihr
Definitionsbereich nun ein anderer geworden ist.
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3.3.4 Partialbruchzerlegung

Eine wichtige Moglichkeit zur Vereinfachung einer echt gebrochenen Funktion, bei der zumin-
dest ein Teil der Nullstellen bekannt ist, stellt die Partialbruchzerlegung dar. Wir betrachten
dazu wieder ein Beispiel,

222 + 9 — 22 222 + 91 — 22 222 + 91 — 22

P2 —dot8 (@ D@-2) (@-2(e+2) (3:30)

Bei der Stelle x = 2 handelt es sich um eine doppelte Nullstelle. Nun kann man sich vorstellen,
dass sich diese gebrochen rationale Funktion aus allen mdéglichen gebrochen rationalen Termen
zusammensetzt, die nur einen Teil der Nennerfaktoren enthalten. Auf den gemeinsamen Nenner
gebracht, erhalten wir den gleichen Nenner wie vorher. Wéhlen wir einen Ansatz

2'+00-2 A B C -
(r—2)2%(z+2) (z-22 -2 z+2 ‘

so konnen wir die rechte Seite auf den gemeinsamen Hauptnenner bringen,

A B C Alx +2)+ Bz — 2)(x +2) + C(z — 2)*
= : .32
w—2? z-2 12 (= 22(x 1 2) (3:32)
Fiir den Zéhler ergibt sich dann
|
202 + 97 — 22 = (B+ C)2* + (A —4C)z + A — 4B + 4C. (3.33)

Vergleichen wir die verschiedenen Potenzen von x miteinander, stellen wir also einen Koeffizi-
entenvergleich an, so ergibt sich das lineare Gleichungssystem

B+C=2 A—-4C =9 2A - 4B +4C = —22. (3.34)
Dieses schliellich wird gelost durch A =1, B =4 und C' = —2. Das Ergebnis ist also

2P40r-2 _ 1 4 2
23— 222 —dx+8 (z-2)2 -2 z+2

(3.35)

3.3.5 Die Umkehrfunktion

Eine Funktion y = f(x) heifit eineindeutig (bijektiv), wenn zu jedem y € W im Wertebereich
nur ein € D im Definitionsbereich gehort, fiir das f(x) = y gilt. Eine eineindeutige Funktion
ist umkehrbar, d.h. sie definiert eine Funktion f~! mit x = f~!(y), die Umkehrfunktion.

Eine Umkehrfunktion wird normalerweise durch Auflosen der expliziten Funktionsgleichung
y = f(x) nach der Variablen z bestimmt. Im Diagramm ist die Umkehrfunktion z = f~!(y)
genau derselbe Graph wie der fiir y = f(x), er wird nur aus einer anderen Position betrachtet.
Vertauschen wir aber die Variablen, d.h. schreiben wir y = f~!(z), so entspricht das graphisch
der Spiegelung an der Diagonalen, die durch die Gerade x = y beschrieben wird.

Ist eine Funktion nicht eineindeutig, so muss der Definitionsbereich entsprechend einge-
schrankt werden, bevor die Umkehrfunktion gebildet werden kann. Beispiele dafiir werden wir
bald kennenlernen, wie beispielsweise Potenzfunktionen und trigonometrische Funktionen.
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3.3.6 Potenzfunktionen

Vor der Verwendung von Potenzfunktionen wiederholen wir kurz die Rechenregeln fiir Potenzen.
Nichtnegative ganzzahlige Potenzen a™ mit Basis a und Exponent n definieren sich einfach iiber
das n-fache Produkt. Es ist daher klar, dass die folgenden Regeln gelten:

a®=1 fiira#0, 0"=0, 1"=1 firn#0 (3.36)

als wichtige Spezialfille,

@ = (@), = (Z) fiir b # 0 (3.37)

sowie "
a*a™ = a"t"m, @™ i a # 0, (@)™ =a"™. (3.38)

am

Die vorletzte Regel gilt strenggenommen auch nur fiir n > m. Doch weiten wir mit
_ L.
a"=— fira#0 (3.39)
an

die Definition auch auf negative Exponenten aus, so kénnen wir diese Bedingung gleich wieder
fallenlassen. Hilfreiche Merkregeln sind (auch nach der nachfolgenden Ausweitung auf andere
Zahlensysteme)

1. Potenzbildung ist distributiv beziiglich Multiplikation und Division.

2. Das Produkt zweier Potenzen mit gleicher Basis liefert die Summe der Exponenten.
3. Der Quotient zweier Potenzen mit gleicher Basis liefert die Differenz der Exponenten.
4. Die Potenz einer Potenz liefert das Produkt der Exponenten.

Wie Sie festgestellt haben, gehen wir hier genauso vor wie bei der Einfithrung der verschiedenen
Zahlensysteme, nur jetzt fiir den Exponenten. Denn auch rationale Exponenten sind moglich.
Denn die n-te Wurzel "y/a aus einer nichtnegativen Zahl a ist definiert als diejenige nichtnega-
tive Zahl b, welche die Gleichung ™ = a 16st. a heifit hier Radikand, wird aber sogleich mit der
Basis identifiziert. Schreiben wir fiir die Wurzel die Potenz b = a? mit zunéchst unbestimmtem
Exponenten, so ergibt sich aus der Definition

!
V'=(@)"=a"=a'=a & @m=1 &q= (3.40)

1
o
Wir konnen also schreiben

"Ja = a’'m, ("Va)™ = a™". (3.41)

Damit ergeben sich Exponenten mit rationalen Werten. Die Rechenregeln von oben gelten
weiterhin, allerdings mit der Einschrinkung, dass die Basis nun nicht mehr negativ sein darf.!
Schliefflich verallgemeinern wir auf Exponenten aus IR, indem wir den Zahlenstrahl ;abdichten®.

'Fiir Wurzeln kénnen wir noch die Ausnahme gelten lassen, dass Wurzeln mit ungeraden Wurzelexponenten
weiterhin definiert sind, also beispielsweise 3v/—z = —3/z, doch legt die obige Wurzeldefinition in jedem Fall
das Vorzeichen der Wurzel selbst als positiv fest.
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Haben wir die Potenzregeln nun fiir reelle (wenngleich nichtnegative) Basis und Exponenten
in Erinnerung gerufen, so fillt es leicht, die Potenzfunktion zu definieren,

y=x°, a€lR, x> 0. (3.42)

Auch der Fall x = 0 fiir die Basis wird hier herausgenommen, da sich fiir & = 0 der inbestimmte
Ausdruck 0° ergeben wiirde. Die Potenzfunktionen sind allesamt eineindeutige Abbildungen.
Damit kann die Umkehrfunktion gebildet werden — die wiederum eine Potenzfunktion ist, aller-
dings mit dem Exponenten 1/«. Hier muss verstiandlicherweise o = 0 ausgeschlossen werden,
die konstante Funktion y = 2° = 1 (als Potenzfunktion) hat keine Umkehrfunktion. Alle Po-
tenzfunktionen gehen iibrigens durch den Punkt (1,1), was sich aus der Regel 1* = 1 ergibt.
Wihrend die Potenzfunktionen fiir & > 0 auch durch den Ursprung gehen (wegen 0% = 0), ist
das fiir diejenigen mit negativem Exponenten nicht mehr der Fall, sie divergieren stattdessen.

3.3.7 Exponential- und Logarithmusfunktion

Exponentialfunktionen beruhen auf Potenzen, nur dass in diesem Fall nicht die Basis, sondern
der Exponent die unabhéngige Variable ist, wie der Name schon andeutet. Beachten Sie also:

Es gelten fiir Exponentialfunktionen dieselben Rechenregeln wie fiir Potenzfunktionen!

Die Exponentialfunktion zur Basis a ist definiert als
y=a", a>0,a#]1. (3.43)

Der Definitionsbereich der Exponentialfunktion ist die gesamte reelle Achse, R =| — oo, +0o0],
der Wertebereich dagegen nur die positive reelle Achse |0, +o0o[. Wegen a’ = 1 ist der Punkt
(0,1) allen Exponentialkurven gemeinsam. Die Abbildung ist erneut eineindeutig, womit wir die
Umkehrfunktion definieren konnen, die Logarithmusfunktion. Was ist also der Logarithmus?

Unter dem Logarithmus zur Basis a versteht man diejenige Zahl ¢, welche fiir positives b die
Gleichung b = a¢ erfiillt. Wir schreiben

c=1log,(b), a>0,a#1 b>0. (3.44)

Die Potenzregeln kehren sich um zu den Logarithmenregeln (fiir b,by,b, > 0 und a > 0, a # 1)

log, 1 =0, log,a =1,
lOga(blbg) = 1Oga bl + IOga bg, loga(bl/bg) = loga b1 — lOga bQ
sowie log,(b°) = clog,b fiir c € IR. (3.45)

Produkte gehen also iiber in Summen, Quotienten in Differenzen, und Potenzen in Faktoren.
Gezeigt werden diese Regeln durch Einsetzen in den Exponenten der entsprechenden Potenz,

denn es gilt
'8 = p, log,(a%) = c. (3.46)

Was geschieht beim Wechsel der Basis? Dazu berechnen gilt
log,, b =1log, (as’) = (log,, as)c = (log,, as)log,, b. (3.47)

Es muss also mit dem Logarithmus der alten in der neuen Basis multipliziert werden.
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Eine in den Naturwissenschaften iiberaus gebraduchliche Basis sowohl fiir die Potenz wie
auch fiir den Logarithmus ist die Eulersche Zahl e, die wir bereits in dem ,,Beispiel aus der
Finanzwelt“ kennengelernt haben. Doch nicht nur bei der Verzinsung eines Kapitals spielt sie
eine Rolle, sondern auch bei Eigenschaften wir ,,Lebensdauer® (einer Polulation, eines Molekiils,
eines Atoms) und Halbwertszeit tritt sie auf. Der Logarithmus wird als natirlicher Logarithmus
bezeichnet. Da wir wissen, wie wir von einer Basis zur anderen durch reine Multiplikation mit
einem Faktor iibergehen konnen, werden wir uns im Folgenden auf diese Basis konzentrieren.

Die Ezponentialfunktion (zur Basis e) ist gegeben als y = e®, der zugehorige (natirliche)
Logarithmusfunktion lautet
y=Inz=log, z, x>0. (3.48)

Die Bezeichnungsweisen in Klammern werden héufig fortgelassen.

3.3.8 Trigonometrische Funktionen und Arcusfunktionen

Die trigonometrischen Funktionen sind uns schon ein paarmal begegnet. Damit es ihnen und
uns nicht langweilig wird, erweitern oder dndern wir jedesmal etwas an ihnen. Hier wollen
wir die Winkelangabe in Bogenmaf§ einfithren. Der Winkel in Bogenmaf ist diejenige Lénge,
welche der Bogen eines Einheitskreises beim Uberstreichen dieses Winkels besitzt. Dies ist ein
sinnvolles Ma#B fiir die weiteren Rechnungen, denn betrachten wir einen sehr kleinen Winkel, so
sind Sinus, Bogenmafl und Tangens nahezu gleich. Wie also ist die Umrechnung?

Der Einheitskreis hat den Umfang 27, dieser Wert fiir das Bogenmafl entspricht also dem
Winkel in Grad von 360°. 180° ist dann die Kreiszahl 7 selbst, 90° ist 7/2, 60° ist 7/3 und 45°
ist 7 /4. Uben Sie ein wenig mit dieser Umrechnung, dann diirfte es Thnen keine Probleme mehr
bereiten, den Winkel in Bogenmafl anzugeben. Wir definieren nun:

Als trigonometrische Funktionen ( Winkelfunktionen) bezeichnet man die Funktionen

y = sinz (Sinusfunktion)

y = cosw (Cosinusfunktion)

y = tanx = sma,” x # T +kmn, keZ (Tangensfunktion)
CcoS T 2

y = cotx = c?sx’ x£km, kel (Cotangensfunktion). (3.49)
sin x

Der Definitionsbereich ist (bis auf die Ausnahmen bei Tangens und Cotangens) der Bereich der
reellen Zahlen IR, doch wéhrend der Wertebereich der Sinus- und Cosinusfunktion auf [—1, 1]
beschrankt ist, ist er fiir die anderen beiden erneut IR.

Die trigonometrischen Funktionen sind von herausragender Bedeutung an all den Stellen in
der Naturbeschreibung, an denen Schwingungen und Wellen beobachtet werden. Wie wir bereits
festgestellt haben, sind sie periodische Funktionen, Sinus- und Cosinusfunktion mit der Periode
27, Tangens- und Cotangensfunktion dagegen mit der kiirzeren Periode m. Wir wiederholen
hier noch einmal,

sin(2r + ) = sin(x),  cos(2w + x) = cos(z),

tan(m + x) = tan(z),  cot(m + x) = cot(x). (3.50)
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Um die Umkehrfunktion einer trigonometrischen Funktion bestimmen zu kénnen, muss daher
der Definitionsbereich entsprechend eingeschrénkt werden. So wéhlt man fiir den Sinus nur
den Bereich zwischen —7/2 und +7/2, in dem die Funktion eineindeutig ist, fiir den Cosinus
den Bereich zwischen 0 und «. Fiir Tangens und Cotangens ergeben sich die ensprechenden
Definitionsbereiche zwischen den Definitionsliicken, die aus dem Bereich ausgeschlossen sind.
Definitions- und Wertebereich vertauschen sich dann bei Umkehrung, wir erhalten also:

Die Arcusfunktionen (zyklometrischen Funktionen) sind gegeben als
y = arcsinx (Arcussinus, D = [—1,+1], W = [-7/2,7/2])
Yy = arccosx (Arcuscosinus, D = [—1,+1], W = [0, 7])
y = arctanx (Arcustangens, D = R, W = | — /2, 7/2])

y = arccotx (Arcuscotangens, D = IR, W =0, x[). (3.51)

3.3.9 Verkettete Funktionen

Holen Sie erst einmal tief Atem! Es war eine ganze Formelsammlung von Definitionen, die wir
hier zuriickgelegt haben. Vieles war IThnen vermutlich schon bekannt, aber dennoch war eine
Wiederholung wichtig. Etwas haben wir aber noch vergessen, ndmlich die Md&glichkeit, Funk-
tionen zu verketten. Was ist damit gemeint? Nun dies, dass der Funktionswert einer Funktion
in eine zweite Funktion eingesetzt wird.

Ist fiir # € D eine Funktion z = g(z) mit dem Wertebereich W gegeben und ferner
fir z € W eine Funktion y = f(z), so heifit

y=[f(9(x)), z€D (3.52)

verkettete (oder mittelbare) Funktion von x.

Mathematiker schreiben auch (f o g)(z) = f(g(z)). Natiirlich ist die Verkettung nicht kommu-
tative, f o g # g o f. So sei beispielsweise g(z) = 2%, f(x) = sinz. Dann ist

flg(z)) = sin 2% = sin(2?) (D=R, W=[-1,1]), aber
g(f(z)) = sin’z = (sinz)? (D=IR, W=]0,1]). (3.53)

Zur Bestimmung der Umkehrfunktion nehmen wir die Verkettung wieder auseinander und
schreiben z = g(x) und y = f(z). Die Umkehrung liefert z = ¢7'(2) und z = f~!(y), so
dass wir x = g7 (f"X(y)) = (¢ o f71)(y) erhalten. Bei der Umkehrung kehrt sich also auch
die Reihenfolge der Verkettungen um,

(fog) =g lof™ (3.54)

Bisher haben wir Funktionen im Bereich der reellen Zahlen betrachtet. Viele davon lassen sich
auf die komplexe Zahlenebene fortsetzen, und ein Beispiel haben wir bereits bei den rationalen
Funktionen kennengelernt. In einem kurzen, letzten Abschnitt dieses Kapitels mochte ich jedoch
noch auf einige Neuerungen kommen, die auch einen niitzlichen Zusammenhang herstellen.
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3.4 Funktionen im Komplexen

Wir haben die vier Grundrechenarten fiir die komplexen Zahlen betrachtet. Was wir noch nicht
betrachtet haben, ist das Ziehen einer Wurzel aus einer komplexen Zahl. Ist es iiberhaupt
moglich, fithrt es nicht aus der Zahlenmenge hinaus z.B. in die Menge der quartischen Zahlen?
Um dies verneinen zu koénnen, brauchen wir die Eulersche Gleichung.

3.4.1 Eulersche Gleichung und Polardarstellung

Die Eulersche Gleichung stellt eine Beziehung her zwischen der Exponentialfunktion mit rein
imagindrem Argument und den trigonometrischen Funktionen,

e'¥ = cos ¢ + isin . (3.55)

Ich weif} nicht, wie Leonhard Euler (1707-1783), der auch der , Erfinder” der komplexen Zahlen
ist, seinerzeit diese Gleichung nachwies. Wir werden sie spéter ganz einfach im Vergleich der
Taylorreihen der beteiligten Funktionen entdecken. Doch wie hilft sie uns?

Betrachten wir eine komplexe Zahl in der Gauf3schen Zahlenebene, so schlie3t der Strahl, der
zu dieser komplexen Zahl fiithrt, einen Winkel ¢ mit der reellen Achse ein. Ist r der Abstand zum
Ursprung, so ist der Realteil der komplexen Zahl z = a + ib durch a = r cos ¢, der Imaginéarteil
aber durch b = rsin ¢ gegeben. Es ergibt sich die Polardarstellung der komplexen Zahl,

z=a+ib=r1cosp+rsing = r(cosp + isin p) = re'. (3.56)

Sind Realteil a und Imaginérteil b gegeben, so lassen sich Radius r und Phase @ bestimmen,
b
r=+va%+ b, tanp = —. (3.57)
a

Besser ist es allerdings, fiir die Bestimmung von ¢ die beiden Gleichungen cos ¢ = a/r und
sing = b/r zu verwenden, da erst diese beiden Forderungen die Phase im Intervall [0, 27|
eindeutig festlegen. Beachten Sie, dass wegen der Periodizitédt der trigonometrischen Funktionen
die Phase nur bis auf eine Drehung um 27 bestimmt ist, dass also gilt

P2 — % gder €™ =1. (3.58)

3.4.2 Quadratwurzel einer komplexen Zahl

Nun ist das Ziehen der Quadratwurzel einer komplexen Zahl denkbar einfach. Da die Quadrat-
wurzel die Potenz mit Exponent 1/2 ist, erhalten wir

VzZ = et = \/r (cos(p/2) + isin(p/2)) . (3.59)

Zu beachten ist, dass dies nicht die einzige Quadratwurzel ist. Die zweite ergibt sich aus der
nichsten Periode von ¢ (wihrend die iibernéchste wieder mit der ersten zusammenfllt),

N Jreletm/2 - V1 (cos(p/2 +7) +isin(p/2 + 7)) =
= V(= cos(p/2) — isin(p/2)) = —yiE (3.60)

(die Notation ,/; ist meine ganz personliche), sie stehen sich also gegeniiber.
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3.4.3 Allgemeine Wurzeln einer komplexen Zahl

Fiir eine allgemein n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl ergibt sich

, 21k 21k

"z = "Wre$tmkl/n — ./ (COS (SO + W) + i sin <¢ + W)) ., keZ. (3.61)

n n n n
k nimmt sinnvollerweise die Werte £ = 0,1,...,n —1 an, die Wurzel fiir k£ = n fallt mit der fiir
k = 0 zusammen. Wir haben also n Wurzeln vorliegen, die durch Drehung um 27 /n ineinander

iibergehen. Als Beispiel wihlen wir z = —1 = €. Dann ergeben sich die vierten Wurzeln
=1 = cos(ﬁ)—i—z'sin(ﬂ) = L(1—1—2’)
1 o 4 4 - 2 )
3T 3T 1

4 ,~1 = cos <4> + 7sin <4) = 72(_1+i)7
4 ;1 = cos (T) + ¢sin (52) = 12(_1 — i),
A coS (T) + 2 sin (T) = \}5(1 — ). (3.62)

3.4.4 Exponentialdarstellung der trigonometrischen Funktionen

=
|
—_
I

Wir konnen die Eulersche Gleichung auch umdrehen und die trigonometrischen Funktionen
durch die Exponentialfunktion ausdriicken. Das komplex Konjugierte der Gleichung ist

e’ = cosp — isin . (3.63)

Durch Addition und Subtraktion erhalten wir

1 . . 1 . .
cos p = 5(6“" +e7'%), sinp = g(ew —e"?). (3.64)
i
Tangens und Cotangens ergeben sich entsprechend zu
e — e e 4 e
an ¢ 1 prrSp—— cotp =1 pr——— ( )

3.4.5 Herleitung der Additionstheoreme

Auch die Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen lassen sich mit der Eulerschen
Gleichung sehr einfach zeigen, denn auf der einen Seite ist

e!PrH2) = cos(ip1 + a) + i sin(pr + o), (3.66)
auf der anderen Seite ergibt sich aber durch Multiplikation

e¥1e? = (cosy +ising;)(cosps +ising,) =

= COS (1 COS Py — SiN Py 8in Yy + i(Sin P COS P + COS Y1 sin Ys). (3.67)

Der Vergleich von Real- und Imaginérteil liefert die zwei fundamentalen Additionstheoreme.
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3.4.6 Hyperbolische Funktionen

Schliefllich kann die Eulersche Gleichung von der imaginéren Achse zuriick auf die reelle Achse
versetzt werden. Dann erhalten wir

e® = cosh z 4 sinh z, e * = cosh z — sinh z. (3.68)

Die hyperbolischen Funktionen
1 N . 1 _
cosh z = i(ez +e77), sinh z = i(ez —e7) (3.69)

sind im Gegensatz zum Sinus und Cosinus nicht mehr periodisch. Der Definitionsbereich beider
Funktionen ist IR. Der Wertebereich der hyperbolischen Sinusfunktion (Sinus hyperbolicus) ist
ebenfalls IR, der Wertebereich der hyperbolischen Cosinusfunktion (Cosinus hyperbolicus) aber
nur die reellen Zahlen grofler oder gleich Eins. Die beiden anderen hyperbolischen Funktionen
definieren wir entsprechend wie bei den trigonometrischen Funktionen,

sinh z cosh z
, coth z =

sinh z (3:70)

Schlielich wollen wir noch die Umkehrfunktionen bestimmen. Wahlen wir ¢ = ¢* (und damit
e * = 1/(), so erhalten wir eine quadratische Gleichung zunéchst fiir die eineindeutige Funktion
y = sinh z,

y=5( =) =21/ & F-2C-1=0 (3.71)

Diese Gleichung hat die zwei Losungen ( = y ++/y? + 1. Doch ¢ muss als Exponentialfunktion
positiv sein. Daher ist nur das obere Vorzeichen giiltig, es ergibt sich durch Logarithmieren

z = In¢ = In <y+\/y2—|—1) = Arsinh(y).

Entsprechend ist In <y +/y? — 1) = Arcosh(y). (3.72)

3.4.7 Eine Bemerkung zur Schreibweise

Sie waren vermutlich bei der Fortsetzung auf die komplexe Ebene etwas verwirrt, warum wir
plotzlich statt der fast immer gebrauchten unabhéngigen Variablen x die Variable z verwen-
det haben. Nun, zunéchst steht uns génzlich frei, welchen Namen wir den Variablen geben.
Doch halten sich Physiker im Allgemeinen daran, bei komplexen Zahlen den Buchstaben z zu
verwenden, um in der Darstellung z = x + iy vom Realteil x unterscheiden zu kénnen.
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Kapitel 4

Differential- und Integralrechnung

Funktionen begegnen uns in der Naturbeschreibung in vielfaltiger Weise. So kénnen mit ihnen
in einem Fallversuch die Bewegung eines Kugel unter dem Einfluss der Schwerkraft beschrieben
und bei dem Wurf der Kugel die Wurfbahn berechnet werden, vielschichtige Schwingungs-
vorginge in exakten Termina ausgedriickt und dargestellt werden. Ein wichtiges Element fehlt
uns jedoch hier, ndmlich die Mdoglichkeit, Details wie Gesamtheiten fiir die Vorgéinge zu analy-
sieren, um aus ihnen einfache Prinzipien abzuleiten, welche die Vorgénge beschreiben.

4.1 Details, Gesamtheiten und Gesetze

Was meine ich mit alledem? Betrachten wir das Eingangsbeispiel der Wurfbahn, so méchten wir
beispielsweise als Detail zu jedem Zeitpunkt wissen, welche Geschwindigkeit das Wurfgeschoss
besitzt, und schlielich interessiert uns auch, welche Beschleunigung sich fiir dieses Geschoss
aus der Bewegung ergibt. Denn diese Beschleunigung ist eng verkniipft mit der Kraft, die auf
das Wurfgeschoss wirkt. Zur Bestimmung von Geschwindigkeit und Beschleunigung wie auch
vieler anderer Mefigrofien ist die Differentialrechnung wichtig.

Betrachten wir eine andere ,,Wurfbahn“, ndmlich die Bahn eines Planeten um die Sonne,
so ist es eher eine Gesamtheit, ndmlich die in einer Zeit vom Ortsvektor iiberstrichene Fléche,
welche mit physikalischen Gesetzen in Zusammenhang steht. Hier ist es entscheidend, den Be-
wegungsvorgang aus vielen kleinen Teilstiicken aufzusummieren, um eine Aussage zu erhalten.
Wir bedienen uns in diesem Fall der Integralrechnung.

Schliellich kommt dann die Modellbildung ins Spiel. Wie schon erwahnt, besteht sowohl
beim ersten wie auch beim zweiten Wurfvorgang eine enge Beziehung zwischen der Beschleuni-
gung, die der Kérper erfahrt und der Kraft, die auf ihn wirkt. Wir beschreiben diese Beziehung
durch Naturgesetze. Diese sind zunéchst einmal Modelle, deren Vorhersagen z.B. in Form von
Bahnkurven der Realitét geniigend nahe kommen, so dass man schon fast versucht ist, die von
uns aufgestellten Naturgesetze mit der Wirklichkeit gleichzusetzen. Lassen Sie mich aber nicht
in philosophische Betrachtungen dariiber abschweifen, was Wirklichkeit denn eigentlich ist.
Tatsache ist, dass solche GesetzmifBigkeiten gemeinhin als Differentialgleichungen geschrieben
werden, also als eine Beziehung zwischen Gréflen wie dem Ort, der Geschwindigkeit und der Be-
schleunigung des beschriebenen Korpers. Die Wurfbahn ist dabei nur ein Beispiel unter vielen,
auch viele Prozesse in der Biologie, Chemie, Geologie und anderer exakter Naturwissenschaften
werden erfolgreich mit Hilfe von Differentialgleichungen beschrieben.
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4.2 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Wie gesagt, wir haben im vorangegangenen Kapitel viele Funktionen kennengelernt, und durch
die Verkettung von Funktionen ist uns die Moglichkeit an die Hand gegeben, selbst die skurilsten
funktionalen Zusammenhénge darzustellen. Doch Vorsicht ist geboten. Immer wieder miissen
wir nachpriifen, ob eine Funktion auch dort definiert ist, wo wir sie berechnen wollen. So macht
die Division durch x beispielsweise dort Probleme, wo wir uns dem Wert x = 0 néhern.

4.2.1 Der Grenzwert einer Funktion

Wir werden im Folgenden zwei erfolgreiche Konzepte des letzten Kapitels verbinden, um hier
die notige Vorsicht walten zu lassen. Das Konzept des Grenzwertes, auf Funktionen angewendet,
liefert Aussagen iiber den Definitions- und Wertebereich dieser Funktionen.

Unter dem Grenzwert einer Funktion f(x) an einer Stelle xq verstehen wir den Wert f,
gegen den f(x) strebt, wenn x gegen x, strebt,

lim f(x) = fo oder flz) — fo fir x— x. (4.1)

T—T0

Was aber ist darunter zu verstehen, dass ,,x gegen zq strebt?“ Man versteht darunter, dass z
eine beliebige Zahlenfolge {x,} durchlauft, die gegen o konvergiert. Die Existenz eines Grenz-
wertes bedeutet entsprechend, dass die sich ergebende Zahlenfolge { f(x,)} gegen den Wert f
konvergiert. Die Betonung liegt dabei auf , beliebige Zahlenfolge®.

4.2.2 Linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert

Im allgemeinen Fall konnen uns auf jedem beliebigen Weg der betreffenden Stelle ndhern und
erhalten immer einen eindeutigen Grenzwert, der dann meist mit dem Funktionswert y(zo)
an der Stelle zusammenfillt. Doch in einigen Féllen scheitert dieses Unterfangen. Macht die
Funktion beispielsweise an einer Stelle einen Sprung, so liefern Zahlenfolgen, bei denen alle
T, < o sind, einen anderen Wert als solche, bei denen z,, > x( sind. Diese beiden Grenzwerte
bezeichnen wir als linksseitigen bzw. rechtsseitigen Grenzwert. Fiir eine Zahlenfolge, die um
den Wert x, alternierend konvergiert, konvergiert f(x,) nicht.

4.2.3 Uneigentlicher Grenzwert

In einigen Fillen besitzt die Funktion auch die Eigenschaft, dass der Grenzwert fiir z — +o00
oder x — —oo existiert und einen endlichen Wert liefert. Ein solcher Grenzwert wird uneigent-
licher Grenzwert genannt. Divergiert umgekehrt die Zahlenfolge { f(z,)} fiir jede Folge {x,}
mit x, — xg, so heiit die Funktion in diesem Punkt divergent, der Punkt x( selbst wird als
Polstelle der Funktion bezeichnet.

4.2.4 Stetige Erginzbarkeit

Wir ndhern uns langsam wieder dem ,Normalfall“. Stimmen der linksseitige und der rechts-
seitige Grenzwert iiberein und sind diese nicht uneigentliche Grenzwerte, so konnen wir die
Funktion, sofern sie an diesem Punkt nicht definiert sein sollte, stetig ergdnzen. Ein Beispiel
haben wir in den gebrochen rationalen Funktionen kennengelernt, bei denen ein Faktor (z — )
in Nenner und Zéhler stand, dessen , Kiirzung“ eben jener stetigen Ergénzung entspricht.
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4.2.5 Stetigkeit

Doch halt, haben wir da eben nicht einen Begriff benutzt, der eigentlich noch nich da war? Was
ist unter Stetigkeit zu verstehen, wann ist eine Funktion in einem Punkt z( stetig zu nennen?
Sicherlich dann, wenn linksseitiger und rechtsseitiger Grenzfall existieren, iibereinstimmen und
dazu noch gleich dem Funktionswert f(zo) an dieser Stelle sind,
lim f(x) = f(zo) = lim f(2) (4.2)
.’E"ﬁo JL’HCL’O
(dabei ist symbolisch x; = g — 0, x§ = 2o + 0). f(x) muss natiirlich an diesem Punkt z = z
definiert sein. Es gibt noch eine genauere Definition fiir Stetigkeit, doch iiberlassen wir es besser
den Mathematikern, diese zu formulieren und bleiben wir stattdessen in der Praxis.

4.2.6 Ein paar Beispiele

Betrachten wir an dieser Stelle ein paar Beispiele. Stetig in fast allen Punkten des Definitionsbe-
reiches sind beinahe alle bisher von uns betrachteten Funktionen. So sind die trigonometrischen
Funktionen auf ganz IR stetig, und Gleiches gilt fiir die Potenzfunktionen mit nichtnegativem,
ganzzahligen Exponenten. Bei f(z) = 2! finden wir die erste Ausnahme. diese Funktion ist
im Punkt zy = 0 nicht stetig, stattdessen existieren die beiden uneigentlichen Grenzwerte
.1 o1
lim — = —o0 lim — =400 (4.3)
z——0 1 z—+0
(x — —0 und z — +0 stehen fiir links- und rechtsseitigen Grenzwert). Im Fall der Funktion
f(z) = 272 sind beide Grenzwerte weiterhin uneigentlich, doch stimmen sie iiberein. Unter-
schiedlich, aber endlich sind die beiden Grenzwerte im Fall der zusammengesetzten Funktion

1 3 ..
f@)=ayf14— = TVl fre >0, (4.4)
x —Vaz?2+1 firxz <0.
Zuniichst einmal kénnten wir annehmen, dass die Funktion wegen des auftretenden Terms 1/z?
unter der Wurzel erneut nur uneigentliche Grenzwerte besitzt. Doch kann der Vorfaktor x in
die Wurzel hineingezogen werden — allerdings ohne sein Vorzeichen und damit in zwei Fille

unterteilt, wie die rechte Seite zeigt. Damit ergeben sich aber zwei Grenzwerte £1 fiir links-
und rechtsseitige Annédherung an zy = 0.

Als vorletztes Beispiel betrachten wir den Quotienten sinz/xz. Dieser Ausdruck macht of-
fensichtlich fiir x = 0 Probleme. Jedoch ist an der Stelle x = 0 auch sinx = 0. Kénnen wir also
dennoch eine Aussage iiber den Grenzwert an dieser Stelle machen? Wie Sie an einer einfachen
Skizze ablesen konnen, ndhern sich Bogen des Kreissegments am Einheitskreis und der Sinus
des zugehorigen Winkels immer mehr an, je kleiner wir den Winkel wéhlen. In Bogenmaf3 sind
Winkel und Bogen identisch. Damit wird aber sinz ~ x und folglich

sinx

lim
z—0

~1. (4.5)

An der Stelle x = 0 kann die Funktion also stetig ergénzt werden. Unstetig ist dagegen an der
Stelle x = 0 die umgekehrte Verkettung der Sinus- mit der Inversionsfunktion, sin(1/z). Sie
schwankt umso mehr zwischen den Werten —1 und +1, je mehr wir uns der Stelle ndhern, so
dass in diesem Fall nicht einmal ein Grenzwert ausgemacht werden kann.
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4.2.7 Singulariiten

Besonderes Augenmerk verdienen, wie wir bemerkt haben, die Singularitdten von Funktionen,
also die Bereiche oder Punkte, in denen diese divergent sind. Sie liegen an den Réndern des
Definitionsbereichs oder an Punkten, die im Definitionsbereich fehlen. Doch kénnen wir aus dem
Fehlen eines Punktes im Definitionsbereich nicht umgekehrt darauf schlieflen, dass die Funktion
dort divergent ist. Andere Félle haben wir kennengelernt, in denen beispielsweise linksseitiger
und rechtsseitiger Grenzwert existieren, aber nicht {ibereinstimmen. Stimmen diese schlief3lich
iiberein, so kann die Funktion stetig ergéanzt (fortgesetzt) werden, wir sprechen dann von einer
hebbaren Singularitdt, wie im Fall der gebrochen rationalen Funktion

(x+2)(x+3)(x—1)

fle) = ( +4)(z — 1)

(4.6)

im Punkt x = 1.

4.2.8 Schnitte und Pole im Komplexen

Setzen wir den Funktionsbegriff auf die komplexen Zahlen fort, so bringt das viele weitere Sin-
gularitdten mit sich. So haben wir im Fundamentalsatz der Algebra gehort, dass jedes Polynom
n-ten Grades n i.a. komplexe Nullstellen hat. tritt dieses Polynom als Nenner beispielsweise
einer gebrochen rationalen Funktion auf, so konnen alle diese komplexen Werte Singularitédten
der Funktion sein. Betrachten wir dazu das einfache Beispiel

fla) = : (4.7)

Die Funktion ist stetig auf der reellen Achse, doch besitzt sie zwei Polstellen entlang der ima-
gindren Achse bei x = +i. Ein anderes Beispiel ist die Logarithmusfunktion

f(x)=1Inz. (4.8)

Diese Funktion ist fiir x < 0 nicht definiert. In der Tat befindet sich bei Fortsetzung in die
komplexe Ebene beim komplexen Wert z = 0 eine nicht hebbare Singularitdt. Doch was ist
fiir den Bereich entlang der negativen reellen Achse? Bewegen wir uns von einem Punkt z = x
auf der positiven reellen Achse mittels der Funktion g(¢) = xe' entlang eines Kreises mit
Radius x auf diese Achse zu, so erhalten wir zunédchst einmal {iberraschenderweise, dass sich
die Verkettung mit f(z) vereinfachen léasst,

f(9(9)) = In(ae™) = Inz + . (4.9)

Fiir ¢ — 4+ erhalten wir also den komplexen Wert Inx + ¢7w. Ndhern wir uns aber auf dem
Kreis andersherum der negativen reellen Achse, ¢ — —m, so erhalten wir den Wert Inx — 7.
Die Differenz 2im beschreibt die Unstetigkeit oder Diskontinuitdt an dieser Achse, und statt
eines einzelnen Punktes erhalten wir einen Schnitt entlang der negativen reellen Achse, entlang
dessen die Logarithmusfunktion unstetig ist. Mathematiker werden uns dariiber belehren, dass
wir es eigentlich nicht mit einer Unstetigkeit zu tun haben, sondern dass wir uns lediglich
entlang einer Schraubenlinie auf einem Riemannschen Blatt bewegt haben, das die komplexe
Ebene in unendlich vielen Schichten iiberdeckt. Doch lassen wir es dabei bewenden.
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4.3 Differentialrechnung

Nach diesem Ausflug in die Mathematik zur Kldrung der Grundlagen kehren wir ins ,,normale
Leben* zuriick und beobachten einen Léufer, der im Stadion nach dem Startschuss einige Zeit
spater an der 100-Metermarke und damit am Ziel seines Laufes ankommt. Wir haben mit einer
Stoppuhr die Zeit genommen zwischen dem Aufblitzen der Startpistole (der Knall kam dann
etwas spéter bei uns an) und dem Moment, wo wir den Liufer die Ziellinie {iberqueren sahen.
Unsere Frage ist nun: wie schnell ist er gelaufen?

Sagen wir, der Laufer hatte fiir die hundert Meter 12 Sekunden gebraucht. Dann kommen
wir recht schnell auf seine Geschwindigkeit, indem wir die Strecke durch die Zeit dividieren,
As  100m m km
V=— = =8.333...— =30—. 4.10
At 125 S h ( )
Nun nehmen wir an, wir seien der Trainer, und uns wiirde interessieren, ob der L&aufer, den
wir trainieren, einen geeigneten Sprint an den Tag legt, ob er sich also am Anfang verausgabt
oder aber zu kraftlos startet. Dann stellen wir vielleicht einen Freund auf die Mitte der Strecke
und messen dort. Misst er beispielsweise 5 Sekunden fiir die halbe Strecke, so stellen wir fest,
dass der Laufer in der Tat den Lauf mit einem Sprint begonnen hat, denn wir erhalten als
Durchschnittsgeschwindigkeit

7 = — 102, (4.11)

s s
Vielleicht ist der Laufer ein Recke wie Achilles und ist bereit, fiir uns noch viele Male zu laufen.
Dann koénnen wir uns langsam an die Startlinie heranpirschen und herauszufinden versuchen,
mit welcher Geschwindigkeit er tatséchlich gestartet ist.

4.3.1 Vom Differenzenquotienten zum Differentialquotient

Was habe ich Thnen mit diesem Beispiel verdeutlichen wollen? Zur Bestimmung der Geschwin-
digkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ist es notig, dass wir uns diesem Punkt ndhern. So
kommen wir von der Durchschnittsgeschwindigkeit zur Momentangeschwindigkeit, oder im all-
gemeinen Fall vom Differenzenquotienten zum Differentialquotienten, den wir als Grenzwert
des Differenzenquotienten definieren,

(o) = lim f(z) — f(zo) ~ lim f(xo+h) — f(xo) _ df (x)

a=T0 T — T h—0 h dv | _,.

(4.12)

f'(x0) heifit auch Ableitung der Funktion f(x) nach x an der Stelle x = xy. Die rechte Schreib-
weise begriindet die Bezeichnung Differentialquotient, da der Nenner und Zahler als Differentiale
bezeichnet werden (es handelt sich aber nur um Symbolik, nicht um einen echten Quotienten).
Es lédsst sich auch ohne Festlegung auf einen speziellen Punkt x = x( eine Ableitung nach x

deﬁnieren,
d?

Die Bezeichnungsweise, die Ableitung durch einen Strich an das Funktionssymbol auszudriicken,
ist weitestgehend Standard — insbesondere dann, wenn das Argument, beziiglich welchem ab-
geleitet wird, klar erkennbar ist. Da dies in den Naturwissenschaften aber oft unterdriickt wird,
hat sich als eine weitere Notation eingebiirgert, bei Zeitableitungen einen Punkt zu verwenden,
der iiber dem Funktionssymbol zu stehen kommt, f := df /dt.

. (4.13)
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4.3.2 Differenzierbarkeit

Eine Funktion, die in allen Punkten stetig ist, braucht nicht differenzierbar zu sein, d.h. es
braucht nicht in jedem Punkt eine Ableitung zu existieren. Ein einfaches Beispiel dafiir ist die
Betragsfunktion

] = {x fiir z > 0, (4.14)

—x fiir x <O.
Die linksseitige Ableitung liefert, da die Funktion in diesem Bereich eine abfallende Gerade mit
konstanter Steigung ist, den Wert —1, wéhrend die rechtsseitige Ableitung den Wert +1 ergibt.
Im Punkt x = 0 ist die Funktion nicht differenzierbar. Ein weiteres Beispiel ist die Funktion
f(z) = xsin(1/x). Wihrend die Korrektur um einen Faktor z die Funktion nun bei z = 0
stetig macht, ist sie weiterhin nicht differenzierbar, da die Schwankung zwar unterdriickt wird,
sie aber umso heftiger wird, je mehr wir uns der Stelle x = 0 ndhern und sich daher die Steigung
der Kurve nicht auf einen festen Wert einpendelt. Halten wir im Gegensatz dazu fest:

Eine Funktion f(z) heifit in einem Punkt xo differenzierbar, wenn in diesem Punkt
die linksseitige und rechtsseitige Ableitung {ibereinstimmen, f'(zy) = f'(xg).

4.3.3 Summen- und Differenzregel, Faktorregel

Als néchstes wollen wir einfache Ableitungsregeln aufstellen. Natiirlich erhélt die Ableitung
Summen und Differenzen bei, wie wir leicht sehen konnen, denn fir f(z) = fi(x) £ fo(z) gilt

F(f ) = f@) = 5 (A + D) = A@) = 3 (bt h) = £@).  (@15)

Also ergibt sich  f(z) = fi(z) + fo(z) = fl(z) = fi(z) £ fo(2). (4.16)
Konstante Faktoren vor Funktionen bleiben ebenfalls erhalten,
g(z) =cf(z) = g(x)=cf(2) (4.17)

4.3.4 Leibniz- oder Produktregel

Schwieriger wird es fiir ein Produkt zweier Funktionen. Ist h(z) = f(x)g(z), so gilt

e+ 1) = b)) = 3 (f+Bgle +B) — f)g(x)) =

h
= (et B+ ) — Sl Bg(a) + o+ Wgla) — f()gla)) =
= Cf ) (g4 h) — () + 7 (£ + B~ F(@))o(a) (4.18)
(Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716). Im Grenzfall h — 0 ergibt sich somit
ha) = f(x)g(z) = h(z) = f(2)g(z) + f(x)g(x). (4.19)

4.3.5 Quotientenregel

Eine Regel fiir den Quotienten aus zwei Funktionen ergibt sich auf dhnlichem Wege,

S PEACORNN h/(x):f/(ﬂf)g(!zf;(;)gx)g’(x)'

) (4.20)
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4.3.6 Kettenregel

Wir haben gesehen, dass weder das Produkt zweier Funktionen noch der Quotient unter Ab-
leitungen distributiv ist. Wie sieht es nun fiir die Verkettung zweier Funktionen y = f(z) und
z = g(z) aus, d.h. was ist die Ableitung der verketteten Funktion h(x) = f(g(x)) nach z?
Wenn die Funktion g(x) differenzierbar ist, so ist k = g(z + h) — g(x) eine Zahl, die fiir h — 0
ebenfalls gegen Null geht.! Mit 2 = g(z) und folglich z + k = g(x + h) erhalten wir dann

e+ 1) = @) = 5 (Flote+ ) - Flofa) =

= (fCHR - 1) = L(FEHR) —F@) (st h) o) (@a21)
und damit
W)= o) = W@ =)@, Pe@)=fE|_, 02
F'(g(x)) wird dufere, g'(x) wird innere Ableitung genannt. In der Kurzform
SJ; _ ZJ;ZZ (4.23)

durch Differentiale ausgedriickt, kann man als Merkregel festhalten, dass mit einem Differential
dg ,erweitert wird — erneut mit der Einschrinkung fiir Differentiale von weiter vorne.

4.3.7 Ableitung der Umkehrfunktion

Wir nutzen die Kettenregel sogleich, um die Ableitung einer Umkehrfunktion zu bestimmen.
Denn wegen f(f'(y)) = y und id’(y) = 1 fiir id(y) = y (vgl. weiter unten) ist

L=y = [y = (4.24)

)
Die Ableitung der Umkehrfunktion ist der Kehrwert der Ableitung der urspriinglichen Funktion.

4.4 Ableitungen und ihre Anwendung

Wir haben nun das Instrumentarium zusammen, um (fast) ohne erneuten Riickgriff auf den
Grenzwert des Differenzenquotienten die Ableitungen der einfachsten Funktionen zu bestim-
men. Die Ableitung der konstanten Funktion f(z) = c ist Null, wihrend die Ableitung der
linearen Funktion f(x) = z Eins liefert. Fiir die n-te Potenz mit n € IN erhalten wir durch
mehrfache Anwendung der Produktregel

d n n—

%(x > =na" 1 (4.25)
Genau dasselbe Ergebnis erhalten wir auch fiir negative Werte von n, denn in diesem Fall gilt
" = 1/27", und die Quotientenregel liefert dann das Ergebnis. Schliefllich kénnen wir (mit der

Umkehrfunktionsregel) dies auf rationale und endlich auf reelle Exponenten erweitern.

I'Wir schlieBen den Fall aus, dass k identisch Null ist, was aber nur fiir die konstante Funktion der Fall wiire.
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So ist die Wurzelfunktion f~*(y) = y'/™ die Umkehrfunktion der Potenzfunktion f(x) = a".
Nach der Regel fiir Umkehrfunktionen gilt also
1 1 1 1-n 1
—1s — — —— l/n P l/n—l‘ 42
f (y) f/(x) :U:yl/” nxn_l x:yl/" n(y ) ny ( 6)
Eine zweite Moglichkeit zur Herleitung der Ableitungsregel fiir die Wurzeln neben der Um-
kehrfunktionsregel besteht in der Produktregel. Wollen wir beispielsweise die Ableitung der
Quadratwurzel bestimmen, so konnen wir diese Funktion f(z) = \/E quadrieren und erhalten
(f(2))? = x. Die Ableitung gemif der Produktregel liefert nun

F@F@) + f@f @) =26 @f @ =1 & f@)=55=50 @20

Sie sehen also, das es verschiedene Wege gibt, ans Ziel zu gelangen.

4.4.1 Ableitungen von Exponential- und Logarithmusfunktion

Bei der Herleitung einer Ableitungsregel fiir die Exponentialfunktion miissen wir noch einmal
auf den Grenzwert des Differenzenquotienten zuriickgreifen. Zunéchst gilt

;L<em+h - GQC) = e””flL(eh —1). (4.28)

Nun weisen wir nach, dass im Grenzfall A — 0 der Klammerausdruck dividiert durch A gegen
den Wert 1 geht. Dazu stecken wir die Behauptung hinein und formen fiir o~ — 0 um:

" —1xh o e'=1+h o ex(1+hV" (4.29)
Wiihlen wir als Nullfolge fiir A die Folge {1/n}, so ergibt sich jedoch

1 n
lim (1 + h)YM = lim (1 + > =e. (4.30)

n—oo n

Wir kénnen insgesamt also schliefen, dass die Ableitung der Exponentialfunktion lautet
flx)=¢" = f(z)=¢€" (4.31)

Die Ableitung des natiirlichen Logarithmus ergibt sich iiber die Regel fiir die Umkehrfunktion.
Der natiirliche Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Daher gilt

A
dy M=\
1

fle)=lnz = f'(z)= e (4.33)

= (4.32)

Also

Ist nicht die Eulersche Zahl e, sondern eine andere positive Zahl a die Basis, so konnen wir die
Exponentialfunktion mittels der Kettenregel ableiten,

fl)=a"=e""" = f(z)=¢e""%a=da"na. (4.34)
Fiir die Ableitung des Logarithmus zur Basis a ergibt sich Entsprechendes,
1
=1 = "(x) = ) 4.35
fr)=logr = fl0)= (43
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4.4.2 Ableitung der trigonometrischen Funktionen

Wir bestimmen hier die Ableitung der Sinus-
funktion, die Ableitung der Cosinusfunkti-
on sowie der anderen zwei trigonometrischen
Funktionen folgt dann aus den Ableitungsre-
geln. Fiir die Ableitung des Sinus betrach-
ten wir die nebenstehende Abbildung mit
zwei dhnlichen Dreiecken am Einheitskreis.
Verandert sich ausgehend von einem Wert x
dieser um Az, so verdndert sich y um Ay.
Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke ist aber

dy Ay

= 1 1 / = — = 1 —_— =

y=sinz = sine=-- Alirilo A, = CoS® (4.36)
Fiir die Ableitung der Cosinusfunktion leiten wir die Formel sin® x4 cos? = 1 nach x ab. Nach

einigen Umformungen erhalten wir

cos'x = —(cosx) = —sinzx. (4.37)

dx

Fiir die abgeleiteten trigonometrischen Funktionen Tangens und Cotangens ergibt sich mit
Quotientenregel aus tanx = sinz/ cos x und cot x = cosx/sinx
, cos? x + sin® x —sin?z — cos’

tan'sr = ————— =1+ tan’ z, cot' x = — = —1—cot’z. (4.38)
cos? x sin?

Die Ableitung der Umkehrfunktionen ergibt sich erneut iiber die Umkehrfunktionsregel,

1 1 1 1
.
arcsin’y = = - - -
Y sin’ x lsinz=y cos x Isinz=y V1 — sin? g 'sinz=y Vv1—19?
—1 1 —1
entsprechend arccos’y = ——, arctan’'y = ——, arccot’'y = . (4.39
P (Y (R V=g U9

4.4.3 Einige Bemerkungen zu Ableitungssymbolen

Sie haben gesehen, dass wir die Ableitungen in zweierlei Weise dargestellt haben. Dabei ist
héngt es ganz von der Situation ab, welches Ableitungssymbol vorzuziehen ist.

e Handelt es sich um eine in sich um eine Funktion selbst, die abgeleitet werden soll, also
beispielsweise f(x), g(x), sinz, so kénnen wir den Ableitungsstrich am Funktionsnamen
anbringen, f’(z), ¢'(x), sin’ z.

e [st die abzuleitende Grofle nicht eine einzelne Funktion, sondern eine wie auch immer
geartete Zusammenstellung anderer Funktionen, die wir nicht als neue Funktion definieren
wollen, so bietet sich die Operatorschreibweise an,

f(z) = jxf(x), z.B. (Z:(QwQ +5x+9) =4z +5. (4.40)

Diese zweite Form erklart auch die Schreibweise fiir die zwei- und Mehrfachableitung und ist
unabdingbar fiir partielle Ableitungen.
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4.4.4 Zweite Ableitung und Mehrfachableitungen

Kommen wir an dieser Stelle gleich zur mehrfachen Ableitung. Eine Funktion, die abgeleitet
wieder eine differenzierbare Funktion ergibt, kann erneut abgeleitet werden. Wir sprechen von
der zweifachen Ableitung f"(x) der Funktion f(x). Die Operatorschreibweise lautet hier

(7)) = v =1 (41

dr \ dzx " da? dz?

Entsprechend ist die n-fache Ableitung f™ () erklirt.

4.4.5 Extremwerte und Wendepunkte

Die Ableitung einer Funktion f(z) in einem Punkt x = z hat eine graphische Bedeutung.
Sie stellt die Steigung der Tangente an diesen Punkt dar. Das erkennt man, wenn man den
Differenzenquotienten, welcher die Sekantensteigung zwischen den Punkten xq und x¢+h angibt,
im Grenzfall h — 0 betrachtet. Besitzt die Funktion nun an irgendeiner Stelle einen Eztremwert,
also ein relatives Mazimum oder Minimum, so ist dort die Tangente waagerecht und mithin die
Ableitung Null. Wir sagen:

Die Bedingung f’(z9) = 0 ist eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung
dafiir, dass f(z) im Punkt z = zy einem Extremwert besitzt.

Die Bedingung ist nicht hinreichen, da man sich durchaus auch die Situation vorstellen kann,
dass zwar die Tangente waagerecht steht, es aber dennoch zu keinem Extremwert kommt,
weil die Funktion danach in derselben Richtung weiterlduft. Wir haben in diesem Fall einen
sogenannten Sattelpunkt vorliegen. Beispiel dafiir ist die Funktion f(z) = 2® im Punkt z = 0.

Wollen wir eine hinreichende Bedingung finden, so muss diese zwischen den beiden Féllen
unterscheiden konnen. Hier kommt die zweite Ableitung ins Spiel. Auch der zweiten Ableitung
kommt eine graphische Bedeutung zu. Eine positive zweite Ableitung bedeutet ndmlich, dass
die Steigung der ersten Ableitung positiv ist, diese erste Ableitung also ansteigend ist. Das
heifit aber, dass die Steigung der Funktion selbst immer grofler wird. Die Funktion macht eine
,Linkskurve®, sie ist positiv gekrimmt. Eine negative zweite Ableitung steht dagegen fiir eine
negative Krimmung.

Dies im Sinne behaltend, ist ein relatives Maximum negativ, ein relatives Minimum positiv
gekriimmt, wihrend bei einem Sattelpunkt die Kriimmung von der einen in die andere Richtung
iibergeht und die zweite Ableitung in diesem Punkt folglich Null ist. Doch Vorsicht! Betrachten
wir beispielweise z#, so sind alle Ableitungen bis auf die vierte im Punkt 2 = 0 gleich Null, erst
diese vierte ist aber grofler als Null und weist damit das Minimum aus. Wir unterscheiden nun
folgende hinreichende Bedingungen:

o f(zy) < 0 fiir gerades n > 1 und f™(zy) = 0 fiir 0 < m < n = relatives Maximum,
o ™ (x4) > 0 fiir gerades n > 1 und ™ () = 0 fiir 0 < m < n = relatives Minimum,
o f(x) # 0 fiir ungerades n > 1 und f™(x4) = 0 fiir 0 < m < n = Sattelpunkt in .

Die Bedingung f”(z¢) = 0 allein betrachtet beschreibt schliefllich einen Wendepunkt in x,
d.h. einen Punkt, an dem die Kriimmung sich gerade umkehrt. Dabei braucht die Tangente in
diesem Punkt, die Wendetangente, natiirlich nicht waagerecht zu sein.
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4.4.6 Taylorreihen

Wollen wir eine Funktion in einem Punkt xy durch ein Polynom méglichst genau annéhern, so
ist es naheliegend, den Funktionswert und sémtliche Ableitungen bis zur Ordnung des Polynoms
an diesem Punkt z, in Ubereinstimmung zu bringen. Diese Bedingung legt die Koeffizienten des
Polynoms eindeutig fest, das Polynom selbst wird als (endliche) Taylorreihe um z bezeichnet.
Durch mehrfache Ableitung von P(z) = S7_, ar(x — 20)* und Anpassung erhalten wir

ap = f(xo), a1 = f'(z0), 2as=f"(z0), ... nla,= f"(x0). (4.42)
Die endliche Taylorreihe (oder Taylorentwicklung) der Funktion f(xz) um xy lautet also
& (k) (x — o) |
Pn(azo)zkz_%f (a:O)T (K'=1-2- -+ k). (4.43)

In vielen Fillen lésst sich auch eine unendliche Taylorreihe in geschlossener Form darstellen.
Beispiele sind

o0 (_1)kx2k+l I3 ZE5

Die Sinusreihe um zy = 0, sinxzém:x—g—%@—l—...
© (1] k .2k 2 4
Die Cosinusreihe um zg =0, cosz = kz::o ((2)]{; =1- % + % +... (4.44)

< ok 2 3 4 5

Die Exponentialreihe um zg =0, ¢€* :kz:%)z! = 1+x+%+%+%+%0+...

. . . . - - (_1)k R R _} _1)2

Die Logarithmusreihe um 2o =1, lnz =) (x—1)"" =(z—1) (x —1)*+...

i k+1 2

Es wird hier iibrigens deutlich, dass Exponentialfunktion und die beiden trigonometrischen
Funktionen iiber die Eulersche Gleichung e = cos x + i sin # miteinander in Beziehung stehen.

Strenggenommen muss man fiir all diese unendlichen Reihen eine Analyse dazu anstellen,
ob die entsprechende Reihe konvergiert oder nicht. Der Bereich fiir das Argument z, in dem
eine solche Konvergenz gegeben ist, wird als Konvergenzbereich, der Abstand zum Entwick-
lungspunkt als Konvergenzradius bezeichnet. Uns soll hier die Merkregel geniigen, dass der
Konvergenzradius gemeinhin der Abstand bis zur néchsten Singularitdt darstellt. In der Tat
stellt man fest, dass die vorgestellten Taylorreihen fiir Sinus, Cosinus und die Exponentialfunk-
tion auf ganz IR konvergieren, wohingegen der Konvergenzradius der Entwicklung von Inz um
xg = 1 den Wert Eins besitzt, der Konvergenzbereich also zwischen Null und Zwei liegt.

4.4.7 Die Regel von I’"Hospital

Die Entwicklung in Taylorreihen macht auch deutlich, warum die Regel von I’Hospital anwend-
bar ist. Diese schligt fiir einen umbestimmten Quotienten 0/0 zweier Funktionen f(z) und g(z)
an einem Punkt x( vor, solange Nenner und Zéahler nach x abzuleiten, bis die Zahler- oder Nen-
nerfunktion keinen nicht verschwindenden Wert mehr besitzt. Ist es die Zahlerfunktion, welche
diesen Zustand als erste erreicht, so ist der Wert des Quotienten an diesem Punkt +oo, ist der
Nenner frither endlich, so ist der Wert des Quotienten Null. Im dritten Fall aber ergibt sich ein
endlicher Wert fiir den Quotienten. In Formeln ausgedriickt (siche Anhang), erhalten wir

o 1@ L )

=k glz) e gt ()

fiir ein n > 0. (4.45)
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4.5 Integralrechnung

Das Verstandnis der Integralrechnung speist sich aus zwei Quellen. Zum einen kann Integrati-
on als Mittel der Flachenbestimmung verstanden werden, genauer als die Flache zwischen der
Graphen einer vorgegebenen Funktion f(x) und der z-Achse. Diesen Zugang werden wir im
Rahmen des bestimmten Integrals wihlen. Zum anderen ist die Integralrechnung die Umkeh-
rung der Differentialrechnung, wie der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung lehrt.

4.5.1 Bestimmtes Integral

Unter dem bestimmten Integral

b
/a fla)de (4.46) - - -

einer Funktion f(z) wollen wir die Fliche
verstehen, welche der Graph der Funktion
und die z-Achse zwischen x = a und z = b
einschlieen. Ist die Funktion im gesamten | | X | | X | | X
Bereich negativ, so ist das Integral negativ. a b a b a b

Nach Bernhard Riemann (1826-1866) ist das bestimmte Integral als Wert zwischen der Ober-
summe und der Untersumme von eingeschriebenen Rechtecken zu verstehen, wobei die Ober-
kante der Rechtecke im ersten Fall oberhalb der Kurve, im zweiten Fall unterhalb der Kurve
liegen. Nach dieser Konstruktion, die in der Abbildung dargestellt ist, ist klar, dass wir das

bestimmte Integral in Integrale iiber Teilintervalle zerlegen und aus diesen aufbauen koénnen,

/abf(a?)da: = /acf(x)da: + /cbf(x)dx. (4.47)

Es gilt b
/aa f(z)dx =0, /ba f(z)dx = —/a f(z)dz. (4.48)

Die Funktion f(x) heifit (Riemann-)integrierbar auf [a,b], wenn das Ober- und Unterintegral
als Grenzwerte der Ober- und Untersumme fiir immer feinere Unterteilungen {ibereinstimmen.
Dazu ist nicht unbedingt erforderlich, dass die Funktion stetig ist, eine Stufe stellt beispielsweise
kein Hindernis fiir die Integration dar, wie auch manche Singularititen, z.B. bei f(z) = 1//z.

4.5.2 Mittelwertsatz

Fiir einige Félle ist allerdings die Stetigkeit der Funktion doch erforderlich, so beispielsweise
fiir den Mittelwertsatz der Integralrechnung. Dieser besagt, dass fiir eine stetige Funktion f(z)
ein z,, € [a, b] existiert, so dass

/a " H@)de = Flam)(b - a). (4.49)

Um Thre Frage vorwegzunehmen: ja, es gibt auch einen Mittelwertsatz der Differentialrechnung,
aber auf ihn wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen. Allgemein kénnen wir festhalten, dass
die Integration das Verhalten gliattet, wiahrend die Differentiation es aufrauht.
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4.5.3 Unbestimmtes Integral und Stammfunktion

Geben wir eine der Grenzen des Integrals nicht fest vor, sondern lassen sie als Variable frei, so
sprechen wir von einem unbestimmten Integral

T

F(z;a) :/ f(x")da'. (4.50)

a

Beachten Sie, dass wir fiir die Integrationsvariable eine andere als  wéhlen miissen. Was ge-
schieht, wenn wir dieses Integral ableiten? Der Zéhler

F(x + h;a) — F(z;a) = /:Jrh f(x)xdz! (4.51)

des Differenzenquotienten kann nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung als Funktions-
wert f(z,,) an einer Stelle x,, € [z, + h| multipliziert mit der Intervallbreite h geschrieben
werden. Wird diese Breite aber immer kleiner, so fallt schliefllich z,, mit x zusammen, wir

erhalten Fan)h

—Fl(z;a) = lim - (”Z" = f(2). (4.52)
Diese Gesetzméfligkeit wird héufig auch als erster Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung bezeichnet. Bei der Herleitung stellten wir iibrigens fest, dass es auf die untere Grenze
(oder eine additive Konstante) gar nicht ankommt. Wir definieren daher als Stammfunktion
F(z) zur Funktion f(x) diejenige differenzierbare Funktion, deren Ableitung gerade f(x) lie-
fert, und schreiben sie als Integral ohne Grenzen,

F(z) = / flo)de,  F'(z) = f(z). (4.53)

d F(z + h;a) — F(z;a)

= lim
h—0

4.5.4 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Die Stammfunktion an sich gibt es iibrigens gar nicht, wir haben es immer mit einer Schar
von Funktionen zu tun. Aber stets geniigt ein Element der Schar, um Integrale zu bestimmen
— dank des (zweiten) Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

Ist F(x) eine Stammfunktion der Funktion f(x), so gilt
b
/ f(a)dz = F(b) — F(a). (4.54)

4.5.5 Grundintegrale

Grundintegrale ergeben sich aus dem ersten Hauptsatz durch Umkehrung der Ableitung. Be-
trachten wir beispielsweise die Potenzfunktion F'(z) = ™, so liefert ihre Ableitung die ernied-
rigte Potenzfunktion F'(x) = mz™ . Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir zu der Funktion
F(x) eine beliebige Konstante C' addieren. Nach dem ersten Hauptsatz ist also F'(z) = 2™ + C
eine Stammfunktion der Funktion f(z) = mz™ . Um eine einfacherere Funktion f(z) zu erhal-
ten, kénnen wir auch von der Stammfunktion F'(z) = 2""!/(n+ 1) + C ausgehen und erhalten
durch Ableitung f(z) = z". Damit haben wir ein erstes Grundintegral berechnet.

Von solchen Grundintegralen gibt es eine ganze Reihe. Ich gebe hier nur eine kleine Aus-
wahl an, die bereits zitierten Formelsammlungen helfen im allgemeinen Fall weiter. Nachweisen
konnen Sie in jedem Fall durch Ableitung nach z.

1 1
/x”d:c =——a"" 4 C /—dm =1In|z|+C (4.55)
n+1 x
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Ersteres im Fall n € INg fiir alle z € IR, im Falln € Z_, n # 1 fiir z # 0, und im Fall n € IR,
n # 1 fiir x > 0. Fiir das zweite Integral muss x # 0 sein. Weitere sind

/sin:zd:v:—cosx—l—c /Cosa:dx:sinx+0 /exdx:e”jLC’ (4.56)
dx , dz
/\/1_7%2 = arcsinz + C / T arctanx + C (4.57)

4.5.6 Uneigentliche Integrale

Bestimmte Integrale, bei denen eine oder mehrere der Grenzen den Wert +oo oder —oo anneh-
men, werden als uneigentliche Integrale bezeichnet. Das beriithmteste Beispiel fiir ein uneigent-
liches Integral ist das Integral iiber die Gaufische Glockenkurve,

+oo
/ e de = \/T. (4.58)
Die Exponentialfunktion eines Quadrates fallt hier zu beiden Seiten S0 schnell ab, dass die
Integration iiber die gesamte reelle Achse einen endlichen Wert liefert. Ahnliches gilt fiir das
uneigentliche Integral

too dx
/_oo s (4.59)
Doch wie sieht es beispielsweise mit dem Integral
o lnxdx
/0 T (4.60)

aus? Dieses Integral wird uns in einer der Ubungsaufgaben beschiftigen.

4.6 Integrationsregeln

Wir haben fiir Integrale bereits eine Reihe von Regeln kennengelernt. Alle diese Regeln bezogen
sich auf die Grenzen. Doch was fiir Regeln kénnen wir fiir den Integranden f(z) aufstellen?

4.6.1 Summe und Differenz

Beginnen wir erneut mit den einfachsten Regeln. Summe und Differenz wie auch die Multipli-
kation mit einem konstanten Faktor im Integranden zeigen die Linearitdt der Integration,

/ab (fi(z) + fo(z))dx = ' filx)dz + | falx)dx
/ab (filz) = fo(z))dx = bfl(x)dgs — | fo(z)dz
b b
/a cf(r)de = c/a f(x)dx (4.61)
oder zusammengefasst

/ab (crfi(x) + cafo(z))dr = ¢ /ab fi(z)dx + ¢y /ab fo(z)dz. (4.62)



4.6.2 Partielle Integration

Bei der Integration eines Produktes wird es, wie bei der Ableitung auch, erneut etwas schwie-
riger. Im Vergleich zur Ableitung wird die Integration eines Produktes nicht vollstandig gelost,
sondern auf ein anderes Integral zuriickgefiihrt, das moglicherweise einfacher zu berechnen ist.
Wir sprechen von partieller Integration. Die Regel stammt, wie zu erwarten ist, aus der Pro-
duktregel der Differentiation durch Integration derselben. Ausgehend von

d du(z) dv(z)
o (u(z)v(z)) = ——=v(z) +u(z)—- (4.63)

erhalten wir durch Integration und Umstellung

/ab u(z)v' (z)de = [u(x)v(z)]’ — /ab o' (z)v(z)dx. (4.64)

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite ist der Randterm, die Bezeichnungsweise steht fiir
[u(z)v(x)] = u(b)v(b) — u(a)v(a). Man kann die Regel iibrigens auch in ihrer unbestimmten

Form ’
/u(x)v’(x)dx = u(z)v(z) — /u’(x)v(x)dx (4.65)

anwenden und die Grenzen, sofern sie gegeben sind, erst zum Schluss einsetzen. Lésst sich u(z)
durch Ableitung vereinfachen und ist eine Stammfunktion v(x) zu v'(x) gegeben, so ist diese
Regel sinnvoll anzuwenden. Wir betrachten hier als Beispiel [ z2e*dx. Es gilt

u(z) =2° = u/(x)=2m, Vz)=e€e" <«  v(z) =€, (4.66)

also

/mgexdx = 2%e" — /erxdx. (4.67)

In diesem Fall geniigt eine einfache partielle Integration noch nicht. In einem zweiten Schritt
wéhlen wir
ulz) =2z = u(x)=2, V) =e" < v(z)=¢" (4.68)

Damit erhalten wir

/Qxexda:’ = 2ze” — /2exd3:. (4.69)
Das letzte Integral kann berechnet werden und liefert 2e*, insgesamt erhalten wir also
/a:2e“;dx = 2%e” — 2ze” + 2" = (2 — 2w + 2)e”. (4.70)

Die Ableitung dieses Ausdruckes zeigt, dass wir richtig gerechnet haben.

4.6.3 Integration mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

Die Partialbruchzerlegung haben wir bei den gebrochen rationalen Funktionen schon kennen-
gelernt. Sie z&hlt nicht zu den Integrationsregeln, kann aber dazu verwendet werden, um In-
tegranden mit faktorisierbarem Nenner zu integrieren. Sind x; und zo beispielsweise die zwei
Nullstellen eines Nennerpolynoms bzw. Pole des Integranden, so gilt

/ (z — xlc)lfx ) o il’z </ T ixxl /2 ix%) : (4.71)
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4.6.4 Substitutionsregel

So wie die Verkettung bei der Kettenregel zu einer dufleren und inneren Ableitung gefiihrt hat,
so kann in vielen Féllen eine Verkettung im Integranden entfernt werden, um die Integration
durchzufithren. Die Substitutionsregel ergibt sich erneut durch Umkehrung, sie lautet

b g(b
[ Hatang s = [ (1.72)
Eine Herleitung der Substitutionsregel findet sich im Anhang. Beachten Sie, dass sich bei der
Substitution die Grenzen verdndert werden. Die Regel kann von ,links nach rechts® ange-
wendet werden, wenn die Verkettung offensichtlich ist. Als Beispiel betrachte ich das Integral
[ xsin(z?)dz. Hier ist ganz offensichtlich z = g(z) = x? zu wihlen, und mit ¢'(z) = 2z fehlt
dem Integranden nur noch ein Faktor 2. Wir erhalten so

1 1 1
/xsin(:cQ)d:U = /sinzdz =—gjcosz=—7 cos(z?). (4.73)
Durch Ableitung konnen wir die Richtigkeit des Ergebnisses bestétigen. Ist die Verkettung nicht
so offensichtlich, so geht man ,,von rechts nach links“ vor, indem man die Integrationsvariable
durch die Funktion einer neuen Integrationsvariable ersetzt. Wir betrachten das Beispiel

z dx
i

Wir versuchen den Ansatz x = g(t) = sint. Dies ist an all den Stellen einzusetzen, an denen z
auftaucht, wihrend fiir das Integrationsmafl dx gilt

(4.74)

r=g(t)=sint = dr= ”adlatcdt“ = d‘zisf)dt = ¢'(t)dt = costdt (4.75)

(mit etwas Ubung kann man auf die Nennung der Funktion g(¢) auch verzichten). Wir erhalten

/ rdx sintcostdt sintcostdt / 0t dt
—_— = —_— = —_— = sin =
V1—22 V1 —sin?t cost

= —cost = —\/1—sin’t = —V1— 22 (4.76)

An diesen beiden Beispielen wird noch einmal deutlich, wie wichtig die Transformation der
Grenzen oder wie hier im Fall des unbestimmten Integrals die Riicksubstitution ist, die uns auf
die alte Variable x zuriickfiihrt. Berechnen wir das letzte Integral als bestimmtes Integral, z.B.
in den Grenzen [0,1/2], so sind die Grenzen entsprechend gegenldufig zu transformieren, d.h.
mittels der Umkehrfunktion ¢ = g7'(x) zu bestimmen. Im gewéhlten Beispiel erhalten wir

1 1
g 1(0) = arcsin(0) = 0, gt () = arcsin () = E, (4.77)
2 2 6
also
1/2 d /6 . 1
/o \/% = sintdt = [— cost]0/6 = — Cos <g> +cos0=1-— 5\/5 (4.78)

Dasselbe Ergebnis ergibt sich auch bei Einsetzen der urspriinglichen Grenzen in (4.76).
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4.7 Anwendungen der Integration

Anwendungen fiir die Integration gibt es viele, sie reichen von geometrischen Fragestellungen
bis hin zu abstrakten Vorgidngen. Wir greifen hier drei der wichtigsten exemplarisch heraus.

4.7.1 Flachen zwischen Kurven

Die direkteste Anwendung der Integration ist die Bestimmung von Fldcheninhalten. Betrachten
wir als Beispiel die Fliche, die von den beiden Parabeln fi(z) = (z — 1)? und fo(z) = 1 — 22
eingeschlossen wird. In einem ersten Schritt bestimmen wir die Schnittpunkte dieser beiden
Kurven mittels Gleichsetzung,

@) =@—-12=21-2>=fo(z) & 22>—2z=2u(z—1)=0. (4.79)

Schnittpunkte sind also ;7 = 0 und x5 = 1. Zwischen diesen beiden Schnittpunkten liegt fo(z)
oberhalb von f;(z). Die Fliche zwischen ihnen ist dann
! 2

1
Bl =1-2 =2, 4.80
40 373 (480)

A= [ () = e = [ @0 —227de =2 - 2

4.7.2 Volumina von Rotationskorpern

Eine &hnlich einfache Fragestellung besteht bei der Bestimmung der Volumina von Rotati-
onskorpern. Wie man sich leicht klarmachen kann, baut sich ein Rotationskorper im Riemann-
schen Sinne entlang der Rotationsachse aus diinnen Scheiben auf, deren Radius durch eine
Querschnittsfunktion f(x) gegeben ist. Jede dieser Scheiben der Dicke dz hat ein Volumen
dV = 7t(f(z))?dx. Das Volumen des Rotationskorpers ist damit gegeben als

V= Lf%(f(@f@. (4.81)

Als Beispiel betrachten wir den Rotationsparaboloiden mit der Querschnittsfunktion f(x) = v/z
im Bereich von 0 bis 1. Wir erhalten

V:/Olﬂ(\/ifdxzﬂ/olxdx:ﬂ[;xQEZ;T. (4.82)

4.7.3 Losung von Differentialgleichungen

Das Losen von Differentialgleichungen scheint im allgemeinen Fall nichts mit der Integration
zu tun haben. Im einfachsten Fall ist diese Integration aber noch zu erkennen. gewdhnliche
Differentialgleichungen stellen eine Beziehung zwischen Ableitungen verschiedener Ordnung
einer Funktion und der Funktion selbst in Form einer Gleichung dar. Die Differentialgleichung
zu 16sen bedeutet, die Funktion zu finden, fiir welche diese Beziehung gilt. Wir gehen darauf
im n#chsten Abschnitt ein.

4.7.4 Wenn gar nichts mehr geht

Wir haben gesehen, dass die Integration nicht wie die Ableitung auf direktem Wege durch-
zufithren ist. Es muss vielmehr am Ende eine Stammfunktion bekannt sein, um ein Integral
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analytisch berechnen zu kénnen. Was tun, wenn sich eine solche Stammfunktion nicht finden
lasst? Ein bestimmtes Integral kann dann auch numerisch bestimmt werden, es gibt dazu ver-
schiedene Verfahren, von einfachen Sekantenverfahren bis hin zu Monte Carlo. Fiir unbestimmte
Integrale jedoch miissen wir uns etwas anderes einfallen lassen. Hier hilft in vielen Féllen eine
Integration der Potenzreihe. Betrachten wir beispielsweise die Potenzreihe der Logarithmus-
funktion In(1 — z) um den Wert z = 0,

1, 1., 1, < 1
ln(l—x):—x—§x—§x—zx +... ;E (4.83)
So kann das unbestimmte Integral Lis (x) =— [y In(1 —t)dt /t als Potenzreihe bestimmt werden,
Li / —t"dt = / " dt = = 4.84
b nzl n n=1"T -1 ”2 { } Zjl ”2x ( )

4.8 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt werden wir nun anhand physikalischer Beispiele in die Aufstellung und
Losung von gewohnlichen, linearen Differentialgleichungen einsteigen.

4.8.1 Homogene Differentialgleichung erster Ordnung

Differentialgleichungen ergaben sich beispielsweise aus der Betrachtung der Kréfte, die an einem
Korper angreifen und an ihm ins Gleichgewicht kommen. So wirkt auf einen auf einer Ebene
rutschenden Koérper eine Reibungskraft, die den Kérper verlangsamt. Die Reibung, die wir hier
betrachten, ist proportional zur Geschwindigkeit des Korpers v mit Reibungskoeffizienten r,
die Verzogerung eines Korpers mit Masse m ist dagegen als die (negative) Tragheitskraft mo
gegeben, die mit der Beschleunigung, also der zeitlichen Ableitung der Geschwindigkeit geht.
Das Kréftegleichgewicht fiithrt auf eine Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit v,

mo +rv = 0. (4.85)

Wir haben es hier mit einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zu tun, die
sich noch durch direkte Integration losen lidsst. Das Verfahren, dass ich hier beschreibe, ist die
Trennung der Verdnderlichen. Schreiben wir die Ableitung der Geschwindigkeit als Differen-
tialquotienten, so konnen wir die Gleichung formal umstellen und alle Abhéngigkeit von v auf
eine Seite bringen,

dv dv r
o rv ” - (4.86)
Diese Gleichung kann nun integriert werden und liefert
v(t) d t t
/ @ _ _L/ & = In v(®)) _ Ty (4.87)
v(0) U m Jo v(0) m

(die Integrationsvariable wich hier der oberen Grenze). Durch Exponentieren erhalten wir
v(t) = v(0)e ™, (4.88)

Wir erhalten einen exponentiellen Abfall der Geschwindigkeit, ausgehend vom Startwert v(0),
die umso schneller erfolgt, je leichter der Korper ist und je stérker er auf der Unterlage reibt,
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was durchaus der Anschauung entspricht. Die Losung, die wir gefunden haben, kann auch als
Fulerscher Ansatz zur Losung von Differentialgleichungen héherer Ordnung herhalten. Setzen
wir den Ansatz v(t) = ce™ in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir

mecae® +ree™ = (ma+r)ce™ =0 & ma+r=0 & a= S (4.89)
m

4.8.2 Inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung

Die obige Differentialgleichung mv + rv = 0 ist eine homogene Differentialgleichung, da auf
der rechten Seite Null steht. Lassen wir auf den Prozess aber eine von auflen wirkende Kraft
wirken, so gelangen wir zu einer inhomogenen Differentialgleichung. Eine solche Kraft tritt
beispielsweise auf, wenn wir die Unterlage um einen Winkel o gegen die Horizontale kippen.
Dann wirkt auf den Korper zusétzlich die Komponente mg sina = mg’ der Gravitationskraft.
Die inhomogene Differentialgleichung

mo +rv = mg (4.90)

ist zundchst durch den Eulerschen Ansatz v(t) = ce™ nicht zu 16sen. Doch kénnen wir einen
Trick anwenden. Statt des Eulerschen Ansatzes wéhlen wir

v(t) = c(t)e™ = o(t) = c(t)e™ + ac(t)e™. (4.91)

Diese Methode wird als Variation der Konstanten bezeichnet. Wir erhalten mit dem aus der
homogenen Differentialgleichung fiir a erhaltenen Wert a = —r/m

(meé(t) + mac(t) + re(t)) e™ = me(t)e™ =mg & é(t) =ge ™. (4.92)

Durch Integration erhalten wir ¢(t) = ¢o — g’e”*/a, die Losung lautet also

/

v(t) = coe™ — I (4.93)
a

In einem letzten Schritt muss diese Losung an die Anfangsbedingung angepasst werden. Indem
wir ¢ = 0 wéhlen, erhalten wir v(0) = ¢y — ¢’/a und damit ¢ = v(0) + ¢'/a. Die Losung des
aus Differentialgleichung und Anfangswert bestehenden Anfangswertproblems lautet also

o)) = (o0 + L) e = £ = gpemrim 2L (1 o) (191)

Wahrend der Korper auf der horizontalen Unterlage letztendlich zum Stillstand kommt, ist das
Verhalten bei geneigter Unterlage ein anderes. Nach entsprechend langer Zeit ist der Anteil
aus der homogenen Differentialgleichung verschwunden, geblieben ist aber eine gleichférmige
Bewegung v(t) = mg’/r = (mg/r) sin . Sie ist die stationdre Lisung der Differentialgleichung,.

4.8.3 Homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

Als Beispiel fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung bauen wir die bisher betrachtete
Gleichung erster Ordnung weiter aus. Dazu befestigen wir den Korper mit einer Feder an einem
Ende der Unterlage und beachten das Hooksche Gesetz, das besagt, dass die Kraft der Feder

78



proportional zu ihrer Auslenkung x geht und entgegengesetzt zu dieser Auslenkung gerichtet
ist. Da die bisher betrachtete Geschwindigkeit die zeitliche Ableitung der Auslenkung ist, folgt

mi +ri+ kr = 0. (4.95)

Ein Eulerscher Ansatz z(t) = ce® fiihrt hier auf die charakteristische Gleichung ma?+ra+k = 0.
Diese besitzt zwei Losungen,

y = —— F\|—5 — — = —7 % p. (4.96)

Je nach der Stiarke der Reibung unterscheiden wir nun drei Fille.

1. Schwingfall r* < 4mk: In diesem Fall wird der Radikand negativ und die Wurzel imaginiir,
p = iw, und wir erhalten als Losungen

T4 (t) = cpe MEWL (4.97)

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist die Linearkombination
dieser beiden,

x(t)=e " <c+ei‘”t + c,e’m) : (4.98)
Entsprechend den zwei Integrationskonstanten ci gibt es auch zwei Anfangsbedingun-
gen, die wir wahlen konnen. Angenommen, zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Korper nicht
ausgelenkt, er besitze aber die Geschwindigkeit vg. Dann gilt

0= 2(0) = cy 4 c_, vy = (0) = cy (=7 +iw) + c_(—y — iw). (4.99)
Dieses System wird gelost von ¢, = —c_ = vy/2iw, die Losung lautet also
x(t) = %e‘”t(em —e W = %e‘”t sin(wt). (4.100)

Es handelt sich um eine abklingende Schwingung mit Kreisfrequenz w und Ddmpfung .

2. aperiodischer Grenzfall r* = 4mk: Es existiert nur eine reelle Losung ag = —~ der cha-
rakteristischen Gleichung. Die Losung der Differentialgleichung kann von z(t) = ¢oe®?
alleine jedoch nicht aufgespannt werden. Wir wéhlen daher auch in diesem Fall die Varia-
tion der Konstanten zur Ausweitung der Losungsmenge, x(t) = c(t)e®". Dies eingesetzt
in die Differentialgleichung ergibt sich

apt __

(mé + 2agme + aime + ¢ + agre + ke)e™' = (mé — ré + ré)e™ = mée™ = 0. (4.101)

Aus ¢é = 0 erhdlt man aber ¢(t) = ¢ + ¢1t, womit die zwei anzupassenden Integrations-
konstanten gefunden sind. Mit den gleichen Anfangsbedingungen wie vorher erhalten wir
co = 0 und ¢ = vy, also

2(t) = vote . (4.102)

3. Kriechfall r* > 4mk: In diesem Fall sind die beiden Losungen der charakteristischen
Gleichung reell, die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

z(t)=e " (c+ept + c_e_pt> : (4.103)
Die Anpassung an die Anfangsbedingungen liefert ¢, = —c_ = vy/2p und damit
VO _nt [ pt —pt Vo _~t .
x(t)= —e " (e —e ) = —e " sinh(pt). 4.104
() = e ) = S0 sini(pe) (4.104)
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4.8.4 Inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung

Lassen wir auf das System aus Korper, Feder und Unterlage eine Kraft einwirken, so erhalten
wir eine inhomogene Differentialgleichung. Wir wollen hier die periodische Kraft Fj sin(wot)
verwenden,

mi(t) + ri(t) + kx(t) = Fysin(wot). (4.105)

Betrachten wir den Schwingfall, so kann sich die Losung der inhomogenen Differentialgleichung
erneut durch Variation der Konstanten iiber den Ansatz

o(t)=e " (c+(t)em +c (t)e_i“’t) (4.106)

ergeben. Doch sind die sich ergebenden Gleichungen zu kompliziert. Stattdessen stellen wir
zunachst einmal fest, dass die stationdre Losung, welche sich nach dem Abklingen der Losung fiir
die homogene Differentialgleichung ergibt, eine Kreisfrequenz wy haben muss. Ein allgemeiner
Ansatz fiir eine solche stationéire Losung ist

zs(t) = Asin(wot — ), (4.107)

wobei die Amplitude A und die Phase ¢ bestimmt werden miissen. Durch Einsetzen dieser
stationdren Losung in die Differentialgleichung erhalten wir

— Amw} sin(wot — @) + Arwg cos(wot — @) + Ak sin(wot — @) = Fysin(wot). (4.108)

Wir kénnen die Additionstheoreme verwenden, um die trigonometrischen Funktionen auf der
linken Seite zu zerlegen und schliefllich die Koeffizienten zu cos(wpt) und sin(wgt) vergleichen.
Es ergibt sich das Gleichungssystem

Arwgcosp — A(k —mwd)sing = 0,
A(k — mwg) cosp + Arwgsing = Fy. (4.109)

Aus der ersten Gleichung lesen wir

cos = C(k — mwy), sin ¢ = Cruwy, C? = ((k‘ —mwg)? + TQwS)_l (4.110)
ab. Dies eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt sich
AC(k — mwi)? + ACr°wi = AC ((k — mwy)? + 7°2w(2]) = Fy (4.111)
und damit R e
A= , tan g = (4.112)

\/(k — mwi)? + r2wd k—mwg

Wie héngen nun Amplitude und Phase von der angelegten Kreisfrequenz wy ab? Fiir kleine
Werte von wy ist Ag = Fy/k, also exakt die Auslenkung, die sich bei einer konstanten Kraft
ergeben wiirde, und o = 0. Nihert sich die Kreisfrequenz der Resonanzfrequenz w, = (k/m)"/?,
so steigt die Amplitude stark an auf einen Maximalwert A, = Fy/rw,, wihrend die Phase den
Wert ¢, = m/2 erreicht. Ist keine oder nur geringe Reibung vorhanden, so kann dies fiir das
System gefihrlich werden. Wir sprechen von der Resonanzkatastrophe. Fiir sehr grofie Werte
der Kreisfrequenz wy dagegen sinkt die Amplitude wieder wie A ~ Fy/mw?, die Phase aber
nahert sich dem Wert 7, ¢ &= m — r/mwy. Das System ,,bockt* und bewegt sich gegenphasig.
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Kapitel 5

Funktionen mehrerer Veridnderlicher,
partielle Ableitung und Vektorfelder

In einem letzten Kapitel wollen wir uns mit dem Fall beschéftigen, dass eine Grofle nicht nur
von einer, sondern von einer Mehrzahl anderer Groflen abhéngt, eine in der Naturbeschreibung
durchaus iibliche Situation. Wir werden dabei die verschiedenen geometrischen wie analytischen
Eigenschaften erértern und dabei auf natiirliche Weise auf Vektorfelder stoflen.

5.1 Von Flichen eingeschlossene Volumina

Genauso wie wir Flachen bestimmen konnten, die von zwei Kurven eingeschlossen wurden, ist
das Volumen bestimmbar, welches zwei Flidchen einschliefen. Wir werden hier ein rein geome-
trisches Beispiel behandeln. Doch sind in der Praxis abstraktere Anwendungen denkbar, wie
beispielsweise die Integration iiber ein Phasenraumvolumen im dreidimensionalen Phasenraum.
Hier wie in unserem Beispiel ist das Volumen und die es begrenzenden Flichen zunéchst durch
eine Reihe von Ungleichungen gegeben, aus denen sich die Flachen wie auch die Grenzen der
Integration ergeben.

5.1.1 Das Volumen einer Kugel
Fiir die Punkte eines von einer Kugelschale des Radius r eingeschlossenen Volumens gilt
P4+ <rt o 22—t (5.1)

Wir haben hier schon begonnen, diese Ungleichung nach z aufzulésen (die Auflosung nach z
oder y ist in diesem Fall eine ebensogute Wahl). Beim Ziehen der Wurzel der rechten Seite
erhalten wir den positiven und den negativen Ast der Wurzel. 22 ist kleiner oder gleich dem
Quadrat einer Zahl a?, wenn z zwischen —a und +a liegt. Damit gilt

R e vy I (5.2)

Damit sind die beiden Begrenzungsflichen fi(z,y) = £v/r? — 22 — y? als Funktionen von z
und y gegeben. Wie aber sehen die Grenzen der Integration aus, die wir durchfithren miissen?
Offensichtlich muss 22 + y? < r? gelten, was sich schon darin niederschliigt, dass nur in diesem
Fall der Radikand nichtnegativ ist. Losen wir diese Ungleichung nach y auf, so erhalten wir

& —Vri—a? <y < 4+vr?2—a? (5.3)

y? < r? g2
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Damit sind die Grenzen fiir y in Abhéngigkeit von = gegeben, d.h. die Begrenzungen einer
Volumenschicht bei festem Wert von z. Fiir = schlieBlich muss 22 < r? gelten, also

—r= V2 <z <+Vi2 =47 (5.4)

Fiir das Volumen der Vollkugel erhalten wir also

+m r2_$2_y
/ / . (5.5)

VrZ—g? r2—g2—y2

Wir haben es als Dreifachintegral iiber das Volumenelement dV = dx dy dz geschrieben. Ein
wenig mochte ich hier bei diesem Ausdruck verweilen und Ihnen ein paar Einzelheiten verge-
genwértigen.

1. Wie Sie erkennen, sind die Integrationen verschachtelt, d.h. die Grenzen der inneren Inte-
grationen héngen von den Integrationsvariablen der d&ufleren Integrationen ab. Das muss
bei einem Mehrfachintegral nicht immer der Fall sein. Bei der Berechnung des Volumens
eines Kubus sind alle Grenzen voneinander unabhéngig. In diesem Fall kénn die Integra-
tionsreihenfolge vertauscht werden. Bei einer verschachtelten Integration sind aber zuerst
Umrechnungen fiir die Grenzen notig, ehe die Integrationsreihenfolge vertauscht werden
darf. Achten Sie also immer darauf, dass die Grenzen eines Integrals immer nur von
duBeren Variablen abhingen kénnen.

2. Die Schreibweise ist demzufolge auch eine geschachtelte. Man kann die Schachtelung
zusatzlich durch Klammerung deutlich machen. Die Methode, die hier verwendet wurde,
ist aber das Prinzip, dass das Integralzeichen stets vom Differential der entsprechenden
Integrationsvariablen gefolgt wird.

Das Integral kann nun Schritt fiir Schritt ,,von innen her* berechnet werden. Die erste In-
tegration liefert gerade den Ausdruck, in dem die beiden Begrenzungsflichen als Funktionen
auftreten,

+m
dac/ ( r2—a? —y?— (- T2—x2—y2)). (5.6)

Wie zu erwarten, ist das Volumen das doppelte Halbkugelvolumen, das unter der Funktion
V1?2 — 22 — 2 gebunden ist. Um weiter zu integrieren, fassen wir 72 — 22 = 7’2 zusammen und
wiahlen die Substitution y = r’sin ¢. Damit erhalten wir

/12— 22 —y2 =1"\/1 —sin® p = ' cos o, dy = r'cosp dep, (5.7)

wéhrend die Grenzen y = £+v/1? — 22 = +r/ durch ¢ = £7/2 zu ersetzen sind. Wir erhalten

2

7” 33

+7r/2 +r +7/2
/ (1’ cos p)*dp = 2 dz(r® — mz)/ cos® p dp, (5.8)
-r —7/2
wobei der Faktor 72 = r? — 22 vor das Integral iiber y (aber nicht vor das iiber x) gezogen

werden konnte. Die Integration des Cosinusquadrats liefert den reinen Zahlenwert 7/2, der auch
vor das Integral iiber x gezogen werden kann. Wir erhalten das bekannte Ergebnis

tr 1 4
= 27 <r3 — 37’3) = grg’. (5.9)

+r
V= 2% do(r* —2?)=n

1
2 3
rr — -x
3
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5.2 Partielle Ableitungen und Vektorfelder

Wir wollen es bei diesem einen Beispiel fiir Mehrfachintegrationen bewenden lassen. Stattdessen
betrachten wir die (obere) Begrenzungsfunktion genauer. Wie kénnen wir genauere Angaben
iiber diese Fliache gewinnen, wie sie beispielsweise bei Kurven durch Extremwerte, Wendepunkte
und andere Charakteristika gegeben waren?

5.2.1 Erweiterung des Ableitungsbegriffs

Zur Bestimmung der partiellen Ableitungen der Funktion

flay) = \fr? —a? —y? (5.10)
nach z oder y wird jeweils die andere Variable y bzw. x als Konstante angesehen,
0 _ o S+ Ary) — flay) — e
%f(xa y) - AI;IEO Az - mv (a - vadel )
aiy (x’ y) - Alglfilo Ay - TZ — x2 — y2 . (5]‘1)

Fiir partielle Ableitungen gelten dieselben Regeln wie fiir gewohnliche Ableitungen. Partielle
Ableitungen nach zwei unabhéngigen Variablen lassen sich dariiberhinaus vertauschen,

0 0 00 B —xy
e = o5 o) (= (e e (5.2

5.2.2 Der Gradient

Wie charakterisieren die partiellen Ableitungen aber nun die Fliche? Wir kénnen die beiden
Ableitungen zu einem zweikomponentigen Vektor zusammenfassen und erhalten in unserem
speziellen Fall

—x - 1
grad f(z,y) = <\/r2 —T g ny = y2> = yQ(—x, —y). (5.13)
Genaugenommen handelt es sich bei diesem Objekt um ein (zweidimensionales) Vektorfeld,
denn jedem Ortsvektor (z,y) wird ein Vektor zugeordnet. Das Vektorfeld, welches sich aus
der Kombination der beiden partiellen Ableitungen ergibt (bzw. dreier partieller Ableitungen
im dreidimensionalen Fall) wird als Gradientenfeld bezeichnet. Der Gradient einer skalaren
Funktion zeigt in die Richtung des stéirksten Anstiegs dieser Funktion, sein Betrag ist ein Maf3
fiir diesen Anstieg. Das erkennen wir leicht an unserem Beispiel, bei dem der Gradient in
Richtung des Ursprungs zeigt und kleiner wird, je mehr wir uns diesem Ursprung néhern.

5.2.3 Die Nabla-Schreibweise

Aus praktischen Erwégungen heraus hat sich die Schreibweise eingebiirgert, den Gradienten als
Ergebnis einer Operatorwirkung auf eine skalare Funktion zu schreiben. Dieser Operator besteht
aus den verschiedenen partiellen Ableitungen als Komponenten entsprechend der Dimension
und wird Nablaoperator genannt (manchmal erhélt der Operator noch einen Vektorpfeil, ﬁ),

Vi) = (o) fla) = (2L 2D gaagay). G
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5.2.4 Quellen und Senken — die Divergenz eines Vektorfeldes

Haben wir bereits ein Vektorfeld /Y(x, y,z) = (As(z,y, 2), Ay(z,y, 2), As(x,y, 2)) vorliegen, so
kann auch dieses durch partielle Ableitungen charakterisiert werden. Eine wichtige Grofie ist
dabei die Divergenz, die angibt, ob das Vektorfeld von diesem Punkt auszugehen scheint oder in
diesem verschwindet — ob also Quellen oder Senken in diesem Feld vorhanden sind. Dazu wird
recht anschaulich ein kleines Volumenelement AV betrachtet, das vom Vektorfeld durchflossen
wird, und der Fluss durch seine Oberfliche berechnet. Dieser Fluss ist gegeben als geschlossenes
Oberfliachenintegral § A - d3, und die Divergenz ist definiert als Grenzwert

— . 1 y O
div A= Jim = fA . d3, (5.15)
wobei ds ein Vektor ist, dessen Betrag dem Oberflachenelement entspricht und der senkrecht auf
dem Oberflachenelement nach auflen zeigt. Es kann durch eine etwas komplizierte Art von par-
tieller Integration gezeigt werden, dass sich die Divergenz als Skalarprodukt des Nablaoperators
mit dem Vektorfeld geschrieben werden kann, in drei Dimensionen also

e > 0A, 0A, O0A,
divA=V- A= o + By + 5

(5.16)

Aus der obigen Definition ergibt sich schnell der Gaufische Integralsatz (vgl. Physikvorlesung).

5.2.5 Der Laplace-Operator

Natiirlich kann auch die Divergenz des Gradientenfeldes gestimmt werden. Ausgehend von einer
skalaren Funktion ¢(z,y, z) erhalten wir das Gradientenfeld als dreidimensionales Vektorfeld
und die Divergenz wieder als skalare Funktion (skalares Feld),

26 ¢ 0%

divigrad¢) = V-V = (V- V)o = Ad = 55 + 55 + 55

(5.17)

Der Operator A = V? ist der Laplace-Operator.

5.2.6 Wirbel und Strudel — die Rotation eines Vektorfeldes

Eine andere Charakteristik von Vektorfeldern ist das Auftreten von Wirbeln und Strudeln.
Sie werden als Skalarprodukt des Vektorfeldes und des Wegvektors entlang eines geschlossenen
Weges gemessen, also als Integral § A - dl. Erneut kann die Fliche AS , um welche der Weg
geschlossen ist, immer kleiner gewéhlt werden, und die Rotation des Vektorfeldes ist so letztlich
definiert als

— ]_ —
(A 7= i —y{A-dl, 5.18
1o n im Ag (5.18)

wobei 77 der auf der Fliche AS senkrechtstehende und in Schraubenrichtung zeigende Norma-
lenvektor ist. Auch hier kann eine differentiale Form fiir die Rotation gefunden werden,

dy 0z = 0z or = Oz Oy (5.19)

rot A=V x A= <8AZ _0A, 0A, 0A, 04y an> |

Aus der obigen Definition ergibt sich ganz entsprechend der Stokessche Integralsatz.
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5.2.7 Potentialfeld — Rotationsfreiheit des Gradientenfeldes

Was ergibt sich, wenn wir die Rotation des Gradientenfeldes berechnen? Wir erhalten dann

82¢ B 82¢ 82¢ B aQ(b 82925 B a2¢ 3 (5 20)
oydz 020y~ 020x 0xdz  Oxdy Oydx) '

VXV¢:(va)¢:<

Das Gradientenfeld ist also rotationsfrei. Umgekehrt konnen wir nun sagen, dass immer dann,
wenn fiir ein Vektorfeld A iiberall rot A = 0 ist, dieses als ein Gradientenfeld dargestellt werden
kann,

rotA=0 < A=grade. (5.21)

Das skalare Feld ¢, das nur bis auf eine additive Konstante zu bestimmen ist, wird als Potential
bezeichnet. Beispiele sind sogenannte konservative Kraftfelder wie beispielsweise das Gravita-
tionsfeld oder das elektrostatische Feld. Da bei verschwindender Rotation alle geschlossenen
Wegintegrale automatisch verschwinden, ist andererseits das Integral des Skalarproduktes von
Vektorfeld und Wegvektor unabhingig vom gewéhlten Weg. Das Integral

8(7,) — H(T) = / "Aedl (5.22)

bestimmt dann Differenzen des Potentials und legt damit das Potential bis auf eine additive
Konstante fest, die zum Beispiel das Potential an einem unendlich fernen Punkt sein kann.

5.2.8 Divergenz der Rotation und andere Tripelprodukte

Schliefllich kann die Divergenz der Rotation bestimmt werden. Was hier zur Berechnung hilft
ist die Eigenschaft des Spatproduktes. Allerdings muss bei der Anwendung der zklischen Ver-
tauschung darauf geachtet werden, dass die Operatoren stets vor den Funktionen stehen,

—, —,

div(rot A) = V- (V x A) = (V x V)A. (5.23)

Auch dieses Produkt verschwindet, ein Wirbelfeld ist also frei von Quellen und Senken.

Schlielich konnen wir (unter Beachtung der eben angesprochenen Warnung) den Grass-
mannschen Entwicklungssatz (2.5) dazu benutzen, die Rotation der Rotation eines Vektorfeldes
zu berechnen,

—, -, — -,

rot(rot A) = V x (V x A) = V(V - A) — (V- V) A = grad(div A) — AA. (5.24)
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Mo, 11.04.2005 1.1 Einleitende Bemerkungen, Formales
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Mi, 12.04.2005

Do, 13.04.2005
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Mo, 18.04.2005
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Mi, 20.04.2005
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Fr, 22.04.2005

1.2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

4.6

4.7

5.1

5.2

Eingangstest

Von Logik, Zahlen, Geometrie und anderem
Komplexe Zahlen

Freie, linienfliichtige und gebundene Vektoren
Komponentendarstellung von Vektoren
Analytische Geometrie des Raumes
Lineare Algebra

Matrizen

Folgen

Reihen

Funktionen

Funktionen im Komplexen

Details, Gesamtheit und Gesetze
Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen
Differentialrechnung

Ableitung und ihre Anwendung
Integralrechnung

Integrationsregeln

Anwendungen der Integration
Abschlusstest

Lineare Differentialgleichungen

Von Flachen eingeschlossene Volumina

Partielle Ableitungen und Vektorfelder

86



Anhang A

Sonderrechnungen

A.1 Wie kommt man auf den Entwicklungssatz fiir die
Determinante?

Dies ist ganz einfach zu sehen im dreidimensionalen Fall. Ich betrachte das System

1121 + A12X2 + a13x3 = C1
2171 + A22T2 + A23T3 = Co
a31%1 + A32%2 + A33T3 = Cs. (A1)

Durch Subtraktion des asi-fachen der ersten Gleichung vom a;;-fachen der zweiten Gleichung
fallt in der zweiten Gleichung der Anteil z; heraus, wir erhalten anstelle dieser Gleichung
(041&22 - a12a21)$2 + (a11a23 - a21a13)$3 = a11C2 — A21C1 (A-Q)

In einem zweiten Schritt subtrahieren wir nun das as-fache der neuen zweiten Gleichung von
der mit dem Faktor (ajjas0 — as1a12) multiplizierten ersten Gleichung, um in dieser den Anteil
x5 zu entfernen und zumindest den oberen linken Anteil des Systems diagonal zu machen. Die
erste Gleichung liefert

(a11a22 - a12a21)a11£v1 + ((anazz - a12(121)(113 - alz(allaz3 - a21a13))3§3 =
= (a11a22 - a12a21)01 - (112(a1102 - a2101) (A~3)

und kann vereinfacht werden, durch Subtraktion innerhalb der Klammern und schliellich auch
durch Kiirzen des generellen Faktors a;;. Wir erhalten das System

(CL11CL22 - a12a21)I1 + (CL226L13 - a12a23)$3 = Q22C1 — Q12C9
(a11a22 - a12a21)$2 + (a11a23 - a21a13)x3 = 11C2 — G21C1
a31T1 + a32To + a33T3 = C3 (A.4)

Subtrahieren wir nun das as;-fache der ersten und das ass-fache der zweiten Gleichungen von
der mit (ajja29 — a12a91) multiplizierten dritten Gleichung, so fallen die Terme fir x; und z;
heraus, und wir erhalten

(a33(a11a22 - CL126L21) - a31(a22a13 - a13a23) - G32(a11a23 - CL21CL13))$3 =
= (a11a22 - CL126L21)C3 - a31(a2201 - CL1202) - a32(a1102 - CL21C1)- (A-5)

Die linke Seite ist aber gerade Dx3, wihrend die rechte Dj ist.

87



A.2 Wie leitet man die Regel von I’Hospital her?
Ausgangspunkt sei die Quotientenfunktion

M@zﬁg mit f(z0) = glzo) = 0. (A.6)

Wir betrachten die Taylorentwicklungen der Funktionen f(x) und g(z) um den Punkt z = x,

F0) = 3 1) I gl = 3 g (A7

Angenommen nun, es gebe eine ganze Zahl n > 0, fiir die entweder £ (x) oder ¢™(z) fiir
x = xy nicht verschwinden. Dann beginnen die beiden Reihen tatséchlich frithestens erst an
dieser Stelle. Wir kénnen den gemeinsamen Koeffizienten (x — )" /n! diese fithrenden Terms
herauskiirzen und erhalten zunéchst die bei x = x stetig ergénzte Funktion

7 o fn(‘r)
h(z) = 50 (A.8)
mit
ful@) = ™ (x0) + (z — m0) Afu(2), gn(®) = g™ (x0) + (x — 20) Ag (). (A.9)

Dabei sind Af,(z) und Ag,(x) erneut zwei unendliche Potenzreihen, die aber fiir 2 = xy nicht
unendlich sind. Da der herausgezogene Faktor (z — x¢) aber diese Potenzreihen unterdriickt,
je néher wir an x = z herankommen, konnen im Grenzfall schliellich f,,(x) und g,(z) durch
f™(20) bzw. g™ () ersetzt werden. Wir erhalten damit
(n)
f@) )

lim —= = .
o glz) — #m g0 ()

(A.10)

A.3 Wie kommt man auf die Substitutionsregel?

Dazu wenden wir die Kettenregel auf die Funktionsverkettung h(z) = F(g(x)) an, wobei F'(z)
eine Stammfunktion zur Funktion f(z) ist,

F(2) :/f(z)dz = F(2) = f(2). (A.11)

Die Kettenregel ergibt
W(x) = F'(g(x)) g'(x) = f (9(x)) g'(2) (A.12)

und durch Integration erhalten wir
[ 6@) g @z = [ W(x)de = hw) = F (g(a)). (A.13)

Durch Ubergang zum bestimmten Integral ergibt sich

LW@mmwmﬁw@—mwszw—me=é f(2)d=. (A.14)
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