Arvuteooria

Naidislahendused
Praktikum 10

1 Lahenduse autorid on toimetusele teada

Esiteks kuna (22,50) = 2 # 1, siis 22 ¢ U(Zsg), seega ei saa réédkida selle
elemendi jargust antud rithmas

U (Zso)| = p(50) = 9(25) - p(2) = 51(5— 1) - (2 — 1) = 20.

Seega Lagrange’i teoreemi pohjal saab elemendi jarguks olla ainult rithma
jargu (20) jagaja ehk 1, 2, 4, 5, 10 voi 20.

a a2 a4 a5 alO a20

21 41 31 1

23 29 41 43 49 1
2r 29 41 7 49 1
43 49 1

Nieme tabelist, et ord(21) = 5, ord(23) = 20, ord(27) = 20 ja ord(43) = 4.
Seejuures, kuna ord(23) = ord(27) = ¢(50), siis 23 ja 27 on algjuurteks
mooduli 50 jargi.

2 Johanna Maria Kirss ja Rainer Bokov

Kirjeldame alustuseks kaarte segades saadud uusi positsioone. Kui kaart oli
parempoolses pakis ehk kui ta oli algselt mingil kohal ¢ € {1,...,39}, siis niitid
on ta kohal 2i. Kui aga kaart oli vasakpoolses pakis ehk kohal ¢ € {40, ..., 78},
siis toimub protsess 40 — 1, 41 — 3 jne kuni 78 — 77. Saame oOelda, et
vasakpoolse paki kaardi uus positsioon on 2i — 79. Mérkame, et mooduli 79
jargi on molema paki korral kaardi uueks asukohaks 2i.

Jatkates niisugust segamist, saame, et mingi kaardi positsioon on algselt ¢,
siis 24, siis 2% jne. Parast m segamist on selle kaardi positsiooniks 2™3. Meie
otsime, mitme segamise parast saame tagasi algse jarjestuse ehk otsime elemendi
2 jarku: véhimat m, mille korral

2™ =1 (mod 79).

Euleri teoreemi jirgi teame, et kindlasti I = (79) = 78 korral 2! = 1
(mod 79). Lemma 7.6 jargi teame, et kahe jirk m peab jagama 78-t. Et 78 =



2 -39 ja m = 2 kahe jarguks ei sobiks, siis proovime juhtu m = 39. Tdesti,
239 =1 (mod 79).

Jarelikult saame algse jarjestuse tagasi parast 39 segamist.

3 Erki Kiilaots ja Marcus Loo

Astendame jasgiklassi ringi elemente jirjest, kui jouame tulemuseni, et 2% = 0
(mod 32), siis teame, et ka z**! = 0 (mod 32), seega = pole algjuur. Kui
jouame tulemuseni, et z¥ = 1 (mod 32) ja k < ¢(32) = 16, siis pole ka tegu
algjuurega, sest rithmas U(Zsz) on ¢(32) = 16 elementi, mis peaks koik olema
voimalik saada kiitte algjuurt z astendades, aga kui 2 = 1 (mod 32), siis
¢+t =z (mod 32) ja saame z-ga korrutades edasi samu elemente, mis varem.



Seega kui #F =1 (mod 32), siis z-i astendades saame kiitte kuni k elementi.

x |22 [ 23 [t [0 [ 28 [ 27 [ 28
010

1|1

214]181]16]0
31927171925 |11 | 1
4 16| 0O

5 (2612917 (21} 9 |13 |1
6 |4]124]16| 0
717123 1

810

9 | 17125 1

1041 8]16| 0

11 (25|19 |17127| 9 | 3 | 1
12116 | O

1319 (2117129255 |1
141 4 124|116 | 0

15| 1

16| 0

17| 1

18 4|8 ]16| 0

1919 |11 17| 3 |25 |27 | 1
20(16 | 0

21125 |13 |17 5|9 |29 1
2214 (24|16 | 0

23|17 7 |1

2410

251719 |1

26| 418 1]16] 0

271250 3 |17 (11| 9 |19 1
28116 0

2919 | 5 | 1713|2521 1
30| 412416 0

311

16

Kuna iga jaagi korral saime astendades katte 1 voi 0 enne x*°, siis moodulis 32

puuduvad algjuured.

4 Lahenduse autorid on toimetusele teada
Teoreemi 7.21 pohjal saame, et moodulite 12 ja 16 jirgi pole algjuuri (kuna need
pole kujul 2, 4, p* voi 2p*) ning teistel on vastavalt

e Kuna kui a on algjuur mooduli 9 jargi, siis (a,9) = 1, siis algjuurteks
voivad olla 1, 2, 4, 5, 7. 8.



5

Kuna algjuure jarguks peab olema 6, siis ei sobi 1, 4, 7 ja 8, kuna 1 =
11 =82 =73=43 (mod 9). Allesjidéinud arvud sobivad ehk nende jirk on
6.

Algjuured mooduli 9 jargi: 2 ja 5.
Kuna kui a on algjuur mooduli 14 jargi , siis (a, 14) = 1, siis algjuurteks
voivad olla 1, 3, 5, 9, 11, 13.

Kuna algjuure jarguks peab olema 6, siis ei sobi 1, 9, 11 ja 13, kuna
1=1'=132 =113 =93 (mod 14). Allesjiinud arvud sobivad ehk nende
jark on 6.

Algjuured mooduli 14 jargi: 3 ja 5.
Kuna kui a on algjuur mooduli 18 jérgi, siis (a, 18) = 1, siis algjuurteks
voivad olla 1, 5, 7, 11, 13, 17.

Kuna algjuure jarguks peab olema 6, siis ei sobi 1, 6, 13 ja 17, kuna
1=1'=172 =63 = 133 (mod 14). Allesjdéinud arvud sobivad ehk nende
jark on 6.

Algjuured mooduli 18 jérgi: 5 ja 11.

Urmas Luhaaar ja Kristjan Kallikivi

Toestame koigepealt, et kui a on algjuur modp, siis

az =-1 (mod p).

Lahendame kongruentsi

z2=1 (mod p).

Kuna tegemist on ruutpoliinoomiga ja lahendame teda korpuses(sest p on al-
garv), siis on tal maksimaalselt kaks lahendit. Nendeks on null ja iiks. Néeme,
et kui mingi elemendi ruut on iiks, siis ta on kas liks voi miinus iiks. Elemendi

p—1
a 2

ruut on ilmselt iiks. Kuna Ta aga ise ei saa iiks olla, sest muidu poleks a

algjuur modp, siis on ta miinus tks.
Kuna a on algjuur, siis leidub selline k& > 1, et

a* = —a (mod p).

Kuna a peab olema arvuga p iihistegurita, véime ta taandada. Saame

Ehk

a*1=—-1 (mod p).
Eelnevalt toestatu pohjal k—1 = p%l (vaatame astendajaid nullist arvuni p—1).
p+1
k=——.
2



Niiiid seosest a* = —a (mod p) saame, et —a on algjuur parajasti siis, kui

(k,p—1) = (p—;l,p — 1) = 1. Viimast avaldist saab teisendada (”%l,p —-1) =

(%,2 . %) = (%,2)7 sest (%, %) = 1. Seega on —a algjuur, kui

1
<p+,2) .
2

Mis on samavéaérne sellega, et p =1 (mod 4).

6 Maret Somer ja Mikael Raihhelgauz

Olgu p arvu n* 4 1 suvaline paaritu algtegur. Siis kehtib kongruents

n*+1=0 mod p,

n*=—-1 mod p.

Jarelikult n® = (n*)? = (=1)2 = 1 mod p. Siit on ilmne, et n on ringis Z,
pooratav element, sest vottes n=! = n’, saame n-n ! =n-n’ =nd =1
mod p. Lemma 7.6 pohjal ord(n)|8 ehk ord(n) € {1,2,4,8}. Seejuures paneme
tihele, et (n')* = (n?)?2 = n* = —1 mod p. Jarelikult, kui 1, 2 véi 4 on n
jark, siis 1 = —1 mod p, mis ei kehti tihegi paaritu algarvu p korral. Jarelikult
ord(n) = 8.

Et 8 on elemendi n jérk, siis Lagrange’i teoreemi pohjal 8 jagab rithma U(Z,)
jarku ehk 8|p(p) = p — 1. Niisiis leidub k € Z, et 8k = p — 1 ehk p = 8k + 1.

7 Lahenduse autorid on toimetusele teada

Toestada, et p € N on algarv siis ja ainult siis, kui (p — 1)! = —1 (mod p).

p=2korral: (2—1)!=1=-1 (mod 2).

Oletame niitid, et p > 3.

Kuna Z, on korpus, siis igal elemendil on péérdelement. Lagrange’i teo-
reem iitleb, et ainukesed a véirtused, mille korral @ = a~! (mod p) on a =
+1 (mod p), sest kongruentsil a? = 1 saab maksimaalselt olla 2 juurt mooduli p
jargi. See tdhendab, et arvu (p—1)! tegurid saab jarjestada paaridesse (element
koos oma poordelemendiga), kus iga paar on kongruentne tihega mooduli p jargi
ning iiks paar (1 ja p — 1) on kongruentne —1 mooduli p jargi.

Néiteks p = 7 korral: 6! =1-2-3-4-5:6 = 1-6-(2-4)-(3:5) = —1-1-1 = —1 (mod 7).
Teistpidi, teame, et kehtib (p — 1)! = —1 (mod p).

Oletame vastuvaiteliselt, et p on kordarv ehk Jda,b:p=a-, a# 1 #b.

Teame, et a | (p— D!jabd| (p— 1)

Vaatame kahte juhtu:

1) a # b. Sel juhul kehtibka a- | (p—1)!ehkp| (p—Dlehk (p—1)!=p-c=
0 # —1, tekib vastuolu.
2) a = b. Sel juhul teame, et 2a | (p — 1), sest 2a < a?, kui a > 2.



1-2-...-a-...-2a-...-p—1=(p—1)!

(
Jérelikult kehtib ka a? | (p — 1)! ehk (p — 1)! = p- = 0 # —1, tekib vastuolu.
Samas jaab iile juht p = 4, aga kuna 1-2-3 =6 = 2! # —1 (mod 4), tekib ka
seal vastuolu.
Kokkuvottes saame, et p € P.

8 Johanna Maria Kirss ja Rainer Bokov
Olgu antud arv a ja algarv p > 2 nii, et a on algjuur mooduli p? jirgi. Siis
P =1 (mod p?).

Eeldame vastuvaiteliselt, et mooduli p jargi leidub mingi arv 1 < k < p — 1,
mille korral a* = 1 (mod p). Siis saame 6elda, et leidub mingi z € N, mille
korral a* = 1 + pz. Votame arvu a* astmesse p. Saame binoomvalemi jirgi

1 2 p—1

(@*)P = (1 +pa)P =1+ (p>p:r + (p) (pz)?+ ...+ < P >(pa:)p1 + (pa)?.

Saadud summa igas liidetavas peale esimese on p aste vahemalt kaks - kolman-
dast liidetavast alates on see ilmne, teises (’1)) = p, seega (jl’)pac = p?z. Seega

saame, et leidub mingi y nii, et
(a®P =14+p?y=1 (mod p?).

Kuna k < p — 1, siis astendaja kp < p(p — 1). See aga on vastuolus eeldusega,
et a on algjuur mooduli p? jargi.



