Arvuteooria Kevad 2020

11. praktikumi néidislahendused

1. iilesanne (lahenduse autorid on toimetusele teada)

Kuna 41 on algarv, siis jarelduse 7.13 pohjal leidub mooduli 41 jargi

(41— 1) = (40) = ¢(5) - 9(2%) = 4-2* = 16

41 —1 =40 = 23 .5, seega jirelduse 7.24 pohjal leiame vihima algjuure:

25 =28=10 22 =22 =40°=1 (mod 41)

3¥=40>=1 (mod 41)

48=10=18 4 =1"=1 (mod 41)

55=100=18 52 =9"=40>=1 (mod 41)

6°=252=10 6°°=25"=25-25"=25-10=25-18 =40 (mod 41)

eega vanlm algjuur mooduil argl on o. uurteks mooduli argl on Kol aaglKlassl
Seega viihim alg] duli 41 jirgi on 6. Alg] k duli 41 jirgi on koik jadgiklassid
6%, kus 1 < k < 40 ja (k,40) = 1. Seega saame
6'=6 6°=11 6°'=29 6°=19 6''=28 6% =24 6'"=26 69 =34
6°' =35 6 =30 6 =12 6 =22 6" =13 6 =17 6°"=15 6% =7

41 algjuured on: 6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35.



2. lilesanne (Markus Rene Pae ja Erki Kuus)

a) Kui n = 105, siis selle mooduli jargi ei ole algjuuri (teoreemi 7.21) pohjal, sest 105 = 3-5-7
ehk pole kujul 2,4, p* voi 2pF, kus p > 2 on algarv.

b) Kui n = 106, siis teoreemi 7.27 pohjal on algjuuri (kehtib, kui leidub algjuuri) ¢(p(106)) =
= p(52) = 24 tiikki.

Kuna 106 = 2 - 53, siis vaatleme esmalt algjuuri mooduli 53 jargi. Teame, et 53 on algarv,
seega saame rakendada jéreldust 7.24. Kuna 53 — 1 = 52 = 13- 22, ja

3*=28,3% =52 (mod 53),
siis 3 on iiks algjuur mooduli 53 jargi. Niitid teoreemi 7.19 tottu on 3 iiks algjuur ka mooduli

2-53 = 106 jargi.

¢) Kui n = 107, siis teoreemi 7.27 pohjal on algjuuri (kehtib, kui leidub algjuuri) ¢(p(107)) =
= p(106) = 52 tikki.
Kuna 107 — 1 =106 = 2 - 53 ning

22 =4,2" =106 (mod 107),

siis jarelduse 7.24 tottu on 2 iiks algjuur.



3. iilesanne (Laura Karu ja Susan Mannik)

a) n = 250
Teame, et 250 = 2 - 53, seega vastavalt teoreemile 7.21 leidub algjuuri mooduli 250 jirgi.
Leiame mitu algjuurt leidub mooduli 250 jargi, kasutades teoreemi 7.27.

©(250) = p(2-5%) = 217153 1. (2—1)- (5—1) =52- 4 = 100
0(100) = (22 -52) =2271.52 1. (2-1). (5—1)=2-5-4 =40

Seega mooduli 250 jargi leidub 40 algjuurt.

Leiame iihe algjuure mooduli 250 jargi. Selleks leiame koigepealt algjuure mooduli 5 jérgi.
On lihtne niha, et 2 on algjuur mooduli 5 jérgi, sest U(Zs) = {1,2,3,4} = {2, 52,53,54}.
Jareldus 7.15 iitleb, et kui a on algjuur mooduli p > 2 jirgi, b € {a,a + p}, "' £ 1 (mod
p?), siis b on algjuur mooduli p? jirgi.

Et 2°71 =21 =16 # 1 (mod 5?), siis on 2 algjuur mooduli 5% jirgi.

Teoreem 7.18 iitleb, et iga algjuur mooduli p? jirgi (p > 2) on ka algjuur mooduli p* jérgi,
k> 2.

Seega on 2 ka algjuur mooduli 5 jirgi.

Vastavalt teoreemile 7.19 on 2 + 125 = 127 algjuur mooduli 250 jargi.

b) n = 252
Teame, et 252 = 2% - 63, seega vastavalt teoreemile 7.21 ei leidu mooduli 252 jirgi algjuuri.

c) n =254
Teame, et 254 = 2 - 127, seega vastavalt teoreemile 7.21 leidub mooduli 254 jargi algjuuri.
Leiame, mitu algjuurt leidub mooduli 254 jargi, kasutades teoreemi 7.27.

©(254) = p(2-127) = 2171 12701 (2= 1) - (127 — 1) = 126
0(126) = p(2-32-7) =21"1.32° 1. 71 (2 -1). (3-1)- (T—1)=3-2-6 =36

Seega leidub 36 algjuurt mooduli 254 jargi.
Leiame iihe algjuure mooduli 254 jargi. Selleks leiame koigepealt algjuure mooduli 127 jérgi.
Kasutades jareldust 7.24 leiame iihe algjuure mooduli 127 jérgi.

22 = 288=2.202=0.431 =8.430 =8.165=1-16"=2"=128=1
3% = 38 =(37)2=28"=28-28%=28-22'=28-1032=90-103 = 126 # 1
312 = (370 =286 =222 =22.103 =107 # 1

37 = 318=(37)2.31=282.81=22-81=4#1

w
|

Jarelikult 3 on algjuur mooduli 127 jargi.
Vastavalt teoreemile 7.19 on 3 algjuur ka mooduli 254 jargi.



4. iilesanne I (Johanna Maria Kirss ja Rainer Bokov)

Oletame vastuviiteliselt, et a ei ole algjuur mooduli p jargi. Siis leidub mingi aste [ < p — 1
nii, et ' =1 (mod p). Teame, et a* on algjuur mooduli p jérgi ehk (a*)! # 1 (mod p), sest
| < p— 1. See aga tihendab, et (a*)! = (a')* = 1¥ £ 1 (mod p). Oleme saanud vastuolu.

4. iilesanne II (Urmas Luhadir ja Kristjan Kallikivi)

Vaatame rithma U(Z,) tsiiklilist alamriihma (a). Ilmselt U(Z,) = (a*) C (a). Kuna teistpidi
sisalduvus kehtib ilmselt, siis U(Z,) = (a), mis tdhendabki seda, et a on algjuur.

5. iilesanne (Erki Kiilaots ja Marcus Loo)

Kuiz=1siis1+1+1+14+1+14+14+1=8%#0 (mod 41). Seega = # 1.
Kasutame geomeetrilise rea summa valemit. (Teame, et = # 1)

8
1
T2 =0 (mod 41)

l+o+2?+28 a2t + 27+ 20 +27 = 1
:L‘_

Kuna £=1 = 0 (mod 41), siis kindlasti 2% — 1 = 0 (mod 41) ehk 2% = 1 (mod 41). Et

see kehtiks, siis elemendi a jark rithmas U(Z4;) peab jagama arvu 8. Kasutades iilesannet
nr 1. ellimineerime suure osa x-i voimalikest vadrtustest, sest iilesandes iiks leidsime koik
elemendid, mille jéirk oli ¢(41) =40 ja 401 8.

Seega ellimineerime voimalike lahendite hulgast elemendid
{6,7,11,12,13,15,17,19, — 19, — 17, — 15, — 13, — 12, — 11, — 7, — 6}

Alles jaid {—1,+2,+3,+4,+5,£9,+10, £ 14, + 16, £ 18, + 20}

Katsetame neid lihtsalt labi.



r=-—1
(-1)*=1 (mod 41)

r =42
(£2)8 =256 =10 (mod 41)

T ==+3
(£3)° =812=(—-1)’=1 (mod 41)
x = =4

(£4)% = 256% = (10)> = 100 = 18  (mod 41)

r =25
(£5)% = 625% = (10)> = 100 = 18  (mod 41)

r ==9
(£33 = (3% =(1)’=1 (mod 41)

r=+10
(£10)* =5°-2°=18-10 =180 = 16 (mod 41)

r==414

+14)% = 196* = 322 = 1024% = (—-1)* = mod 41
(

r=+16
(£16)* = 18 =324 = 37 (mod 41)

r = =+18
(£18)* =9%.28=1-10=10 (mod 41)

x = =£20
(£20)* =4°.5° = 18- 18 =324 = 37 (mod 41)



Seega lahendid on {—14, — 9, — 3, — 1,3,9,14}.
v. Kongruentsi 1+x+2?+ 23+t +2°+2°+27 = 0 (mod 41) lahendid on {—1,+3,4+9,4+14}.

Lauri Tart: Kui teada jargmise, st 12. praktikumi materjali, siis on lihtsam ja kiirem
indekseerida ja kasutada nt. E. Redi “Arvuteooria” opikus toodud tabelit mooduli 41 ja
algjuure 6 jaoks. Indekseerides

2% = 1 (mod 41) <= indg(2®) = indg1 (mod ¢(41)) <= Sindgx =0 (mod 40).
Jagame kongruentsi molemaid pooli arvuga 8 ja saame, et indgz = 0 (mod 5) ehk
indgz € {5,10,15,20,25,30,35,40}.
Tabeli pohjal vastavad neile indeksitele tapselt juba leitud vaartused

x =27,32,3,40,14,9,38,1 (mod 40).



6. lilesanne (lahenduse autorid on toimetusele teada)

Koigepealt toestame moned abitulemused
1
Lemma 1. Kui a on algjuur mooduli p € P, p > 3, siis a"z = —1 (mod p)

Toestus. Fermat viikese teoreemi pohjal a?~! = 1.

Kuna (a"7 )% = aP~!, siis a7 = -1 (mod p) vdi "= =1 (mod p). (Poliinoomil 22 = 1 on
nulliteguriteta ringis iilimalt 2 juurt, kuna 12 = (—1)? = 1, siis on need ainsad juured).

Kuna a on algjuur ehk p — 1 on vihim naturaalarv, mille korral a?~! = 1 (mod 1), siis ei saa
kehtida, et a"z = 1 (mod p).

Jarelikult peab T =1 (mod p) ]

Lemma 2. p =1 (mod 4), kus p > 3 paragasti siis, kui leidub a € Z nii et a*> = —1 (mod p)

Toestus. PIISAVUS Eelmise lemma pohjal kui a on algjuur mooduli p jargi, siis a7 = -1

(mod p), samuti on teada, et algarvulise mooduli jérgi leidub algjuuri ehk olgu a algjuur.
Kuna p =1 (mod 4) siis £+ € Z ja (ap%l)2 =a7 =-1 (mod p), mida oligi tarvis niidata.

TARVILIKKUS Olgu a selline, et a*> = —1 (mod p)

Oletame vastuvéiteliselt, et p Z 1 (mod 4). Kuna p peab olema paaritu, siis p = 3 (mod 4)
ehk p — 4k + 3.

Kuna a* = (—1)? = 1, siis elemendi a jirk on 4 (1 ei sobi, kuna siis a®> = 1 ning 3 ei sobi
kuna, siis l =a® =d’a=—a=>a=-1=>a’>=1+# —1.)

Lagrange’i teoreemi pohjal saame, et 4 | p — 1 ehk 4 | 4k + 3 — 1 ehk 4 | 4k + 2, mis on
vastuolu. O

Kuna ¢ on kahest suurem algarv, siis ¢ on paaritu ehk ¢ = 2k + 1, seega p = 2g + 1 =
=22k +1)+1=4k+ 3 ehk p =3 (mod 4).

Olgul <a<p—1jab:=p—a? Selleks, et b on algjuur mooduli p jérgi, piisab jirelduse
-1
7.24 pohjal ndidata, et p — 1 koigi algtegurite r korral b= % 1 (mod p).

Kuna p — 1 =2+ 1 — 1 = 2gq, siis tuleb kontrollida arvu p — 1 algtegureid 2 ja ¢:



o VT =be =1 = (p—a*)?#1 (mod p).
Oletades vastuviiteliselt, et (p—a?)?> = 1 (mod p), siis p—a®? = 1 (mod p) voi p—a® = —
(mod p) (Poliinoomil 2 = 1 on nulliteguriteta ringis iilimalt 2 juurt, kuna 12 = (=1)? =
= 1, siis on need ainsad juured).

Kui p—a? =1 (mod p) => a*> = —1 (mod p), mis on vastuolus enne toestatud lemma-
ga, kuna sel juhul peaks olema p =1 (mod 4).

Kui p—a® = —1 (mod p) => a® =

eeldusega, et 1 <a <p— 1.

(mod p) => a = +1 (mod p), see on aga vastuolus

o b'T =bF == (p—a?)?%1 (mod p).
Oletades vastuviiteliselt, et (p — a?)? =1 (mod p)

Binoomvalemi kohaselt (p — a?)? = p? + 2p?~1(—a?) + - -+ + yp(—a?)7! + (—a?)? vms,
seega (p—a?) = (—a?)? = (-1)7-a* = —a** = —a’' = —1 (mod p) (kuna q oli paaritu
algarv, siis (—1)7 = —1).

Niisiis b = p — a? on algjuur mooduli p jirgi.



7. tilesanne (Urmas Luhadir ja Kristjan Kallikivi)

Kuna p on algarv, siis leidub modp algjuur a. llmselt 1 < a < p. Kuna sel juhul (a,p) = 1,
siis @ € U(Z,) ja seega leidub @' € U(Z,). Votame a ' suvalise esindaja ja jagame teda
jadgiga arvuga p. Saame sellise arvu b, mille puhul 1 < b < p(b # 0, sest muidu ta poleks
pooratav) ja ab =1 (mod p).

Néitame, et b on algjuur modp. Vaatame U(Z,) alamriihma, <5> Ka selles rithmas a~! =

—b < b =a. Seega @ € (b). Lopuks
U(Zy) = (a) C (b) = U(Zy) = (b),
ehk b on algjuur.

Peame niitama, et kas a voi b on algjuur mod p?, sest sellest jireldub algjuureks olek koikide
suuremate astmete jaoks.

Eeldame vastuviiteliselt, et ei a ega b ei ole alguur modp?. Siis
a™ =1 (mod p?),

kus m < ¢(p?) = p(p — 1). Siis ka
a™ =1 (mod p),

kust saame, et p— 1|m. Kuna koik multiplikatiivsed jirgud mod p* peavad jagama arvu p(p—
1), siis ainsa voimalusena m = p — 1, ehk

a” =1 (mod p?).

Sarnaselt saame ka, et
bp—l

Korrutame need kongruentsid kokku:

1 (mod p?).

(ab)’™' =1 (mod p*) <= p|(ab)’™" — 1= (ab—1)((ab)"* + - +ab+1).
Mérkame, et
(ab)’ >4+ - +ab+1=1+---+1=p—-1=—-1#£0 (mod p).

Kuna p on algarv, siis
((ab)P? +---+ab+1,p) = 1.

Niiiid saame rakendada Eukeidese lemmat, ehk p?|lab — 1. See on aga vastuolus sellega, et
l<a<pijal<b<p,sest
p? > ab > ab— 1.



8. iilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

Ainuke algjuur mooduli 2 jargi on 1 ja ainuke algjuur mooduli 3 jéargi on 2. Vaatleme niitid
algarve p > 3. Olgu a mingi algjuur mooduli p jargi. Jarelduse 7.13 pohjal moodustavad
arvud kujul @, kus 1 < k < p — 1 parajasti koigi algjuurte hulga. Niisiis, nende korrutis
esitub kujul

a'ak ... a?PY = ¢°,

kus s =37, 1)=1 ki- Mérgime, et (k;,p —1) = 1 parajasti siis, kui (p —1 —k;,p—1) = 1.

Toepoolest, eeldame, et (k;,p — 1) = 1 ning oletame vastuviiteliselt, et leidub d > 1 nii, et
dlp—1—k; jad|p— 1. Siis leiduvad n,m nii, et p — 1 = dm ja p — 1 — k; = dn. Sellisel juhul
aga k; =p—1—dn=dm — dn = d(m — n) ehk d|k. Vastuolu!

Niitid eeldame, et (p — 1 — k;,p — 1) = 1. Oletame vastuviiteliselt, et leidub d > 1 nii, et
dlp — 1 ja d|k;. On ilmne, et sel juhul ka d|p — 1 — k;. Vastuolu! Niisiis, eelneva pohjal

{1 kQ,... k o(p— 1}:{p—1—1,])—1—]{2,...,]?—1—]{?@(1,,1)}.
Jarelikult ka

s= Y k=) p-1-k

(kip—1)=1 (p—1—k1,p—1)=1
25 = Z kit Y p-l-k=
(kzp 1 (pflfkl P*l)
e(p—1)
Z kit (p—1—k)=pp-1)-(p—1),
plp—1
Lemma 7.10 pdhjal ¢(p — 1) on paarisarv iga p > 3 korral. Jérelikult “O(pQ U on tiisarv.
Meenutame, et Fermat’ viikese teoreemi pohjal a?' = 1 mod p iga a € U(Z,) korral.

Kokkuvottes

w(p 1 gp(p 1)

as—(apl) =1 =1 mod p.



