Arvuteooria Kevad 2020

12. praktikumi néidislahendused

1. iilesanne (Hartvig Tooming)

Leiame koik algjuured mooduli 19 jirgi. Kuna ¢ (19) = 18 = 2 - 32, siis tuleb leida selline

jaagiklass @ € U (Zyg), et a® # 1 (mod 19) ja a® # 1 (mod 19). Leiame sellise jasigiklassi:
20=22.2"=4.16=4-(-3)=-12#1 (mod 19)
29=2.20=8.(-12)=8-7=56=—-1#1 (mod 19)

Leiame ka koik iilejadnud algjuured, mis esituvad kujul §k, kus 1 < k < 18 ja (k,18) = 1.
Sellised astendajad k on 1, 5, 7, 11, 13, 17.

2' =2 (mod 19)

2°=32=13 (mod 19)

27=22.2"=4-13=52=14 (mod 19)

211 =2%.2"=(-3).14= —42=15 (mod 19)

28 =22.2"'=4.15=60=3 (mod 19)

217=2%.2%=(-3).3=-9=10 (mod 19).

1 <2 < 19, siis indy4d = 2. Leiame ka koik iilejadnud indeksid. Selleks leiame koigepealt arvu
2 indeksid koigi teiste algjuureliste baaside jargi (otsime neid jallegi voimalike astendajate 5,
7, 11, 13, 17 seast):

B=2">25-5=25=6%1 (mod 18)
—5-7=35=—-1%#1 (mod 18)
—»5-11=55=1 (mod 18)

T4=2"57-7=49=(-5)#1 (mod 18)
5 7-11=77=5%1 (mod 18)
—7-13=91=1 (mod 18)

5=2"511-5=1 (mod 18)

3=27513-7=1 (mod 18)

10=2"517-17=280=1 (mod 18).



Niisiis saame edasi, et

indzd =2-ind32=2-7=14 (mod 18)

indjp4 =2-ind;p2=2-17=34=16 (mod 18)
ind;34=2-ind;32=2-11=22=4 (mod 18)
indd=2 ind,2=2-13=26=8 (mod 18)
indis4 =2-ind;52=2-5=10 (mod 18).

Loppkokkuvottes saame, et inds4 = 2, ind34 = 14, indp4 = 16, ind34 = 4, ind;u4 = 8 ja
ind154 = 10.

2. iilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

Koigepealt panen tihele, et vahemikus [0,24] on sellised arvud ¢, mille korral (¢,25) # 1,
parajasti need, mis jaguvad 5-ga, s.t. 0, 5, 10, 15 ja 20. See tdhendab, et nende arvude jaoks
ei ole indeks mooduli 25 jargi defineeritud.

Arvutan algjuure 3 astmed mooduli 25 jérgi:
3=3 3%=9 3F¥=2 3=6 3=18 3°=4 3 =12
3¥=11, 32=8, 30=24, 31=22 32=16, 3¥=23, 3“=19
3B =7 36=21, 3"=13, 3¥=14, 39 =17, 3°=1 (mod 25)

Jarelikult:
indz1 = 20, inds2 = 3, ind33 =1, indz4 = 6, ind36 = 4,

ind;7 =15, inds8 =9, ind39=2, ind3ll=38, indz12=7,
ind;13 = 17, inds14 = 18, ind316 = 12, ind317 =19, ind;18 = 5,
ind;19 = 14, inds21 = 16, ind322 = 11, ind323 = 13, inds24 = 10

Seega indeksite tabel alusel 3 mooduli 25 jargi on:
O 12 3|4 ]|5|6|7|8]9
0 200 3] 1|6 4 115191 2
1 8 | 7 |17 |18 12119 |5 | 14
2 16 | 11 | 13 | 10

kus esimeses reas on indekseeritava arvu iiheliste number ning esimeses veerus on indeksee-
ritava arvu kiimneliste number.




3. iilesanne (Erki Kiilaots ja Marcus Loo)

Leiame koigepealt ind;33 modulo 25, ehk teisisonu leiame & kongruentsis 13* = 3 (mod 25).
Paneme tihele eelnevast indeksite tabelist, et 3'7 = 13 (mod 25). Seega saame lemma 7.31
pohjal, et

3" =3 (mod 25) <= 17k =1 (mod 20).

Seega peab olema elemendi 17 poordelement ringis U(Zyg) just k korvalklass. Mirgime, et
kuna (17,20) = 1, siis on 17 pooratav. Kasutame selleks Eukleidese algoritmi

20 =17-1+3,
17=3-5+2,
3=92.1+1,
2=1-2+40,

seega tagurpidi liikudes saame, et

1=3-2=3-1743-5=3-6—17=(20—17)6 — 17 =20+ (6) + 17 - (=7).

Jarelikult on T7 ' = =7 = 13 (mod 20).

Seega oleme leidnud otsitava indeksi ind;33 = 13. Kasutame seda indeksit tabeli tegemiseks
alusel 13, rakendades teoreemi 7.32 punkti 6 ning eelmise iilesande indeksite tabelit.
(Jatkub jargmisel lehekiiljel.)



indlgb = indgb :

ind133 = indgb -13

(mod 20)

ind;32 =ind3l - 13=3-13=39=19 (mod 20)
indi33 = inds3-13=1-13 =13 (mod 20)
indj34 =indg4-13=6-13 =78 =18 (mod 20)
ind;36 =ind36-13=4-13 =52=12 (mod 20)
ind;37 =ind37-13=15-13=195= 15 (mod 20)
ind;38 =inds8-13=9-13 =117=17 (mod 20)
ind;39 =ind39-13=2-13=26=6 (mod 20)
indyj311 =ind311-13=8-13 =4 (mod 20)
ind;312 =ind312- 13 =7-13 =11 (mod 20)
ind;313 =ind313-13 =17-13 =1 (mod 20)
ind;314 = ind;14- 13 = 18- 13 =14 (mod 20)
ind;316 = indz16 - 13 = 12-13 = 16 (mod 20)
ind;317 =ind317-13=19-13 =7 (mod 20)
ind;318 = ind;18 - 13=5-13 =5 (mod 20)
ind;319 =ind319-13 =14-13 =2 (mod 20)
ind;321 =ind321- 13 =16-13 =8 (mod 20)
ind;322 = ind;22- 13 =11-13 =3 (mod 20)
ind;323 = ind;23 - 13 = 13- 13 =9 (mod 20)
ind;324 = inds24 - 13 =10-13 = 10 (mod 20).
Paneme ka tabelisse:
0112346 |7|81]9
0 20119 (13|18 12|15 |17 |6
1 4 1111 (14|16 7 | 5 |2
2 8131910




4. iilesanne (lahenduse autorid on toimetusele teada)

Indeksite tabel alusel 3 mooduli 31 jérgi on (E.Redi “Arvuteooria”, lk 330)

0|1 (234567819
01241 [18]2025]28|12]2
1412311911122 |121| 6 | 7 264
8 129172713110 5| 3 [16]9
15

W~ O

p(n)

Teoreem 7.36 jargi elemendi b jark rithmas U(Z,) on W

e Elemendi 1 jark rithmas U(Zs;) on 1.

o Elemendi 2 jirk rithmas U(Zs1) on dzg ) = (227%0) =3 =5

e Elemendi 3 jirk rithmas U(Z3;) on (md:;’g ) = (1?:‘;0) = 30 = 30.

e Elemendi 4 jirk rithmas U(Z3;) on (mdi)z 07 = (1;%0) =3 =5

e Elemendi 5 jéark rithmas U(Zs;) on (mdj:’g ) = (237%0) =3 =3

e Elemendi 6 jark rithmas U(Zs;) on (mdz’g 0 = (253’030) =% 6.

e Elemendi 7 jark rithmas U(Zs;) on (md:;’(; 5 = (25”%0) = % = 15.

e Elemendi 8 jirk rithmas U(Zs3;) on (1nd§,(8) ) = (1237%0) =3 =5

e Elemendi 9 jark rithmas U(Zs;) on n dzg 5 = (2:?’30) = % = 15.

e Elemendi 10 jérk riithmas U(Zs3;) on 1nd310 ) = (12%0) =3 =15.
e Elemendi 11 jéark rithmas U(Zs;) on (mdflol 5 = (2;%0) = % = 30.
e Elemendi 12 jéark rithmas U(Zs;) on (mdj’& 7 = (15’%0) =30 = 30.
e Elemendi 13 jark rithmas U(Z3;) on (mdleB 30 = (113’%0) = % = 30.
e Elemendi 14 jark rithmas U(Z3;) on (mdf& 5 = (223’%0) = % = 15.
e Elemendi 15 jark rithmas U(Zs;) on (1nd33105 5 = (2137%0) = % = 10.
e Elemendi 16 jirk rithmas U(Z3;) on (1nd§)106 ) = (6::’;)0) =3 =5

e Elemendi 17 jérk riithmas U(Zs3;) on (md33107 07 = (7?30) = 30 = 30.
e Elemendi 18 jéark rithmas U(Zs;) on (md;?lOS 5 = (23%0) = % = 15.
e Elemendi 19 jark rihmas U(Zs;) on (mdleQ 5 = (4:7)’??0) = % = 15.
e Elemendi 20 jark rithmas U(Z3;) on & deOO 5 = (8?:[,))0) = % = 15.



30 _ 30 _ 30 _ g

e Elemendi 21 jark rithmas U(Zs;) on (ndiaiE0) — @0 — 1

(Zs1)
o Elemendi 22 jirk rithmas U(Zs1) on 4; d5202 ) = (173%0) =30 = 30.
e Elemendi 23 jark rithmas U(Zs;) on i d;’;?) 5 = (25’%0) =2 =10.
e Elemendi 24 jark rithmas U(Z3;) on (mdsz4 7 = (15’%0) =22 = 30.
e Elemendi 25 jéark rithmas U(Zs;) on (md;’205 7 = (15’%0) =3 =3.
e Elemendi 26 jark rithmas U(Z3;) on (md5’206 7 = (5?’50) =3 —¢.
e Elemendi 27 jark rithmas U(Z3;) on & d§’207 5 = (3:’)’30) = % = 10.
e Elemendi 28 jark rithmas U(Zs;) on (1nd33208 o) = (13%0) = % =15.
e Elemendi 29 jark rithmas U(Zs;) on 6 d33209 5 = (9:,));)0) = % = 10.
e Elemendi 30 jark rithmas U(Z3;) on 1nd330 7 = (1;%0) =38 =2

Teoreemi 7.36 kohaselt on arv b algjuur mooduli n jargi parajasti siis, kui (ind,b, p(n)) = 1.
Seega on eelneva pohjal algjuured mooduli 31 jargi 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24.



5. tilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

Ulesandes on vaja lahendada kongruents 2019 - 2220 = 2022 (mod 31).

Lause 3.5 pohjal kehtib kongruents 2019 - 22929 = 2022 (mod 31) parajasti siis, kui keh-

tib vordus 2019 - 20?0 = 2022 ringis Zs;. Panen tiihele, et selles ringis on 2019 =1 "' = 8,
32 = 1. Seega on vordus 2019-22°2° = 2022 samaviirne vordusega 2202 = 2022-8

kuna 4-8 = 32
ehk 22°20 = 25. Jarelikult piisab esialgse kongruentsi lahendamiseks lahendada kongruents
22?0 = 25 (mod 31).

Kuna ¢(31) = 30, ja 25%0/(202030) — 9530/10 — 953 = 1 (mod 31), siis on teoreemi 7.33
pohjal kongruents z?"?Y = 25 (mod 31) lahenduv, ning sellel on (2020,30) = 10 erinevat
lahendit. Leian need lahendid.

Koigepealt mérgin, et eelmisest iilesandest on teada, et 3 on algjuur mooduli 31 jargi, ning 4.
tilesande lahenduses on ka selle indeksite tabel. Indekseerides (lause 7.30) saan kongruentsist
2% = 25 (mod 31) esimesega samavéiirse kongruentsi indzz*** = ind325 (mod 30), mis
teoreemis 7.32 toodud 4. omaduse pohjal on samavadrne kongruentsiga 2020 - indsx = ind325
(mod 30). Eelmises tilesandes toodud indeksite tabeli pohjal ind325 = 10, seega 2020-indzx =
10 (mod 30).

Lause 3.10 pohjal 10-202 -indzx = 10- 1 (mod 10 - 3) parajasti siis, kui 202 - indzz = 1 (mod
3). Kuna 202 = 1 (mod 3), siis olen joudnud kongruentsini indgz = 1 (mod 3).

Teoreemi 7.32 1. omadus iitleb, et 1 < ind,b < p(n) ehk 1 < indzz < 30. Jarelikult on
indsz = 1,4,7,10, 13,16, 19,22, 25,28, kuna need on ainsad arvud vahemikus [1,30], mis on
mooduli 3 jargi kongruentsed arvuga 1. Eelmises tilesandes toodud indeksite tabelit n-6 ta-
gurpidi kasutades leian, et

x=3,19,17,25,24,28,12,14,6, 7.

Kontroll.

32020 _ 330 67+10 __ (330)67 310 — 167 310 = (35)2 = (_5)2 =925 (mod 31)
62020 — 630 67+10 _ (630)67 610 = 167 610 = (65)2 = (_5)2 =925 (mod 31)
72020 _ 730-67+10 _ (730)67 710 — 167, 710 — (75)2 — 5)2 = 25 (mod 31)

122020 — 1230-67+10 — (1230)67 S1210 = 1210 = (125)2 = (—5)2 = 25 (mod 31)
142020 — 1430-67+10 — (1430)67 -1410 = 167 1410 = (145)2 = (5)2 = 25 (mod 31)
172020 = 17306TH10 — (1730)67 . 1710 = 1710 = (175)%2 = (—5)? = 25 (mod 31)
192020 — 1930-67+10 _ (1930)67 1910 = 167. 1910 = (195)2 = (5)2 = 25 (mod 31)
242020 — 9430-67T+10 (2430)67 2410 = 2410 = (24 )2 = (—5)2 = 25 (mod 31)
252020 — 2530-67H10 — (2530)67. 2510 = 167 2510 = (25%)% = (5)% = 25 (mod 31)
282020 — 28306710 — (2830)67 . 2810 = 167 2810 = (28%)% = (5)% = 25 (mod 31)

See tihendab, et iga lahendi x = 3,6,7,12,14,17,19,24,25,28 korral 22°% =
= 25 = —6 (mod 31). Seega 2019 - 22 =4 . (—6) = —24 = 7 = 2022 (mod 31).



6. iilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

Téhistame d = (8, p(11)) = (8,10) = 2. Teoreemi 7.33 pohjal kongruents 28 = @ mod 11 on
lahenduv, kui
=P =1 mod 11.
On ilmne, et 1 sobib. Leiame lahendid proovimise teel:
22=32=10 mod1l, 3°=9-5=1 mod 11,
4°=(2°>=10°=1 mod 11, 5°=3-3-5=1 mod 11.
Oleme leidnud neli lahendit. Kokku peab antud kongruentsil olema 5 lahendit. Paneme téhele,
et 9° = (3°)2 =1 mod 11. Vahemikust [1,25] sobivad seega {1,3,4,5,9,12, 14, 15, 16, 20, 23, 25}.
Téhistame d = (8, ¢(13)) = (8,12) = 4. Kongruents 2% = ¢ mod 13 on lahenduv, kui

aw(iB) =a¢>=1 mod 13.

Selge, et 1 on iiks sobiv lahend. Proovime ka teisi arve:

22=8 mod 13, 3*=1 mod 13.
Paneme téhele, et 9° = (3%)> = 1 mod 13. Et kongruentsil saab olla vaid 3 lahendit, siis
koik lahendid on leitud. Niisiis, sobivad a vdirtused on {1,3,9,14,16,22}. Té&histame d =

= , = s = 4. ongruents r~ = a 1mo on lanendauv, Kul
(8,(25)) = (8,20) = 4. K 8 d 25 on lahenduv, kui

©(25)

a i =a =1 mod 25.

Eelnevalt oleme kitsendanud sobivate a véértuste hulka. Sobivad ainult vaértused {1, 3,9, 14, 16, 22}N
{1,3,4,5,9,12,14, 15,16, 20, 23,25} = {1,3,9,14,16}. Kontrollime, millised neist sobivad
iilaltoodud kongruentsi lahenditeks:

33=2.9=18 mod 25, 9°=6-6-9=11-9=24 mod 25,
14°=21-21-14=16-14=24 mod 25, 16°=6-6-16=11-16=1 mod 25.

Néeme, et sobivad a véértused on 1 ja 16.

Lauri Tart: Vahem arvutamist noudev lahendus: ei ole raske kontrollida, et arv 2 on algjuur
koigi moodulite 11, 13 ja 25 jargi, kasvoi E. Redi “Arvuteooria” 6piku tabelite pohjal. Koik
vaadeldavad moodulid on tihistegurita, seega néiteks juhul @ = 0 (mod 11) peaks kehtima
a € {11,22} ja 0 = a® = (11)® (mod 13) voi samamoodi 0 = 22° (mod 13). See ilmselt nii
ei ole. Seega mooduli 11 jirgi on lahendid pooratavad ja esitatavad kujul z = 2F (mod 11).

Jarelikult lemma 7.6 annab meile, et

(2> =1 (mod 11) <= ¢(11) =105

Seega lahendid mooduli 11 jérgi on tédpselt needsamad, mida me eelpool juba négime:
2'=12°=12"=176=52"=61=0ja2°=9.1=36=3.

bdmdm()()(h saab lahendeid leida teiste moodulite jargi, naiteks mooduli 25 jargi on need
54 512 516 520 - = = a7

2'.2° 2% 3" 3 ehk 1,6, 11,16, 21. Arvutades 1\[11\(1@11 ja Mareti lahendusega analoogiliselt
\al a k(nl\ sobivad 1 < a < 25 vaartused 11, 13 ja 25 "dul\b ning vottes nende kolme hulga

tihisosa, saamegi sama vastuse, st a = 1 voi a = 16.



7. tilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

Et a on algjuur mooduli p jirgi, siis U(Z,) = {1,2,...,p— 1} = {@,a*a>,...,a?"'}. Ehk
iga 1 < g < p— 1 korral leidub parajasti ikks arv 1 < k < p—1, et ¢ = a* mod p. Jérelikult
ind,(1) -ind,(2) - ... ind(p—1)=1-2-...- (p—1).

Algjuure definitsiooni kohaselt ind, (1) = p — 1. Jérelikult

12 (p—1)

ind,(2) - ... -indg(p — 1) P

Mérkame, et (p—1)* =p* —=2p+1=p(p—2)+1 =1 mod p. Niisiis, I ja p — I on iseenda
poordelemendid rithmas U(Z,), kusjuures p—1 jérk on 2. Ukski teine element selles rithmas ei
ole iseenda poordelement. Kui veel moni element g oleks iseenda poordelemet, siis tdhendaks

see, et ord(g) = 2, mis on vastuolus lemmaga 7.8. Seega iilejidnud elemendid jagunevad
16ikumatuteks poordelementide paarideks. Niisiis, 2-...- (p —2) =1 mod p. Jarelikult
1-2-...-(p—1 -1
(p—1) 2 =1 mod p.
p—1 p—1

Kokkuvottes iga algarvu p korral

ind,(2) ... indy(p—1)=1 mod p.

8. tlilesanne (Johanna Maria Kirss ja Rainer Bokov)

Niitame koigepealt, et arv ;%1 on algjuur parajasti siis, kui —2 jérk on k. Euleri teoreemist

d
lahtuvalt piisab néidata, et iga arvu p — 1 jagaja d korral (’%) #1 (mod p) & (—2)? #1

(mod p). Fikseerime seega mingi d|p — 1 ja néitame:

(E) 21 (modp) e (p—1)* £2¢ (mod p)

2
& (-1)*#27 (mod p)
& 1#(-2)* (mod p).

p—1

Olgu néiteks 21 on paaritu. Siis 2(—1)"7 = (—2)177_1. Saame votta d = 21 ja eelnevalt

2
toestatu pohjal viide kehtib.

Olgu niitid aga p%l paaris ehk p = 1 (mod 4). Teame, et —2 on algjuur. Kiimnendas prak-
tikumis oleme toestanud, et need kaks asjaolu tingivad, et ka 2 on algjuur ja 2 = 2(—1)%1.

Seega oleme néidanud vajaliku tulemuse.



