Arvuteooria Kevad 2020

13. praktikumi néidislahendused

1. iilesanne (Markus Rene Pae ja Erki Kuus)

Kuna 23 on algarv, siis

Tostan selle hulga elemente jéarjest ruutu:

[\
N

2

[\

=T 2’ =1, 3’ =0 1 = 16;
5 =72 6 =T13; 7 =3 =18
9’ = 12; W:g; 11° = 6; 12° =6,
3 =5 74 =12; 15 =18; 16° = 3;
7 =13 18 =72 19° = 16; 20° = 0;
21 =1; 22" =T,

See on kooskolas ka loengukonspekti jareldusega 8.6, mis iitleb, et (algarvuhse) mooduh 23
jérgi leidub 221 = 11 ruutjaski.

2. tilesanne (Markus Rene Pae ja Erki Kuus)

Vastavalt Euleri kriteeriumile leiame jarjest

ﬁ — 19—-1 _ 9
(19> =z 2 z”  (mod 19),

kus z € {1,---18}. Saame, et

©

7 =T, pi— Ry g— 7’=2".9" -1

5 =T, 6 =2".3" =1 79:1 Y L —
9°=3".3" =1, 10°=2".5 =1 =T 2 =3.7=—71,
R ﬁ9_79 59:_—1 15 =5".3" = 1 6 =8".2" =1
1_9:T; 78 =9".2" = =7, (mod 19)

8.6, mis iitleb, et (algarvuhse) mooduh 19 jargi leidub 19 L — 9 ruutjaski.



3. iilesanne (Johanna Maria Kirss ja Rainer Bokov)

-1 _
Kuna 29 =1 (mod 4), siis lause 8.8 omaduse 3 pohjal <E) = 1 ja seega (%) = (p 29@)
Jarelikult piisab leida pooled Legendre’i siimboli védrtustest. Kuna 29 = —3 (mod 8), siis
teoreemi 8.11 pohjal 2—9) = —1. Kasutame taisarvu 3 puhul Euleri kriteeriumi ja tilejadnute

jaoks omadusi lausest 8.8.

Niisiis

Saame, et ruutjadgid mooduli 29 jargi on 1, 4, 5, 6, 7, 9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25, 28.



4. iilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

2)

2?2 = —1 (mod 17)

Koigepealt panen tihele, et 17 on algarv.

Definitsiooni 8.1 kohaselt on -1 ruutjiik mooduli 17 jérgi, kui kongruents 2? = —1
(mod 17) on lahenduv. Kontrollin, kas -1 on ruutjadk mooduli 17 jérgi. Selleks peab
Legendre’i siimbol (1—71) = 1. Lause 8.8 omadusest 3) saan, et (1—71) =1, kuna 17 =1
(mod 4). Seega -1 on ruutjiik mooduli 17 jérgi, ning kongruents 2> = —1 (mod 17) on
lahenduv.

Teoreemist 7.33 saan, et kui kongruents x> = —1 (mod 17) on lahenduv, siis sellel
on tépselt d = (2,0(17)) erinevat lahendit. Kuna ¢(17) = 16 ning (2,16) = 2, siis
kongruentsil > = —1 (mod 17) on 2 erinevat lahendit.

2? = 8 (mod 19)

Koigepealt panen téahele, et 19 on algarv.

Definitsiooni 8.1 kohaselt on 8 ruutjiik mooduli 19 jirgi, kui kongruents 2% = 8 (mod
17) on lahenduv. Kontrollin, kas 8 on ruutjaik mooduli 19 jargi. Selleks peab Legendre’i

siimbol (%) = 1. Lause 8.8 omadusest 2), kuna 19 { 2, saan et () = (%) = (3)

ning teoreemist 8.11 saan, et (&) = —1, kuna 19 = 3 (mod 8). Seega 8 ei ole ruutjiik
mooduli 19 jirgi, mis tihendab, et kongruents 22 = 8 (mod 19) ei ole lahenduv.

2? = —2 (mod 2017)

Koigepealt panen tédhele, et 2017 on algarv.

Definitsiooni 8.1 kohaselt on -2 ruutjiik mooduli 2017 jéirgi, kui kongruents 2% = —2

(mod 2017) on lahenduv. Kontrollin, kas -2 on ruutjadk mooduli 2017 jargi. Selleks peab
Legendre’i siimbol (55%) = 1. Lause 8.8 omadusest 1) saan, et (555) = (5507) (557 )-

2017 2017

Lause 8.8 omadusest 3) saan, et (551-) = 1, kuna 2017 = 1 (mod 4). Teoreemist 8.11
saan, et (35=) = 1, kuna 2017 = 1 (mod 8). Seega (55) = 1-1 = 1. Jirelikult -2 on
ruutjiik mooduli 2017 jérgi, ning kongruents 2> = —2 (mod 2017) on lahenduv.
Teoreemist 7.33 saan, et kui kongruents 22 = —2 (mod 2017) on lahenduv, siis sellel on
tapselt d = (2,p(2017)) erinevat lahendit. Kuna ¢(2017) = 2016 ning (2,2016) = 2, siis
kongruentsil 22 = —2 (mod 2017) on 2 erinevat lahendit.
r? = —8 (mod 2019)
Koigepealt panen tihele, et arvu 2019 standardkuju on 2019 = 3-673. Seega kongruents
2? = —8 (mod 2019) on lause 6.10 pohjal samaviiérne kongurentside siisteemiga

r? = —8 (mod 3) 22 = 1  (mod 3)

22 = -8 (mod673) ~ 2 = —8 (mod 673)
Jarelikult selleks, et kongruents x> = —8 (mod 2019) oleks lahenduv, peavad molemad

kongruentsid 2 = 1 (mod 3) ja 22 = —8 (mod 673) olema lahenduvad.

e 72 =1 (mod 3)
On ilmne, et see kongruents on lahenduv, ning sellel on 2 erinevat lahendit: z = 1
ja x =2 (mod 3).

e 7?2 = —8 (mod 673)
Definitsiooni 8.1 kohaselt on -8 ruutj#ik mooduli 673 jérgi, kui kongruents 22 = —8



(mod 673) on lahenduv. Kontrollin, kas -8 on ruutjadk mooduli 673 jargi. Sel-
leks peab Legendre’i siimbol ( 673) = 1. Lause 8.8 omadusest 1) saan, et ( 8) =

673
= (#5) (55). Lause 8.8 omadusest 3) saan, et (75) = 1, kuna 673 = 1 (mod 4).

Lause 8.8 omadusest 2), kuna 673 { 2, saan et (g&5) = (26725) = (%) Teoreemist
8.11 saan, et (%) = 1, kuna 673 = 1 (mod 8). Seega (57=) = 1-1 = 1. Jirelikult -8
on ruutjadk mooduli 673 jargi, ning kongruents r? = —8 (mod 673) on lahenduv.

Teoreemist 7.33 saan, et kui kongruents z*> = —8 (mod 673) on lahenduv, siis sellel
on tépselt d = (2, @(673)) erinevat lahendlt Kuna ¢(673) = 672 ning (2,672) = 2,

siis kongruentsil 2 = —8 (mod 673) on 2 erinevat lahendit.

Kuna kongruentside siisteemi molemad kongruentsid on lahenduvad, siis jarelikult ka
kongurentside siisteem, ehk ka algne kongruents z*> = —8 (mod 2019) on lahenduv.
Kui kongruentside siisteemi kongruentsidel on vastavalt 2 ja 2 erinevat lahendit, siis on
siisteemil kokku 2 -2 = 4 erinevat lahendit. Seega algsel kongruentsil on 4 erinevat
lahendit.

2? = —2 (mod 2018)
Koigepealt panen téhele, et arvu 2018 standardkuju on 2018 = 2-1009. Seega kongruents
2?2 = —2 (mod 2018) on lause 6.10 pohjal samaviidirne kongurentside siisteemiga
x? —2  (mod 2) 72 0  (mod 2)
2 = —2 (mod 1009) ~ z® = -2 (mod 1009)
Jérelikult selleks, et kongruents z2 = —2 (mod 2018) oleks lahenduv, peavad molemad

T
kongruentsid 22 = 0 (mod 2) ja 22 = —2 (mod 1009) olema lahenduvad.

e 72 =0 (mod 2)
On ilmne, et see kongruents on lahenduv, ning sellel on 1 lahend: x = 0 (mod 2).

e 2 = —2 (mod 1009)
Definitsiooni 8.1 kohaselt on -2 ruutjiik mooduli 1009 jirgi, kui kongruents 2% = —2
(mod 1009) on lahenduv. Kontrollin, kas -2 on ruutjaik mooduli 1009 jargi. Selleks
peab Legendre’i siimbol (1009) = 1. Lause 8.8 omadusest 1) saan, et (1659) =
= (1545) (155 ) - Lause 8.8 omadusest 3) saan, et (&) = 1, kuna 1009 = 1 (mod 4).

Teoreemist 8.11 saan, et ( =1, kuna 1009 = 1 (mod 8). Seega (5%) =1-1=

1009) 09

= 1. Jarelikult -2 on ruutjadk mooduli 1009 jargi, ning kongruents z* = —2 (mod
1009) on lahenduv.

Teoreemist 7.33 saan, et kui kongruents 2 = —2 (mod 1009) on lahenduv, siis sellel
on tépselt d = (2, 4p(1009)) erinevat lahendit. Kuna ¢(1009) = 1008 ning (2,1008) =
= 2, siis kongruentsil z2 = —2 (mod 1009) on 2 erinevat lahendit.

Kuna kongruentside siisteemi molemad kongruentsid on lahenduvad, siis jarelikult ka
kongurentside siisteem, ehk ka algne kongruents z?> = —2 (mod 2018) on lahenduv.
Kui kongruentside siisteemi kongruentsidel on vastavalt 1 ja 2 erinevat lahendit, siis on
siisteemil kokku 1 -2 = 2 erinevat lahendit. Seega algsel kongruentsil on 2 erinevat
lahendit.



f) 22 =19 (mod 2020)
Koigepealt panen tihele, et arvu 2020 standardkuju on 2020 = 22 -5 - 101. Seega kong-
ruents 22 = 19 (mod 2020) on lause 6.10 pohjal samaviirne kongurentside siisteemiga

2 = 19 (mod 2%) 22 = -1 (mod 4)
{x2 = 19 (mod5) = {x2 = -1 (mod 5)
22 = 19 (mod 101) 2 = 19 (mod 101)

Jérelikult selleks, et kongruents z2 = 19 (mod 2020) oleks lahenduv, peavad koik kong-
ruentsid z2 = —1 (mod 4), 22 = —1 (mod 5) ja z* = 19 (mod 101) olema lahenduvad.

e 72 = —1 (mod 4)
Proovin labi koik voimalikud lahendid:
-2z =0 (mod 4): 22=0% —1 (mod 4)
-z =1 (mod 4): 22=1% —1 (mod 4)
-2=2(mod 4): 2 =4=0% —1 (mod 4)
-z=3(mod 4): 22=9=1% —1 (mod 4)
Seega kongruents 22 = —1 (mod 4) ei ole lahenduv.

Kuna iiks kongruentsi siisteemi kongruentsidest ei ole lahenduv, siis ka kongruentside
siisteem, ehk ka algne kongruents z? = 19 (mod 2020) ei ole lahenduv.



5. tilesanne (Markus Rene Pae ja Erki Kuus)

Selles iilesandes on vaja leida koik algarvud p (voi tingimus selliste algarvude jaoks), et

()

Esiteks, kui p = 2 voi p = 3, siis vastavalt Legendre’i siimboli definitsioonist 2 | —18 voi

8
3| —18, millest jéreldub automaatselt, et (—) = 0. Seega p > 3.
p

Saame rakendada loengukonspekti lause 8.8 nimekirjas olevat 2. omadust:

(—18) (2.3 (—2)

p p )

Seda lauset saab rakendada ainult seepéarast, et p > 3, millest jareldub, et 3 1 p. Kui rakendada
loengukonspekti lause 8.8 nimekirjas toodud 1. omadust, siis:

—2 -1 2
()0
p p p
Kahe Legendre’i siimboli korrutis on vordne iihega parajasti siis, kui molemad siimbolid on
samaaegselt vordsed 1-ga voi samaaegselt vordsed —1-ga.

-1 2
1. Kui (—) =1ja (—) = 1, siis sellest jareldub
p p

p=1 (mod4) ning p=+1 (mod8).

Kuna p = 1 (mod 4) on samavéirne kongruentsiga p = 1,5 (mod 8), siis antud tingi-
musest saame kiitte selle, et p =1 (mod 8) (muud tingimused viitavad vastuoluni).

[\]

-1
2. Kui (—) =—1ja (—) = —1, siis sellest jareldub
p p

p=3 (mod4) ning p==+3 (mod 8).
Kuna p = 1 (mod 4) on samaviirne kongruentsiga p = 3,7 (mod 8), siis antud tingi-
musest saame kiitte selle, et p =3 (mod 8) (muud tingimused viitavad vastuoluni).

Jarelikult —18 on ruutjddk mooduli p jargi parajasti siis, kui p > 3 ning p annab 8-ga
jagamisel jadgiks kas 1 voi 3. Selliseid algarve, mis on kujul 8k + 1 voi 8k + 3, on Dirichlet’
teoreemile tuginedes lopmata palju.



6. iilesanne (Johanna Maria Kirss ja Rainer Bokov )

Néitame, et aritmeetilises jadas leidub lopmatult taisruute parajasti siis, kui temas leidub
vahemalt {iks taisruut. On ilmne, et kui jadas leidub lopmatult palju téisruute, siis temas
leidub vahemalt iiks taisruut. Naitame teistpidi implikatsiooni. Fikseerime mingid a,b € N,
millega defineerime jada (a + nb)$° ;. Olgu mingi k& € N korral a + kb téisruut ehk leidugu
mingi = € N nii, et 22 = a + kb. Fikseerime niiiid mingi naturaalarvu [. Siis

(z 4+ 1b)* = 2% 4 2xlb + 12b* = (a + kb) + (2z1 + I?b)b = a + (k + 221 4 I?b)b € (a + nb).

Nieme, et iga [ € N korral kuulub téisruut (x + [b)? algsesse jadasse ning seega sisaldab jada
(a + nb) l6pmata palju taisruute.

Mirkame, et koik arvud jadas (a+nb) on mooduli b jargi kongruentsed arvuga a. Seega piisab
meil leida, kunas on lahenduv kongruents z? = a (mod b). Kui kongruents pole lahenduv,
siis ilmselt pole iihegi taisarvu korral voimalik saada arvu, mis kuuluks sellesse jadasse. Kui
aga kongruents on lahenduv, siis on jadas lopmata palju taisruute.

Seega on piisav ja tarvilik tingimus selleks, et jadas oleks lopmatult palju téisruute see, et
kongruents 22 = a (mod b) omab mingit lahendit.

7. lilesanne (lahenduse autorid on toimetusele teada)

Vaatame arvupaare, mille summa on —1 = p — 1 mooduli p jargi:

0 p—1
1 p—2
2 p—3
p;'l p—1
2 2

Néeme, et selliseid paare on kokku - + 1 tiikki, seejuures iikski arv ei esine rohkem kui

iihes paaris.

—1
Samas jdrelduse 8.6 pohjal on tapselt pT mitteruutjaaki, seega Dirichlet’ printsiibi pohjal

leidub vihemalt iiks paar, kus kumbki liidetav ei ole mitteruutjaik (ehk on 0 = 0? voi
ruutjiik), seega saame vastavast reast selle kongruentsi lahendi.



8. iilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

Vaatleme koiki mod p nullist erinevaid jaike kasvavas jéirjekorras:ﬁi, 2,...,p— 1. Oletame
vastuvaiteliselt, et kunagi ei paikne kaks ruutjiasaki korvuti. Kuna 1 on igal juhul ruutjask,
peab 2 olema mitteruutjadk ning lause 8.8 pohjal

@ ) (;) (i) = (=) (1) =1

ehk 4 on ruutjaék. 3 ja 5 peavad seega olema mitteruutjadgid. Kuna ringis Z, on vordne
arv ruutjadke ja mitteruutjadke, siis eelduse kohaselt alates neljast peavad need paiknema
rangelt vaheldumisi, s.t iilejadnud ruutjadagid on parajasti neljast suuremad paarisarvud.

Lauri Tart: See pohjendus péris ei toota, sest 6,7,8 voivad meile teadaolevalt siiski koik olla
mitteruutjaagid, kui p # 7. Dirichlet’ printsiipi siin veel rakendada ei saa.

Lahendus: Juhul p = 7 on 2 ruutjdédk ja meil on ruutjidkide paar (1,2). Kuip > 7, st p > 13,
ja 1 ega 4 ei moodusta ruutjadkide paari, siis

(ﬂj . () () S DD =1 o alati (J)
p p p D

Ehk oleme ikkagi leidnud ruutjiékide paari (9,10).

I
.

Kui vaga tahta Dirichlet’ printsiipi kasutada, siis nii: vaatame teadaolevate ruutjadkide ja
mitteruutjaakide asetsemist kuni arvuni 10 ja arvestame, et 9 on samuti ruutjaik, ehk 8 ja
10 ei tohi seda olla:

RMMRM??MRM...

Seejuures 77 tohib sisaldada vaid iihte ruutjééki. Dirichlet’ printsiibi kohaselt peab kahte
ruutjaaki eraldama vahemalt iiks mitteruutjaék, seega kiimnest suuremate arvude seas peab
olema ruutjaakide arv R™ mitte rohkem kui 1 vorra suurem mitteruutjaikide arvust. Aga
. ~10 , —11 - e ,
siis on kokku iilimalt R +4 < [55=| +4 = 5= +4 = pz% ruutjadki, sest p on paaritu.
p—=3)

5!

(;) ) (2) (%) =1 (-1)=-1

Jirelikult peab alati leiduma ruutjiikide paar kujul (k,k 4+ 1). Vaatleme niiiid seda paari
mugavuse mottes tihe elemendina m (arvestame ta stimboolselt ruutjaikide hulka), mis jaab
k —1 ja k + 2 vahele. Meil on siis p%l — 1 ruutjaaki ja ’%1 mitteruutjaaki. Oletame, et igat
jarjestikuste mitteruutjaakide paari lahutab vihemalt iiks ruutjadk. Selliseid paare on kokku
’%1 —1. Ent kogu jarjestuse esimene element on kindlasti ruutjéak, seega nn "lahutajaid"saab
olla vaid p%l — 2 tikki. Ndeme, et vihemalt iihe jarjestikuste mitteruutjéikide paari korral

vajalikku lahutajat ei leidu — seega leidub mitteruutjiskide paar (1,1 + 1).

. U . . -1
Jérelduse 8.6 pohjal peab neid olema aga tipselt 7o~ >

Ent

Oleme joudnud vastuoluni!



