Arvuteooria Kevad 2020

14. praktikumi néidislahendused

1. lilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

Ulesandes on vaja leida Jacobi siimboli viirtused.
) (80)
Kuna 667 ja 941 on molemad paaritud arvud, ning 941 = 1 (mod 4), siis (%) = (%).
Kuna 941 = 274 (mod 667), siis (35) = (252). (3%) = (35).

667 667 667 667

Kuna 667 on paaritu arv , siis (%) = (%) (%)-

Kuna 667 = 3 (mod 8), siis (5%) = —1.

Kuna 137 ja 667 on molemad paaritud arvud, ning 137 = 1 (mod 4), siis (M) = (@).

Kuna 667 = 119 (mod 137), siis (%7) = (112).
Kuna 119 ja 137 on molemad paaritud arvud, ning 137 = 1 (mod 4), siis (132) = (i35)-
( 2

137
Kuna 137 = 18 (mod 119), siis (£35) = (%), (&%) = (&3) = (3)

Kuna 119 on paaritu arv ning (3,119)=1, siis (—39) (ig)
Kuna 119 = —1 (mod 8), siis (35) = 1.
Secgn (4) = (2

b) (1)

Kuna 451 ja 691 on molemad paaritud arvud, ning 451 = 691 = 3 (mod 4), siis (@) =

119

667)(%) =-1-1=-1

o 691
—(%1)-

Kuna 691 = 240 (mod 451), siis —(%2}) = —(229).

~(38) = - () = - (5£22)

Kuna 451 on paaritu arv ning (2,451)=1, siis —(15;1(5212)2) = —(%).

Kuna 15 ja 451 on mdlemad paaritud arvud, ning 15 = 451 = 3 (mod 4), siis —(ﬁ) =

:_<_(%1)> :(%1)‘ 451

Kuna 451 = 1 (mod 15), siis (43) = (5).



Jacobi siimboli definitsioonist (%) = (%) (%) ning lause 8.8 omadusest 3) (%) (é) =
=1-1=1

Seega (%) = 1.
©) (5561)

Kuna 8439 = 1778 (mod 667), siis (527) = (;#22). (fo2) = (3322,

Kuna 6661 on paaritu arv , siis (2889) ( 2 )(6661)

6661
Kuna 6661 = —3 (mod 8), siis (g27) = —1.

Kuna 889 ja 6661 on molemad paaritud arvud, ning 889 = 1 (mod 4), siis (%) =
_ (6661

= (5)-

Kuna 6661 = 438 (mod 889), siis (%581) = (£28). (28) = (220).

Kuna 889 on paaritu arv , siis (%) = (%) (%).

Kuna 889 = 1 (mod 8), siis (g55) = 1.

Kuna 219 ja 889 on molemad paaritud arvud, ning 889 = 1 (mod 4), siis (%) = (%).

Kuna 889 = 13 (mod 219), siis (532) = (35)-

219 219

Kuna 13 ja 219 on molemad paaritud arvud, ning 13 = 1 (mod 4), siis (55) = (22).
Kuna 219 = 11 (mod 13), siis (22) = ().

Kuna 11 ja 13 on mélemad paaritud arvud, ning 13 = 1 (mod 4), siis (33) = (3)-

Kuna 13 = 2 (mod 11), siis (12) = (&).

Kuna 11 = 3 (mod 4), siis (&) = —1.

Seega (Gar) = (ger) (seo1) = —1- (59) (§5) = —1-1-(=1) =1



2. tilesanne (Erki Kiilaots ja Marcus Loo)

Leiame, milliste algarvuliste moodulite p jargi on 3 ruutjiask, ehk uurime, millal kehtib

(§):1, peP.
p

Esiteks, kui p = 2, siis peaks olema kongruents x> = 3 = 1 (mod 2) lahenduv. Seda ta ka
3
on, lahendiks on zg = 1. Teiseks, kui p = 3, siis pole 3 ruutjaik, sest (5 = 0.

Jaab vaadata juhud, kui p # 3 A p # 2. Siis saame kasutada ruutvastavusseadust:

W)=t (B) = ().
p

Siin on kaks juhtu. Kui p =1 (mod 4), siis on ’%1 paarisarv ja

0-6)

Uurime millal <§> = 1, s.t. kongruents

> =p (mod 3)

on lahenduv. Ka siin on erinevad juhud. Kui p = 1 (mod 3), siis on ta lahenduv. Kongruents
r? = 2 (mod 3) aga pole lahenduv. Kokkuvottes saame siit, et kui p = 1 (mod 4) Ap =1
(mod 3), siis on 3 ruutjiddk mod p. Kasutame selle siisteemi leidmiseks Hiina jaédgiteoreemi:

m1:4,k1:1; m2:3,k2:3
p=4+3-3=13=1 (mod 12).

Seega p =1 (mod 12).
Teine juht on, kui p =3 (mod 4). Kuna ka 3 = 3 (mod 4), siis

06

Jarelikult on arvu 3 ruutjidgiks olemiseks tarvilik, et (g) = —1 ehk kongruents

r*=p (mod 3)

pole lahenduv. Eelnevast teame, et on voimalik siis, kui p = 2 (mod 3), sest juhul p = 1
(mod 3) on see lahenduv. Seega, kui p = 2 (mod 3) A p = 3 (mod 4), siis on 3 ruutjask
mooduli p jargi. Taas HJT-d rakendades saame, et p = 11 (mod 12).

Teiseks kontrollime, millise p € P korral on 5 ruutjéaik mod p.
Kui p = 2, siis peab kehtima



See kehtib sarnastel kaalutustel iilesande esimese poolega.
Kui p = 3, siis peab lahenduma kongruents
?*=5=2 (mod 3).

See pole lahenduv, seega sellisel juhul pole 5 ruutjaak.
p = b, siis pole 5 ruutjaak triviaalselt.
Niiiid vaatleme juhte, kui p > 5. Kasutame taas ruutvastavusseadust.

(- ) ()=

Seega vaatleme juhte.

2?2 =1 (mod 5) on lahenduv.
z? =2 (mod 5) pole lahenduv.
r? =3 (mod 5) pole lahenduv.
22 =4 (mod 5) on lahenduv.

v. Seega oleme saanud, et 5 on ruutjéék siis, kui kas p = 2 voi p = £1 (mod 5) ja 3 on
ruutjask siis, kui p = +1 (mod 3).

3. iilesanne (Johanna Maria Kirss ja Rainer Bokov)

Teisendame antud kongruentsi
2? +4a(z +2)+4a* =0 (mod n),
2 +4ax +4a* +8a =0 (mod n),
(r +2a)> = —8a (mod n).

Tihistades y = = + 2a saame uue muutuja suhtes ruutkongruentsi y*> = —8a (mod n). Kui
n = 3 (mod 8), siis ka n = 3 (mod 4) ja (2) = —1 = (=}). Leiame Legendre’i siimboli

@R

Markuse 8.17 pohjal tdhendab see kongruentsi mittelahenduvust.

Vastupidine viide iildiselt ei kehti. Niiteks a = 1 ja n = 35 korral kongruents 3?> = 27

(mod 35) ei ole lahenduv, aga (35) =1 # —1.



4. iilesanne (Erki Kiilaots ja Marcus Loo)

Lihtsustame avaldist.

62° — 8xy + 10y* = 2018
32 — 4ay + 5y* = 1009

Vaatame seda vordust mooduli 11 jargi.

32° — 4wy +5y* = 1009 =8 (mod 11)
332 —4day +5y°) =3-8 (mod 11)
97? — 122y + 159> =24 (mod 11)
922 — 122y + 4> =2 (mod 11)
(3z —2y)* =2 (mod 11)

()

Seega sellel vorrandil pole mooduli 11 jérgi lahendeid ja jarelikult pole ka iildiselt vordusel
622 — 8y + 10y? = 2018 tiisarvulisi lahendeid.



5. tilesanne (Mikael Raihhelgauz ja Maret Somer)

Olgu p > 7 suvaline algarv. Oletame vastuvéiteliselt, et mooduli p jérgi ei leidu kahte jarjes-
tikust ruutjadki. Et 1 on kindlasti ruutjiak, siis 2 peab olema mitteruutjaak. Jarelikult 4 on
ruutjaak, sest lause 8.8 pohjal

6)-G)G) -

Eelduse kohaselt 3 ja 5 on mitteruutjafgid. Uhtlasi

- () -
£)- ()1
0)-()0)= v

7 peab olema mitteruutjask, sest jargneb ruutjaagile. Kokkuvottes peab kindlasti kehtima
jarjestus:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
R, M, M, R, M, M, R, M, R.

Jarelduse 8.6 kohaselt ruutjédke ja mitteruutjadke peab olema ringis Z, vordselt. Oleme
"kasutanud &ra"4 ruutjédki ja 5 mitteruutjidki ehk jadnud on veel ’%1 — 4 ruutjadki ja
’%1 — 5 mitteruutjaaki. Samas eelduse kohaselt peab igale jargmisele ruutjadgile vahetult
eelnema vihemalt iiks mitteruutjaak. Et aga "kasutamata'ruutjéadke on iihe vorra rohkem,
ei ole niisugune jarjestus voimalik.



6. lilesanne (lahenduse autorid on toimetusele teada)

Oletame vastuvéiteliselt, et leidub 1oplik arv selliseid algarve, olgu need py, po, . .. pu.

Vaatame arvu a = (pips...pn)? + 4. Paneme tihele, et kuna p; = 5 (mod 8) ja 5% = 1
(mod 8), siis p1ps...p, = 1,5 (mod 8), millest saame, et (pi1ps...p,)% =1 (mod 8).

Jarelikult @ = 5 (mod 8). a on paaritu arv, seega on ka koik selle algtegurid paaritud.

Olgu p arvu a algtegur, et p | a ehk (pips...pn)* = —4 (mod p), seega -4 on ruutjiik ehk

-()-(5)-6)

Lause 8.8 pdhjal peab p =1 (mod 4) ehk p=1 (mod 8) véi p =5 (mod 8).

Kuna a koik algtegurid p peavad olema kujul p =1 (mod 8) v6i p =5 (mod 8) ning a =5
(mod 8), siis peab leiduma mingi algtegur ¢ nii et ¢ =5 (mod 8) (kuna vastasel juhul a = 1
(mod 8)).

Kuna eelduse kohaselt on algarve kujul 8k+-5 1oplik arv, siis ¢ = p;. Seega q | a—(p1p2 ... pn) =
= 4, ainus sobiv algarv on ¢ = 2, mis on aga vastuolus eeldusega, et 2 { a, kuna a = 5

(mod 8).

Saime vastuolu, seega leidub 16pmata palju algarve kujul 8k + 5.



7. lilesanne (lahenduse autorid on toimetusele teada)

Oletame vastuvaiteliselt, a on kordarv ning vahim mitteruutjadk mooduli p jérgi, seega

G-

Kuna a on kordarv, siis a = xy, kus 1 < x,y < a, seega

=(0)-(2)-6)0

Seega kuna —1 = (f) : (y), iiks teguritest peab olema —1, teine 1 (kuna Legendre’i
p p

siimboli voimalikud véirtused on 0, 1 ja -1). Uldistust kitsendamata olgu —1 = (g), mis
p

on samavaarne sellega, et y on mitteruutjadk mooduli p jérgi, samas aga 1 < y < a, mis on
vastuolus eeldusega, et a on vihim mitteruutjaék.

Leime vahima algarvu ¢, mille jaoks 7 on vahim positiivne mitteruutjask. Seega otsime va-

2 3 5 7
himat algarvu ¢ nii, et (—) = (—> = (—) = 1 ning (—) = —1.
q q q q

2
Eeldusest (—) =1, saame p = +1 (mod 8).
q

.. 3
Ulesandest 2 pohjal saame, et <—> = 1 on samavéérne sellega, et ¢ = +1 (mod 12) ning
q

(§> = 1 jéreldub, et ¢ = +1 (mod 5).
q

Saame kongruentside siisteemi:

g==+1 (mod 8)
g==+1 (mod 12)
g=+1 (mod 5)

Selle siisteemi lahendid on ¢ = 1,49,71,119 (mod 120). Vahim algarvuline lahend on seega

on ¢ = 71, mis on sobiv lahend, kuna <l>

—1.
71



8. iilesanne (Erki Kiilaots ja Marcus Loo)

Piisab, kui naitame, et iga algarvu p = p; € P korral kehtib
2 3 5 _
B-6)-(0)- () 5)--
q q q q q
o 2 L .
Olgu ¢ =1 (mod 8), siis esiteks <—) = 1 ja teiseks Gaussi ruutvastavusseadusest saame, et

(Zﬁ) - (2> kus i € N.
q Di

Seega voime kirjutada uue tingimuse

(B)-0)- - )- ()

1
Teame, et iga p; korral <—> = 1 ja lause 8.4 pdhjal, kui ¢ = 1 (mod p;), siis ka (2> =
i Pi

= 1. Olgu « mitteruutjadk mooduli p; jargi ehk 2 = —1, siis kui ¢ = a (mod py,), siis

Pk
()=
Pk

Jérelikult saame jérgneva lineaarkongruentside siisteemi.

g=1 (mod 8)
q= (mod 3)
g=1 (mod 5)

q= 1 (HlOd pk_l)
¢g=a  (mod p)

Kuna mooduliteks on paarikaupa erinevad algarvud ja 23, siis nad on paarikaupa iihistegurita
ning teame tanu Hiina jadgiteoreemile, et sellele leidub iihene lahend ¢ mooduli 8-3-. . .-pr_1-pi
jargi. Ehk ¢ on kujul g =8-3-... - pp_1-pr-m+c, kus m € N,

Dirichlet’ teoreemist saame, et kui (¢,8 -3 ... pr_1 - pr) = 1, siis aritmeetilises jadas 8 - 3 -
oo Dr—1 Pk - m~+ c leidub 16pmatu palju algarve. Kui oleks (¢,8 -3+ ... - pp_1 - px) # 1, siis
leiduks p;, et p; | ¢ <= Js € Z: p; - s = ¢, aga see ei sobiks kokku lineaarkongruentside
siisteemiga, sest siis ¢ = 8-3-...-p-m+p;-s =0 (mod p;), kuid see pole voimalik. Jérelikult
(¢,8-3-... prp_1-pr) =1 jaleidub algarv g kujul ¢ =8-3- ... pr_1-pr-m+c.



See konstruktsioon eeldab, et py on paaritu seega néitame, et p = 2 on ka mingi algarvu jaoks

0 1 2
vahim positiivne mitteruutjaak. Selleks paneme téhele, et (g) =0, <§> =1ja <§> =—1.

Seega kui p = 2, siis ¢ = 3.

Lauri Tart: Kui p = 2, siis vaide tegelikult ei kehti, sest sel juhul ei ole iihtegi mitteruutjaaki
iileiildse olemas.



