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5. praktikumi naidislahendused

1. iilesanne (Erki Kiilaots)

Koostame ringi Zi5 korrutustabeli
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2. iillesanne (Rainer Bokov)

Koigepealt teeme Euleri funktsiooni(p(n) = |U(Z,)|) ja teoreemi 5.8 abiga selgeks, et poo-
ratavaid elemente ringis Zzs on p(36) = p(2?2 % 3*) =2-3-1-2=12.
Teoreemi 4.10 pohjal on ringi Zss pooratavate elementide hulk

Kuna tingimuseks oli, et (a,36 = 2%-3%) = 1, siis a-ks sobivad sellised arvud, mis ei jagu kahe
ega kolmega.



3. iilesanne (Mikael Raihhelgauz)

Vastandelementide paarid on

(12,219), (13,218), (14,217), (15, 216), (16, 215), (17, 214), (18, 213).
Paneme tahele, et 231 =3 -7 - 11. Leiame pooratavate elementide poordelemendid.
e Kuna (12,231) = 3, siis 12 ei ole pooratav.

e (13,231) = 1, seega 13 on pooratav. Peame lahendama kongruentsi 132z = 1 mod 231.
Selleks vaatleme kongruentse

13z =1 mod 3,
13z =1 mod 7,
13r =1 mod 11.

Igaiiks neist on iiheselt lahenduv ja lahendid on vastavalt 1, 6 ja 6. Jargnevalt kasutame
tahistusi nagu teoreemis 6.6. Méarkame, et m; = 77, my = 33 ja m3 = 21. Vastavalt

=77 '=2"'=2 (ringis Z3),
k2 =33 =5 ' =3 (vingis Z;),k; =21 ' =10 ' = 10 (vingis Z,).
Niisiis, t =1-77-246-33-346-21-10 = 2008 = 160 mod 231.
o (14,231) = 7, seega 14 pole pdoratav.
e (15,231) = 3, seega 15 pole pddratav.

e (16,231) = 1, seega 16 on pooratav. Vaatleme kongruentse

16z =1 mod 3,
16z =1 mod 7,
16x =1 mod 11.

Lahendid on vastavalt 1, 4 ja 9. Jérelikult x =1-77-24+4-33-34+9-21-10 = 2440 = 130
mod 231.

e (17,231) = 1, seega 17 on pooratav. Vaatleme kongruentse

17t =1 mod 3,
17r =1 mod 7,
17t =1 mod 11.

Lahendid on vastavalt 2, 5 ja 2. Niisiis  =2-77-24+5-33-3+2-21-10 = 1223 =068
mod 231.

e (18,231) = 3, seega 18 pole pddratav.



4. iilesanne (Maret Somer)

Leian ringi Z49 pooratavad elemendid. Kasutan teoreemi 4.10, mis iitleb, et element
a € 7, pooratav parajasti siis, kui (a,n) = 1. Kuna 40 = 23 - 5, siis (a,40) =1
ehk @ € U(Z4o) parajasti siis, kui 21 a ja 51 a. Seega

Analoogselt leian ka U(Zs) ja U(Zs).

U(Zs) ={1,2,3,4}, U(Zg) ={1,3,5,T}.

Lause 5.6 iitleb, et mistahes ringide Ry, ..., R korral U(R; X R,

Sellest jareldub, et U(Zs x Zg) = {(1 ( 3),(1,5),(1,7), (5, 1), (2
5)

~{(1,1),
(3,3),(3,5),(3,7), (4, 1), (4,3), (4,5), (4,7)}.

Lause 4.15 iitleb, et iga jadgiklassiringi Z, element on kas 0, nullitegur voi poodratav ele-
ment. See tihendab, et jadgiklassiringi Zj nullitegurite hulk on Zyo \ {{0} U U(Z40)} ning
ringi Zs x Zg nullitegurite hulk on Zs x Zg \ {{0} U U(Zs x Zsg)}.

Z4o nullitegurid:
2, kuna 2-20 =0
4 0

10, kuna 10 - 4
12, kuna 12-10 =0
14, kuna 14-20 =0
15, kuna 15-8 =0

16, kuna 16 -5 =0
18, kuna 18 -
20, kuna 20 -
22, kuna 22 -
24, kuna 24 -
25, kuna 25 -
26, kuna 26 -
28, kuna 28 -
30, kuna 30 -
32, kuna 32 -
34, kuna 34 -
35, kuna 35 -
36, kuna 36 -10 =0
38, kuna 38-20 =0
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(0,1), kuna (O 1)- (T, 0) = (0,0)
(0,2), kuna (0,2) - (1,0) = (0,0)
(0,3), kuna (0,3) - (1,0) = (0,0)
(0,4), kuna (0,4) - (1,0) = (0,0)



(0,5), kuna (0,5) - (1,0) = (0,0)
(0,6), kuna (0,6) - (1,0) = (0,0)
(0,7), kuna (0,7) - (1,0) = (0,0)
(1,0), kuna (1,0) - (0,1) = (0,0)
(1,2), kuna (1,2) - (0,4) = (0,0)
(1,4), kuna (1,4) - (0,2) = (0,0)
(1,6), kuna (1,6) - (0,4) = (0,0)
(ga 6)7 kuna (5? 6) ’ (67 T) = (67 6)
(57 §>7 kuna <§’ §) ’ (67 Z) = (67 6)
(2,4), kuna (2,4) - (0,2) = (0,0)
(2,6), kuna (2,6) - (0,4) = (0,0)
(3,0), kuna (3,0) - (0,1) = (0,0)
(3,2), kuna (3,2) - (0,4) = (0,0)
(3,4), kuna (3,4) - (0,2) = (0,0)
(3,6), kuna (3,6) - (0,4) = (0,0)
(4,0), kuna (4,0) - (0,1) = (0,0)
(Za 5)7 kuna (Za §) ’ (67 Z) = (67 6)
(Za Z)? kuna (Za Z) ’ (67 5) = (67 6)
(4,6), kuna (4,6) - (0,4) = (0,0)

Ringid Zyo ja Zs x Zg on isomorfsed, kuna 5,8 € N; (58) = 1 ja 40 = 5 - 8 ning teo-
reem 4.5 iitleb, et kui arvud nq,...,ns € N on paarikaupa iihistegurita ja n = ny - ... - ng, siis
ringid Z,, ja Zy, X ... X Z, on isomorfsed.

5. lilesanne (Mikael Raihhelgauz)

Koigepealt leiame ringi Z, podratavad elemendid. Et 4 = 2?2 siis nendeks on parajasti koik
paaritud elemendid: U(Z4) = {1,3}. Niiiid leiame Zg pddratavad elemendid. Et 8 = 23, siis
nendeks on samuti koik paaritud jasgiklassid: U(Zg) = {1, 3,5, 7}. Lause 5.6 pohjal seega

U(Z4 X Z8) - {(171)7 (173)7 (175)7 (177)7 (371)7 (37?))7 (375>> (377)}

Paneme téhele, et rithmas U(Z4 X Zsg) on 8 elementi. Uhtlasi paneme téhele, et 32 = 2°, seega
rithm U(Z3,) sisaldab koiki ringi Zs, paarituid elemente, mida on kokku 16. Oletame niiiid, et
ringid Zss ja Z4 X Zg on isomorfsed. Lause 4.8 pohjal leidub bijektsioon f : Zgy — Z4 X Zg nii,
et f(U(Zsz)) C U(ZyxZs). See ei ole aga voimalik, sest f injektiivsuse tottu on vasakpoolses
hulgas 16 elementi. Jarelikult ringid ei ole isomorfsed.



6. iilesanne (Lauri Tart)

Sellele tilesandele ei andnud peaaegu keegi taiesti oiget lahendust. Rasmus Borni oma oli
koige ldhedasem. Toon siinkohal &ra lithema sarnase lahenduse.

e Olgu meil aritmeetiline jada @ + kb, k € NU {0}. Siis
a+nb=a+nb=a+0=a,

ehk toesti tilimalt n sammu jérel hakkab jada korduma. Olgu m selle jada minimaalne
periood. Siis @ + mb = @ ehk

a+mb= a(mod n) <= n | mb.
Téhistame d = (b,n), n = dn’ ja b = dl/, kusjuures (b',n’) = 1. Eukleidese lemma pohjal
dn' | mdb' < n' | mb' = n' | m.
Seega n’ < m. Samas
a+n'b=a+ndl =a+nb =a+0=a.

Seega ka n/ on selle jada periood, mistottu m < n’ < m ja otsitav viahim periood on

’ n
m=n = —~<.

(n,b)

e Olgu meil niiiid geomeetriline jada @-g*, k € NU{0} jidgiklassikorpuses Z,. Kuig = 0 vo
@ = 0, siis on soltuvalt konventsioonist tegu kas konstantse jadaga 0,0,0, . Véi @,0,0, 6.
Molemad on perioodilised vahima voimaliku perioodiga 1. Vaatleme edaspidi juhtu, kus
7 # 0jaa+#0. Siis ¢ € Z;, ehk teoreemi 4.10 pchjal (¢,p) = 1. Niilid Fermat’ véikese

teoreemi tottu ¢~ =1 (mod p), mistottu

0
0

a.(—]P—l =a-qr! —ag-1=a

Siit on néha, et jada on perioodiline maksimaalse voimaliku perioodiga p — 1. Olgu m
elemendi g jark multiplikatiivses rithmas Z;, st vihim selline naturaalarv, mille korral
g™ = 1 (mod p). Selline arv alati eksisteerib (vt 7. peatiiki algust) ja on Lagrange’i
teoreemi kohaselt riihma Z; jargu p — 1 jagaja. Siis

a-g"=a-q"=a-1=a

Seega on m samuti antud jada periood. Kui jada minimaalne periood kg € N (see ei saa
olla 0!) oleks viiiksem kui g, siis @ - ¢* = @. Kuna korpuse Z, element @ ei ole 0, siis on
ta pooratav ja eelmine vordus omandab kuju

7 =1 <= ¢™ =1(mod p).

Kuna ko > 1, siis arvu m definitsiooni kohaselt m < ky. Samas kg oli vahim periood,
kust kg < m ja kokku kg = m. Jérelikult on antud geomeetrilise jada vdahim periood
elemendi g jark multiplikatiivses riihmas Z;, ja muuseas alati arvu p — 1 jagaja.

Markus: saab néidata, et ka mitte-algarvulise mooduli korral on geomeetriline jada teatud
lisatingimustel perioodiline minimaalse perioodiga, mis on arvu p(n) jagaja.



7. tilesanne (Aljona KritSevskaja)

Leiame ringi Z,, koigi pdoratavate elementide korrutise. Selleks grupeerime need elemendid.
Osad elemendid grupeerime nii, et votame kokku elemendi ja selle péérdelemendi (a - a™!),
siis nende korrutis on 1. Ehk need grupid ei mojuta ringi 7Z, koigi pooratavate elementide
korrutist.

Probleem siin tekib selles, et moned elemendid on iseenda pooérdelemendid. Neid uurime
eraldi.

Vaatame hulka S := {a € U(Z,): a® = 1}. Seega ringi Z, koigi pooratavate elementide
korrutis soltub vaid hulga S koigi elementide korrutisest.

Niitid grupeerime ka hulga S elemente. Neid grupeerime nii, et korrutame elemendi ja teme
vastandelemendi (a - (—a)), siis nende korrutis on a - (—a) = —(a?) = —1. Seega saame, et
hulga S elementide korrutis on (—1)*, kus k on saadud paaride arv.

Uurime veel eraldi olukorda, et kui element on iseenda vastandelement. Olgu a € S selline, et
a = —a. Element a on mingi jadgiklass, seega votame mingi suvalise esindaja sellest k = —k.
Liidame molemale poolele k, siis saame 2k = 0. See téhendab, et n | 2k. Kuid me teame, et
k ja m on iihistegurita, siis niitid votame kaks viimast tulemust kokku ja saame, et n | 2. See
tahendab, et ainuke voimalus on n = 2. Vaatame selle juhtu eraldi ldbi. U(Z,) = 1, seega
pooratavate elementide korrutis on 1. Kui n t 2, siis peaks n | k, kuid siis k ei oleks péoratav.

Jarelikult saime, et ringi Z, koigi pooratavate elementide korrutis on kas 1 voi —1.



8. iilesanne (Erki Kiilaots)

Olgu n ja 0 < m < n ning kirjutame nad aritmeetika pohiteoreemia abil lahti ehk

n:pll1 -...-pl;,pl...ps elP ...l e Ny
n=p'-...op,pr...ps€P s €Ny
Kongruentsi definitsioonist saame, et kui m* =0 (mod n), siis n | m* ja seega peab kehtima,

et

Vi € {1,2,...,8}3[1' Skn
Kui r; # 0 ja l; # 0, siis kuna k € N, siis saame alati leida £ nii, et iga ¢ korral [; < k- r;.
Votame lihtsalt maksimaalse £ nii, et £ = max P -‘, siis iga ¢ korral £ > max P——‘ > Lo

Kui [; = 0, siis kindlasti [; < r;
Kui r; = 0 ja [; # 0, siis ithegi k korral ei kehti [; < k-r;, sest k-0=0jal; >0

Seega ainukesed nilpotentsed elemendid on sellised, et kui [; # 0, siis r; # 0 ning siit ndeme, et
meid huvitavad ainult need algarvud, mille astendajad on nullist suuremad, seega kirjutame
arvu n valja standardkujul:

n=p-.pspps€PLL I EN
Niiiid [ ... ls > 1, seega koik need algarvud peavad jagama ka m-i ning

m=py-...-ps-J,j €N

Et n > m, siisplll-...-pf; >prc... Ds g, mistéhendabpllrlo...~pl;‘_1Zj. Kuna j on

naturaalarv, siis jadgiklassis Z,, on tapselt j nilpotentseid elemente. Kusjuures, kui [; = 1 iga ¢
korral, siis j = 1 ning jafigiklassi ringi ainus nilpotent on @ = 0, mis on trivaalne lahend. Seega
pohimotteliselt igas jadgiklassiringis asub moni nilpotentne element, kuid see pole huvitav,
seega kui seda mitte lugeda, siis et leiduks nilpotentne element, siis peab leiduma moni ¢,
mille korral I; > 1.

v. Olenevalt kiisimusest, siis kas iga jaagiklassiring sisaldab nilpotentseid elemente voi ainult

need mille korral n-i jagab mone algarvu ruut. Selles jasgiklassis on vastavalt sellele, kas 0
lugeda nilpotendiks voi mitte, vastavalt plffl -...-pl~1 nilpotentset elementi voi pll“1 o

pb~1 — 1, kus n-i standardkuju on n = p!' - ... - ph



