Arvuteooria

Naidislahendused
Praktikum 6

1 Markus Rene Pae

Teame, et arvu 120 jagajad on 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60 ja
120. Seega vastavalt Gaussi teoreemile

> e(d) =120

d|120

Summas S on Euleri funktsiooni argumentides koik peale 7 arvu 120 jagajad.
Arvu 120 jagajatest on argumentidena puudu 1, 60 ja 120. Seega summa S on
avaldatav kujul:

S=>" @) +e(7) =@ (1)— ¢ (60) — ¢ (120).
120

On ilmne, et ¢ (1) = 1. Niitid on meil vaja leida ¢ (7), ¢ (60) ja ¢ (120)
vaartused, kasutades selleks loengukonspekti teoreemi 5.8:

o()=7-1=6
©(60) = (223" 5")=2".(3-1)-(5-1)=16
¢ (120) = (2°-3'-5") =22 (3-1)- (5—1) =32

Sellest lahtuvalt

S=>"¢(d) +¢(7)—¢ (1) — (60) — (120) = 120+ 6 — 1 — 16 — 32 = 77.
d|120
2 Johanna Maria Kirss

Koigepealt markame, et 2233 = 7 - 11 - 29. Tekstis antud tingimustele vas-
tavad koik arvud n < 2345, mille korral (2233,n) € {1,7,11,29,7 - 11}. Otsime
koigepealt koik sobivad arvud 1 ja 2233 vahepeal ja defineerime

S1 = {1 <z <2233, (x,2233) € {1,7,11,29,77}}].



Leidmaks S7, saame kasutada loengukonspekti lauset 5.10, mille jargi

S1 = ©(2233) + »(319) 4+ ©(203) + ©(77) + ©(29)
= o(Ne(11)9(29) + ©(11)p(29) + v(T)9(29) + ©(T)(11) + ¢(29)
=6-10-28+10-28+6-28+6-10 + 28
= 1680 4 280 + 168 + 60 + 28
= 2216.

Seega arve, mille iihistegur 2233-ga on véaiksem kui 123, on 16igus [1,2233] 2216
tiikki.

Vaatleme niiiid arve poollgigult (2233,2345], mille SUT 2233-ga on sobiv.
Antud poolldigus on 112 arvu. Meile sobimatud SUT-id on 7-29 = 203, 11-29 =
319 ja 2233. Parast arvu 2233 saab jargmine 203-ga jaguv arv olla loomulikult
alles 203 arvu pérast, mis on juba poolldigust véljas. Analoogselt teiste sobi-
matute SUT-idega. See tihendab, et koigist voimalikest SUT-idest, mis saavad
tekkida arvuga 2233, on meile sobimatute esinemine antud poolloigus voimatu.
Sellest et mitte sobivad SUT-d ei saa esineda juba jareldub et kogil teistel liik-
metel on sobivad SUT-d. Seega tihendab see, et kéigi arvude 2233 < x < 2345
korral (x,2233) € {1,7,11,29,77}.

Jarelikult kokku on selliseid naturaalarve, mis pole suuremad kui 2345 ja
mille suurim tihistegur arvuga 2233 on vaiksem kui 123, on 2216 + 112 = 2328.

3 Markus Rene Pae

Selles iilesandes on vaja lahendada kongruents 2022(20217%%) — 5 (mod 1000),
kus z esindab antud arvu kolme viimast kiimnendnumbrit. Kuna 1000 = 8-125
ja (8,125) = 1, siis saame jagada selle kongruentsi kaheks osaks:

1. 2022(2021%%) = ¢ (mod 8). Kuna 2 | 2022 ning silmnihtavalt 20212020 >
3, siis 22 | 2022(202°) ek 2022(202°"°) = ¢ (mod 8).

2. 2022(202°°) = p (mod 125). Kuna (2022,125) = 1 ning ¢ (125) =
¢ (5%) =532 (5 —1) = 100, siis 2022'°° =1 (mod 125) vastavalt Euleri
teoreemile.

Leiame niiiid jasigi, mille 20212°2° annab 100-ga jagamisel. Kuna (2021, 100) = 1
ning ¢ (100) = ¢ (22 - 5%) == 40, siis vastavalt Euleri teoreemile 20211 = 1
(mod 100). Kuna 20212920 = 202140-50+20 " gjig 20212020 = 202120 = 2120 =
44110 = 4119 = 1681° = 81° = 1 (mod 100).

Sellest tulenevalt on arv 20212920 avaldatav kujul 100k + 1, kus k& on mingi
tiisarv. Seega kuna 2022190 =1 (mod 125), siis 2022(202°"°) = 9022100k+1 =
2022! = 22 (mod 125).

Niiidseks oleme kindlaks teinud, et 2022(2021°7%) — (mod 8) ning 2022(2021*7%) =
22 (mod 125). Viimast kongruentsi rahuldavad 22, 147, 272, 397, 522, 647, 772

ja 897. Nendest ainus, mis on kongruentne 0-ga mooduli 8 jargi on 272.



4 Lahenduse autor on toimetusele teada

Paneme téhele, et 2015 =513 - 31.
Niitame, et iga a € Z korral a%* = a (mod 5), a®! = a (mod 13) ja a®! = a
(mod 31):

e Kui5 | a,siis a® =0 =a (mod 5).

|
—

Kui 5 1 a ja kuna 5 € P, siis Fermat’ viikese teoreemi pohjal a* =
(mod 5). Seega aS! = (a4)15 ca=1"Y-a=1-a=a (mod 5).

e Kui 13 | a, siis a®* =0 =a (mod 13).
Kui 13 { a ja kuna 13 € P, siis Fermat’ viikese teoreemi pohjal a'? = 1
(mod 13). Seega a®! = (a12)5 ca=1%-a=1-a=a (mod 13).

e Kui 31 | a, siis a®* =0 =a (mod 31).
Kui 31 { a ja kuna 31 € P, siis Fermat’ viikese teoreemi pohjal a3! = 1
(mod 31). Seega aS! = (a30)2 ca=1?-a=1-a=a (mod 31).

Niisiis a®! = a (mod 5), % = a (mod 13) ja a®! = a (mod 31) iga a € Z
korral ehk 5 | a%t —a, 13 | a%* —a ja 31 | % —a. Kuna 5, 13 ja 31 on paarikaupa
iihistegurita, siis ka 2015 | a®! — a, seega a®! = a (mod 2015).

5 Erki Kulaots

Vaatame, kuna p(m) = 1.
Kui m =1, siis (1) =1

Kui m > 1, siis m-i standardkuju on m = p]fl -...-pk ning
p(m) = (p = D@1 - (ps = DS )

See on vordne iihega, kui koik tegurid on tthed. Kui p; > 3, siis p; — 1 > 2 ja
seega ainuke algtegur saab olla 2 ning kui selle kahe aste on suurem kui iiks, siis
21 on ka suurem kui iiks, seega ainuke sobiv m on sellisel juhul 2

Kuna ainukesed voimalused ¢(m) =1 jaoks on m = 1 ja m = 2, siis peame
niiiid lahendama vorrandid ¢(n) =1 ja p(n) = 2.

©(n) = 1 lahendeid me juba teame, need on n =1 jan = 2.

©(n) = 2 korral peavad ennist mainitud valemis olema teguriteks iihed ja
tapselt tiks 2. Kui p; > 5, siis p; —1 > 4. Seega sobivad algtegurid on 2 ja 3.
Kui arvu n teguriks on 32, siis me saame juba (3 — 1) - 3 = 6 seega kolme aste
peab olema vaiksem kui 2.

Kui arvu n teguriks on 23, siis me saame funktsiooni viirtuseks suurema
arvu kui neli, seega algteguri 2 aste on maksimaalselt 2. Need jatavad meile



kontrollida: n =3, n=6,n=4jan = 12.

6 Lahenduse autor on toimetusele teada

Teame, et ¢(n) on naturaalarvude arv, mis on n-ga iihistegurita ning 7(n) on n-i
positiivsete jagajate arv. Seejuures koik need arvud on vaiksemad voi vordsed
arvuga n.

Ainus arv mis on n-ga iihistegurita ja jagab seda, on iiks (Kuia > 2 jaa | n,
siis (a,n) > a > 2, mistottu a pole n-ga iihistegurita.). Seega koik teised arvud
kas jagavad m-i, on temaga iihistegurita voi siis ei jaga n-i aga pole ka temaga
ithistegurita.

Selleks, et ¢(n) + 7(n) > n, peab iga arv a < n, olema kas n jagaja voi
temaga iihistegurita.

Vaatame kolme juhtu:

e Kuin=1siisp(l)+7(1)=1+1=2>1.

e Kuin =p € P on algarv, siis p(p) +7(p) = (p—1)+2=p+1 > p.
(Vastavalt algaarvu definitsioonile, on algarvul p kaks positiivet jagajat:
1 ja p, seega 7(p) = 2),

e Kui n on kordarv, siis n = ab, kus a,b > 2, iildistust kitsendamata eel-
dame, et a < b.

Kuna selleks, et ¢(n)+7(n) > n, peab iga n-st viiksem naturaalarv olema
kas n jagaja voi sellega ithistegurita. Vaatame arvuz =n—a=ab—a =
a(b—1).

Kunaa | z = a(b—1) jaa | n = ab, siis a | (z,n), mistottu (z,n) >
a > 2. Kuna z-1 on n-ga iihest suurem iihistegur, siis peab meie vorduse
kehtimiseks x olema n jagaja. Seega = | n ehk a(b—1) | ab. Siit saame, et
b—1]bjaseegab—1=1ehk b =2. Kuna eelduse kohaselt a < b, siis ka
a=2.

Seega ainus sobiv kordarvon n=ab=2-2=4.

Jarelikult sobivad n véiartused on 1, 4 ja koik algarvud.

7 Lahenduse autor on toimetusele teada

Vaatame 2 juhtu:



e Kui n on paarisarv, siis Euleri teoreemi kohaselt on taiuslik arv n kujul
2F(2F — 1),k € N, kus 2¥ — 1 on algarv. Seega on sel juhul arvul n téipselt
iiks paaritu algtegur (2% — 1). Edasi ei ole enam métet vaadata, sest koik
paarisarvulised taiuslikud arvud on sellisel kujul.

e Kui n on paaritu arv ehk siis oletame vastuvaiteliselt, et taiuslikul arvul
n on tipselt kaks erinevat algtegurit ehk n = p’ - ¢*, kus j,k € Njap # ¢
on erinevad paaritud arvud.

Teoreemi 5.21 b) osa pohjal saame, et

a(n) =2n
P D@ -1
e B

P -1 -1
pegd-(p—1)(¢g—1)

Co5) (-5)

(p—1(g—1)
1 1
P—— q— —
P-4k,
p—1 q-1
1
p— —
.. J p 1 1 1 3
P tahele, et P L <14 ——=1 - =,
aneme tahele, e 1 1 +p71 +371 +2 5
=% 1 5
analoogiliselt -1 <1+ 1= 71 (Kuna p ja ¢ on erinevat paaritud
q—
algarvud, siis iiks on neist vahemalt 3 ja teine vihemalt 5)
1 1
Cpi 7 g¢ 3 5 15 16
Seega P T 2222 =2

p—1 g¢g—1 2 4 8 8
Seega vorduse parem pool peab olema 2-st viiksem, mistottu vordus ei
saa kunagi kehtida ehk joudsime vastuoluni.

8 Kiilaots ja Luhaaar

Y ou@)P-p@? =Tl +@-1?

d|n pln

Uritame méista, mida see summa kokku liidab. Kui p(d) sihthulk on {—1,0,1},
siis funktsiooni (d)? sihthulk on {0, 1}, kus u(d)? = 0 parajasti siis, kui leidub
algarv p nii, et p? | d ja muul ajal on funktsiooni viirtus 1. Seega summas on
olulised koik n-i tegurid, mille algtegurite suurim aste on 1.



Kui n on oma standardkujul (n = plfl -...-pPs), siis meile pakuvad huvi ainult
n-i tegurid kujul d = py, ... py,,, kus ly,...,lm € {1,..,8} jaly < ... <l ning
arv 1. Seega meid huvitavad ainult koik erinevad kombinatsioonid, mida saab
moodustada n-i algteguritest. Seejuures teame, et ¢(d) = (p;, —1)-...-(p1,, —1)
ehk korrutise tegurid on kujul (p;, — 1). Kui leida ¢(d)?, siis need tegurid on
ruudus ((p;, — 1)?). Seega

m

p(d)? =TT — 1%

i=1

Lugedes n-i jagaja 1 eraldi, saame me oma summa teisendada kujule

dpd?=1+ > ey’ =1+ > []en -1
d|n

Diy oDy, 7 Dly e Dl [0 1=1

Vaatame niitid algse vorduse paremat poolt

s

[Ta+e-1* =10+ @ -1%

pln i=1

Kui me selle lahti korrutame (liiget (p; —1)? mitte avades), tekib meile 2° liideta-
vat, kus s on arvu n algtegurite arv. Iga selline liidetav koosneb mingist arvust
teguritest kujul (p; — 1)2. Realiseeruvad koik voimalikud kombinatsioonid, sest
iga teguri juures saame lébi korrutades valida, kas korrutame ta liidetavasse voi
mitte (korrutame ithega). Kuna ka summa

1+ Z H(ph - 1)2

pll ""‘plm |'r7, i=1

koosneb téapselt nendest samadest liidetavatest, siis vordus kehtib.



