
Matemaatiline analüüs I
5. praktikum

Olgu X ⊂R, olgu ∞ hulga X kuhjumispunkt (st. ∀R > 0 (R,∞)∩X 6= ;) ja α,β : X →R.

α ∈ o(β) protsessis x →∞ def⇐⇒ ∀K > 0 ∃D > 0 : ∀x ∈ X x > D ⇒|α(x)|6K |β(x)|.
α ∈O(β) protsessis x →∞ def⇐⇒ ∃K > 0 ∃D > 0 : ∀x ∈ X x > D ⇒|α(x)|6K |β(x)|.
α ∈Θ(β) protsessis x →∞ def⇐⇒ α ∈O(β)∧β ∈O(α).

α∼β (ekvivalentsed) protsessis x →∞ def⇐⇒ lim
x→∞

α(x)

β(x)
= 1.

Lause 1. Olgu α,β : X →R ja ∗ ∈ {o,O,Θ}. Siis o(α) ⊂O(α), ∗(α)+∗(α) ⊂∗(α),
∗(∗(α)) ⊂∗(α) ja ∗(α) ·∗(β) ⊂∗(α ·β).

Lause 2. α ∈ o(β) ⇐⇒ lim
x→∞

α(x)

β(x)
= 0.

Lause 3. α ∈O(β) ⇐⇒ ∃K > 0 ∃D > 0 : ∀x ∈ X x > D ⇒ −K 6
α(x)

β(x)
6K .

Lause 4. α∼β =⇒ α ∈Θ(β) (aga üldjuhul α∼β 6⇐= α ∈Θ(β)).

Olgu X ⊂R, olgu a ∈R hulga X kuhjumispunkt, olgu f , g ,h : X →R, olgu A ∈R∪ {±∞}.
Teoreem 5.

f ∼ g protsessis x → a
lim
x→a

f (x) ·h(x) = A

}
=⇒ lim

x→a
g (x) ·h(x) = A.

Landau sümbolid (ehk O-notatsiooni) ja suuruste ekvivalentsuse saab analoogiliselt
defineerida ka kõigi teiste protsesside ning jada piirväärtuse jaoks. Näiteks kui X ⊂R,
a on hulga X kuhjumispunkt ja α,β : X →R, siis

α ∈ o(β) protsessis x → a–
def⇐⇒ ∀K > 0 ∃δ> 0 : ∀x ∈ X −δ< x < a ⇒|α(x)|6Kβ(x).

Suurus Käitumine protsessisx →∞ Omadus Põhjus
α(x)

β(x)
lim

x→∞
α(x)

β(x)
= 0 α ∈ o(β)∧α ∈O(β) lause 1 & lause 2

α(x)

β(x)
lim

x→∞
α(x)

β(x)
=±∞ β ∈ o(α)∧β ∈O(α) lause 1 & lause 2

α(x)

β(x)
lim

x→∞
α(x)

β(x)
= 1 α∼β∧α ∈Θ(β)∧β ∈Θ(α) def.-n. & lause 4

α(x)

β(x)
tõkestatud α ∈O(β) lause 3

β(x)

α(x)
tõkestatud β ∈O(α) lause 3

α(x)

β(x)
,
β(x)

α(x)
tõkestatud α ∈Θ(β)∧β ∈Θ(α) definitsioon



Olgu X ⊂R, f : X →R, olgu a ∈ X hulga X kuhjumispunkt.

f pidev punktis a
def⇐⇒ lim

x→a
f (x) = f (a).

f vasakult (paremalt) pidev punktis a
def⇐⇒ lim

x→a–
f (x) = f (a)

(
lim

x→a+
f (x) = f (a)

)
.

Olgu X ⊂R, f : X →R, olgu a ∈R hulga X kuhjumispunkt.

F-nil f on esimest liiki katkevus punktis a
def⇐⇒

{
lim

x→a+
f (x) ∈R, lim

x→a–
f (x) ∈R

lim
x→a+

f (x) 6= lim
x→a–

f (x).

F-nil f on kõrvaldatav katkevus punktis a
def⇐⇒

{
lim
x→a

f (x) ∈R,

a ∉ X ∨ f (a) 6= lim
x→a

f (x).

F-nil f on teist liiki katkevus punktis a
def⇐⇒


vähemalt üks piirväärtustest
lim

x→a+
f (x) ja lim

x→a–
f (x)

on lõpmatu või ei eksisteeri.


