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Ulesanne 1 (Nikita Leo)

Téisarvu a jadgiklassi mooduli k € N jargi tdhistame [a];. Koigepealt veendume
kujutuse ¢ definitsiooni korrektsuses. Olgu taisarvud a ja b sellised, et [a], =
[0],,. Peame veenduma, et siis [a],, = [b],,. Kuna [a],, = [b],, siis a = b (mod n)
ehkn|a—b. Kunam |njan|a—b, siis kam|a—b. Seega a =b (mod m)
ehk [a]y, = [b]nm,. Niilid néditame, et ¢ on homomorfism. Selleks peab veenduma,
et kul @,y € Zy,, siis p(z +y) = p(z) + ¢(y). Olgu =,y € Z, suvalised. Valime
klassidest x ja y vastavalt esindajad a ja b, siis

ez +y) = e(la]n + [b]n) = ¢(la+b],) =
la+ 0] = [a]m + [blm = ¢(laln) + @([b]n) = ©(z) + ¢ (y).

Niiiid néitame, et kujutus ¢ on siirjektiivne. Olgu y € Z,, suvaline. Peame
leidma x € Z,, nii, et p(z) = y. Valime klassist y esindaja a. Siis x rolli sobib
[a]),. Seega ¢ on tdepoolest siirjektiivne. Rithm Ker(p) on isomorfne rithmaga
Zy ) (midrgime, et kuna m ja n on naturaalarvud ning m | n, siis ka n/m on
naturaalarv). Selles vendumiseks vaatleme kujutust f : Z,, ;,,, — Ker(y), mis on
defineeritud eeskirjaga

f([a}n/m) = [am}n

Koigepealt veendume definitsiooni korrektsuses. Olgu téisarvud a ja b sellised,
et [alp/m = [b]n/m- Néitame, et siis [am], = [bm],. Kuna [al,,/n, = [b]n/m, siis
a=0b (mod ) ehk 2 | a —b. Korrutades moélemad pooled arvuga m saame n |
am — bm. Seega am = bm (mod n) ehk [am],, = [bm],. Veel peab veenduma, et
iga a € Z korral [am],, € Ker(y). Olgu a suvaline tédisarv. Definitsiooni kohaselt
[am], € Ker(p) parajasti siis, kui ¢([am],) = [0]n,. Kujutuse ¢ definitsiooni
kohaselt ¢([am],) = [am].,. Kuna m | am, siis am = 0 (mod m) ehk [am],, =
[0],,. Seega ¢([am],,) = [0], ning [am],, € Ker(yp). Néitame, et f on rithmade
isomorfism. Koigepealt veendume, et f on homomorfism. Olgu z,y € Zy/n,
suvalised. Valime klassidest = ja y vastavalt esindajad a ja b, siis

f(x + y) = f([a]n/m + [b}n/m) = f([a + b}n/m) =
[(a+b)mln = [am]n + [bmln = f([aln/m) + f([bln/m) = f(@) + (y).



Niiiid nditame, et f on injektiivne. Olgu x,y € Z, ,, suvalised. Valime klassidest
x ja y vastavalt esindajad a ja b. Naitame, et kui f(z) = f(y), siis = y. Eel-
dame, et f(z) = f(y). See tdhendab, et [am], = [bm],, ehk am = bm (mod n).
Seega n | am — bm = (a — b)m. Jagades molemad pooled arvuga m saame
L |a—behk a=b (mod ). Seega x = [al,,/m = [b]s/m = y. Oleme ndidanud,
et f on injektiivne. Niiid veendume, et f on siirjektiivne. Olgu y € Ker(p)
suvaline. Veendume, et leidub = € Z,, /,,, nii, et f () = y. Valime klassist y esin-
daja a. Kuna y € Ker(yp), siis ¢(y) = ¢([a]n) = [a}m = [0]m. Kuna [a],, = [0]m,
siis m | a ja seega leidub téisarv b nii, et bm = a. Siis  rolli sobib [b],, /p,, sest
f([Bln/m) = [bm], = [a], = y. Sellega on tdestatud on f on rithmade isomorfism.

Ulesanne 2 (lahenduse autor on toimetusele teada)

Olgu Ky = {¢,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} C Ay. Leiame koik A4 korval-
klassid K4 jargi.

Esiteks leiame riithma A,4. Esitades rithma S4 elemente séltumatute permu-
tatsioonide korrutisena on iildse olemas jargmist liiki elemendid:

1. element ¢;

2. iiks tsiikkel pikkusega 2;

3. kaks soltumatut tsiiklit pikkusega 2;
4. {iks tsiikkel pikkusega 3;

5. iiks tsiikkel pikkusega 4.

Rithma A4 kuuluvad 1., 3. ja 4. liik. Kirjutame vélja koik sellised elemendid ja
nende esitused substitutsioonidena (vt. tabel). 4. liiki elemente saame labi kéia
jargnevalt. Kéime 1dbi koik voimalused valida neljast elemendist kolm; iga sellise
valiku korral on kaks erinevat voimalikku tsiikli “suunda”.

Edasi toimime jérgmiselt. Eesméirk on jaotada elemendid korvalklassideks
K, jargi. Valime tabelist esimese substitutsiooni o, mille korvalklass ei ole teada
ja arvutame tema korvalklassi 0 Ky ehk arvutame om koikide m € K, korral.
Saadud permutatsioonid margime korvalklassi o K.

Esiteks ei ole teada e korvalklass, aga on selge, et ¢ korvalklass on tapselt
alamrithm Ky ise.

Esimene permutatsioon, mille korvalklass niiiid teada ei ole, on (1,2,3).
Leiame selle.

(1,2,3) = (1,2,3)

nameana=(3 20 (G203 -0
namesea-(3 20 0G0 )-(0 11 Poe
e (R [ B (R



Esimene permutatsioon, mille korvalklassi me ei tea, on (1,3,2). Et igas
korvalklassis on 4 elementi, siis teame, et koik alles jadnud elemendid peavad
kuuluma korvalklassi (1,3, 2) Kj.

Tsiiklitena | Substitutsioonina | Korvalklass
© | h2sy) | m
LB | (4, 5 K
wyea| (577 K,
wHes) | (, 55 K,
w23 | (527 ) | w2k
ws2) | (5220 | @k
we) | (532 0) | sk
wa | (5 70 5) | @2k
wsy | (5220 | @k
(1,4,3) le ; ? g (1,3,2)K,
@34 | (; 25 1) | asoK
@43 | (1 73 35) | @23k

Niisiis on olemas kolm kérvalklassi Ky, (1,2, 3)Ky ja (1, 3,2)K4. Seega saame
koostada Cayley tabeli

| K (1,2,3)Ky  (1,3,2)K,4

K, K, (1,2,3)K, (1,3,2)K4
73)K4 ( ) 73)K4 (17372)K4 Ky

2 ,2) Ky K, (1,2,3)K,4

Néeme, et rithm on isomorfne rithmaga (Zs, +).

Ulesanne 3 (lahenduse autor on toimetusele teada)

Leiame rithma U (Z2; ) kéikide elementide jargud ja lahutame selle p-komponentide
sisemiseks otsesummaks. Teatavasti Zo; pooratavad elemendid on need, mis on



iihistegurita arvuga 21; teisisonu need, mis ei jagu 7 ega 3-ga. Teeme tabeli:

x | a? > 2t x® 28 | jark
1 1
2 4 8 16 11 1| 6
4 |16 1 3
5 4 20 16 17 1| 6
8 1 2
10 | 16 13 4 19 1| 6
-10(16 —-13 4 —-19 1| 6
-8 1 2
-5 | 4 1 3
-4 |16 -1 4 —-16 1| 6
-2 4 -8 16 —-11 1| 6
-1 1 2

p-komponendid on niisiis {1,8,—8,—1} ja {1,4, —5}. Terve rithm esitub nende
kahe komponendi sisemise otsesummana.

Ulesanne 4 (Nikita Leo)

Kahe erineva intervalli [0, 1) kuuluva arvu vahe ei saa olla téisarv, seega kahele
erinevale ratsionaalarvule sellest intervallist vastavad alati erinevad ekvivalent-
siklassid. Kuna ratsionaalarve on intervallis [0,1) 16pmata palju, siis 16pmata
palju on ka erinevaid ekvivalentsiklasse. Niisiis faktorriithmas Q/Z on 16pmata
palju elemente. Olgu X € Q/Z suvaline. Valime klassist X mingi esindaja x, siis
X = x4+ Z. Néitame, et elemendil X on loplik jark. Selleks piisab leida selline
naturaalarv n, mille puhul nX = Z (Z on rithma Q/Z iihikelement). Kuna
on ratsionaalarv, siis ta esitub kujul z = 7, kus m on mingi téisarv ja n mingi
naturaalarv. Siis

nX:n(@+Z):n@+Z=m+Z=Z.
n n

Seega rithma Q/Z koigil elementidel on toéepoolest 16plik jark.

Ulesanne 5 (Karolina Tammemaa)

Selles lahenduses kasutame aditiivset siimboolikat.

7 = 7 Naitame koigepealt et lihtne Abeli rithm on 16plikut jarku, kusjuu-
res tema jirk on algarv. Kuna ta on lihtne rithm, siis tal pole normaaljagajaid.
Oletades, et ta on lopmatu, peab iga elemendi jark olema lopmatu, sest vastasel
juhul moodustaks lopliku jarguga element parisalamriihma, mis oleks normaal-
jagajaks. Votame a € G\ {0}, siis on meil, et < 2a >C< a > aga samas ei
saa olla < a >C< 2a >, sest see tdhendaks, et n - 2a = a, mingi n € N korral,
mis on vastuolus sellega, et iga elmendi jark on lopmatu. Niiiid aga moodustab



< 2a > péarisalamhulga, mis on vastuolus serllega, et G on lihtne riithm. Seega
on G 16plik rithm. Seega on G perioodiline ja on esitatav oma p-komponentide
otsesummana. Kuna iga p-komponent on alamrithm, siis koosneb G ainult iihest
p-komponendist. Kuna iga p-komponent sisaldab elementi jarguga p ja kuna iga
nullist erineva elemendi jark peab olema vordune rithma jirguga, siis |G| = p.

7 « "Kuna iga alamriihma jark jagab riihma jarku, aga antud juhul on
riihma jéark algarv, siis jarelikult pole riihmas iihtegi mittetriviaalset alamriihma
ja tegu on lihtsa rithmaga. Kuna tegu on ka 16pliku riihmaga, siis iga a € G\ {0}
korral < a >= G. Koik loplikud tsiiklilised riithmad on kommutatiivsed, sest iga
I,n € N korral la +na = (I +n)a = (n +1)a = na + la. Seega on tegu lihtsa
Abeli rithmaga.

Ulesanne 6 (Karolina Tammemaa)

Olgu meil mittetriviaalne jaguv rithm G. Ning olgu a € G \ {0}. Olgu p; ja p2
erinevad algarvud. Siis leiduvad sellseid b1,by € G, et p1by = a = pabs. Nitiid
aga p1b; — p2by = 0. Oletame vastuvéiteliselt, et selles rithmas on olemas baas.
Kui niilid b; esitada baasielementide lineaarkombinatsioonina, siis olgu e; mingi
lineaarkombinatsioonis esinev baasielement, mille kordaja ei ole null (see peab
leiduma, sest by # 0).

Kuna baasielemendid on lineaarselt soltumatud, siis vordusest p1b; — p2bs =
0 jareldub, et iga baaasielemendi kordaja on null ehk:

p1-ki-er —p2-ko-er = (pik1 — paka)er =0

kus k1, ke € Z ja ey € G. Seega p1k1 — pake = 0, kust saame, et p; | k2 ja pa | k1.
Kuna algarvud olid valitud vabalt, siis saame siit, et iga algarv jagab kordajaid
k1 ja ko. Mis on aga voimalik ainult juhul kui k1, k2 on vordsed nulliga. See on
aga vastuolu, sest me eelnevalt eeldasime, et k; # 0.

Ulesanne 7 (Nikita Leo)

Olgu G rihm ja H tema normaaljagaja ning p algarv. Toestame, et kui H ja
G/H on p-riihmad, siis ka rithm G on p-rithm (p-rithma all moistame sellist
rithma, mille koigi elementide jark on p aste). Olgu g € G suvaline. Tédhistagu e
rithma G iihikelementi. Veendume, et ord(g) on p aste. Vaatleme rithma G/H
elementi gH. Kuna G/H on eelduse kohaselt p-rithm, siis ord(gH) = p*, kus
k € Np. Seega (gH)pk = gpkH = H. Sellest jareldub, et gpk € H. Kuna H
on eelduse kohaselt p-riihm, siis ord(gpk) = p™, kus m € Ny. Niisiis (gpk)pm =

g""" = e. Sellest tuleneb, et ord(g) | pF+™, seega ord(g) on ise p aste.

Markus: Lisaeeldusel, et G on 16plik, on toestus veelgi lihtsam. Teame, et 16plik
rithm on p-rithm parajasti siis, kui tema elementide arv on p aste. Kui G on
16plik, siis 16plikud on ka H ja G/H. Kuna H ja G/H on eelduse kohaselt p-
riithmad, siis |H| = p* ning |G/H| = p™, kus k,m € Ny. Lagrange’i teoreemi



kohaselt |G| = |H| - |G/H|. Seega |G| = p* - p™ = p**™. Kuna G elmentide arv
on p aste, siis G on p-rithm.

Ulesanne 8 (Nikita Leo)

Tahistagu e ning 1 vastavalt rithmade G ja K* {ihikelemente. Koigepealt toes-
tame, et H on rihma G normaaljagaja. Selleks kasutame konspekti lauset
2.12. Olgu g € G ja h € H suvalised. Niitame, et g~'hg € H. Mirgime, et
©(g~thgh™1) = 1. Tdepoolest, kuna ¢ on homomorfism, siis ¢(g~thgh™1) =
0(9) " Yo(h)p(g)p(h)~1, ja kuna riihma K* tehe on kommutatiivne, siis

w(9) M e(h)e(9)p(h) ™ = ¢(9) " e(g)p(h) ()~ = 1.

Seega g~ 'hgh~! € Ker ¢ ning kuna Ker o C H, siis ka g 'hgh™! € H. Kuna
g 'hgh™' € H ja h € H, siis ka nende korrutis on rithmas H, st g thgh~'h =
g 'hg € H. Sellega oleme niidanud, et H on normaaljagaja.

Niitid veendume, et G/H on tsiikliline rithm. Selleks rakendame teist isomorfis-
miteoreemi. Kuna Ker ¢ ja H on rithma G normaaljagajad ning Ker ¢ C H, siis
teine isomorfismiteoreem iitleb meile, et

(G/Kery)/(H/Kerp) = G/H.

Esitame toestuse skeemi. Esimese sammuna toestame, et tsiiklilise rithma fak-
torriihm on tsiikliline rithm. Teise sammuna néitame, et rithm G/ Ker ¢ on tsiik-
liline. Siis saame jéreldada, et ka (G/ Ker ¢)/(H/ Ker ¢) on tstikliline, ning kuna
G/H on viimasega isomorfne, siis saame jéreldada, et ka G/H on tsiikliline.

Lause 1. Olgu G tsikliline rihm ning H tema normaaljagaja, siis G/H on
samuti tsikliline rihm.

Toestus. Olgu a rithma G genereeriv element. Niitame, et aH on rithma G/H
genereeriv element. Selleks veendume, et rithma G/H koik elemendid esituvad
elemendi aH astmetena. Vaatleme rithma G/H suvalist elementi X. Valime
temast esindaja g, siis X esitub kujul gH. Kuna a on riihma G genereeriv
element, siis leidub & € Z nii, et a* = g. Siis (aH)* = a*H = gH = X. Seega
X toepoolest esitub elemendi aH astmena. Niisiis on G/H tsiikliline rithm.

O

Niitid veendume, et rithm G/ Ker ¢ on tsiikliline. Kéigepealt moodustame funkt-
sioonist ¢ uue funktsiooni ¢’ : G — Im ¢, kitsendades funktsiooni ¢ sihthulka
hulgani Im ¢ (st ¢'(g) = p(g) iga g € G korral, ainult sihthulgad on erinevad).
Maérgime, et ¢’ on siirjektiivne homomorfism. Vastavalt loengukonspekti jarel-
dusele 2.21 saame, et G/ Ker¢ = Im ¢ (mérgime, et Ker ¢’ = Ker ). Teame,
et tstiklilise riihma iga alamriihm on ka tsiikliline. Kuna Im ¢ on riithma K*
alamriithm ning K™ on tsiikliline, siis ka Im ¢ on tsiikliline. Lopuks, kuna Im ¢
ja G/ Ker ¢ on isomorfsed ning Im ¢ on tsiikliline, siis tsiikliline on ka G/ Ker ¢.
Kuna tsiiklilise rithma faktorrithm on ka tsiikliline, siis tsiikliline on ka rithm
(G/Kery)/(H/Ker ) ja seega isomorfsuse tottu ka G/H.



