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Ulesanne 1 (Karolina Tammemaa)
Tahistame R := Mat,(Z7). On selge, et 1,0 € Z(R). Naitame, et ka AI € Z(r),
kus A € Z7. Kuna iga r € R korral (AI)r = A\r = Arl = r(A\I), siis Al € Z(R).
Olgu z € Z(R). Ta saab maatrikskujul vélja kirjutada kui
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Vaatame maatriksit 7, kus kohal (1,1) on 1 ja igal pool mujal on nullid. Siis
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Seega 212 = 213 = ... = 215, = 0 ja 201 = 231 = ... = 2,1 = 0. Korrutades z-i

erinevate maatriksitega, kus tépselt iiks diagonaalielement on 1 ja koik teised
maatriksi elemendid on nullid saab néidata, et z peab olema diagonaalkujul.
Néitame niiiid, et kui z on diagonaalkujul, siis koik tema diagonaalielemendid
on vordsed. Oletame et z on kujul
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ja vaatame maatriksit r mille iga elemendi vdartus on 1. Siis
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Samas
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Néeme, et z € Z(R) siis ja ainult siis, kuia =b=...=d.

Ulesanne 2 (Nikita Leo)

Definitsioon 1. Olgu R ja S ringid. Kujutust f : R — S nimetatakse thikuta
ringide homomorfismiks, kui iga a € R ja b € R korral

Hi: f(a+b)= f(a)+ f(b);
H2: f(0) =0;

H3: f(—a) = —f(a);

H: f(ab) = f(a)f(b).

Mdirgime, et punktid 2 ja 3 jirelduvad punktist 1, seega punktid 2 ja 3 voiks ka
ara jdatta.

On vahetult kontrollitav, et jargmised kolm kujutust on ithikuta ringide homo-
morfismid.

1. i:ZXZ—=7Z, (m,n)—m
2. fo:ZXZ—Z, (m,n)—n
3. f3:ZXZ—Z,(mn)—0

Leiame nende tuumad ja kujutised.
1. Ker fi ={(0,n) :neZ},Imfi =Z
2. Ker fo ={(m,0):meZ},Imfo=27
3. Ker fs =Z x Z, Im f3 = {0}



Néitame, et need on ainsad homomorfismid ringide Z x Z ja Z vahel. Olgu
f 1 Z x Z — 7Z ihikuta ringide homomorfism. TGestame, et f = f1, f = fo voi
f = f3. Tahistame x = f(1,0) ja y = f(0,1). Mérgime, et omadustest H1, H2
ning H3 jareldub, et suvaliste a,b, m € Z korral

Hb5: f(ma,mb) = mf(a,b).

Olgu m,n € Z suvalised, siis

f(m,n) = f(m,0) + f(0,n) (H1)
=mf(1,0) +nf(0,1) (H5)
= mx + ny.

Niisiis suvaliste m € Z ja n € Z korral
flm,n) = mzx + ny. (1)

Olgu niiiid mq, mo, n1,ne € Z suvalised, siis vastavalt omadusele H4 ning vale-
mile (1) saame

f(mima,ning) = f(my,n1)f(ma,n2)
= (M1 + n1y)(max + nay)

= m1m2m2 + MinaxTyY + N1MaTyY + n1n2y2.
Teiselt poolt vastavalt valemile (1)
f(mima,ning) = mimax + ninay.
Niisiis suvaliste mi,ms, n1,ne € Z korral kehtib

2 2
mM1MaX” + MiNoXY + N1MaTY + N1N2Y~ = M1MaX + N1N2Y.

Valides m; = my = 1 ning n; = ny = 0, saame z? = z, seega v = 0 voi z = 1.

Analoogiliselt, valides m; = my = 0 ning n; = ny = 1, saame y? = y, millest
y = 0 voi y = 1. Margime, et kui x ja y oleksid molemad vordsed iihega, siis
valides my, mo,n1,ny koik vordseks iihega saaksime vastuolu. Seega jéab iile
kolm varianti:

1. x =1 jay =0, sellisel juhul f = fi;
2. . =0jay=1,sellisel juhul f = fa;
3. =0 ja Y= 0, sellisel juhul f = f3-

Sellega on toestatud, et ainsad tihikuta ringide homomorfismid ringide Z x Z ja
Z vahel on f1, fo ja fs.



Ulesanne 3 (Karolina Tammemaa)

Olgu meil mingi mittetriviaalne ideaal I. Siis seal leidub nullist erineva element
c+id € I. Kuna ideaal on iga R elemendiga korrutamise suhtes kinnine, siis ka
ic —d € I. Ka on ideaal liitmise suhtes kinnine ja seega

(c+id) + (ic—d)=c—d+i(c+d)el.

Paneme niiiid téhele, et igal faktorringi Z[i]/I korvalklassil on esindaja komp-
lekstasandil paiknevas ruudus tippudega

0, c+id, ic—d, c—d+i(c+d).

Iga ringi Z[i] elemendi saab viia sinna ruutu liites voi lahutades vajadust mé6da
elemente ¢ + id ja —d + ic. Kuna sellises ruudus on loplik arv taisarvuliste
kordajadatega punkte, siis on ka faktorringi Z[i]/I jark loplik.

Idee illustreerimiseks on lisatud joonis, kus ¢ = 3,d = 1:
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Ulesanne 4 (Nikita Leo)

Olgu R lihtne ihikuga ring. Téhistagu Z ringi R tsentrit. Niitame, et Z on ringi
R iihikuga alamring (see kehtib ka siis, kui R ei ole lihtne). On ilmne, et 0 € Z
jale Z. Olgu 21,22 € Z suvalised. Veendume, et z; + zo € Z ning z129 € Z.
Olgu r € R suvaline, siis

(21 + 22)r = 217 + 297 =121 + 729 = (21 + 22)

ning
212217 = 21T29 = TrZz129,



jarelikult z; + 20 € Z ja 2120 € Z. Lopuks on jaddnud veenduda, et kui z € Z,
siis ka —z € Z. Olgu z € Z suvaline, siis iga r € R korral

(—2)r = —(2r) = =(rz) =r(-=2),

jarelikult ka —z € Z.

On ilmne, et ring Z on kommutatiivne. Niitame, et iga nullist erinev element rin-
gis Z on pooratav. Olgu z € Z \ {0} suvaline. Vaatleme hulka I = {zr : r € R}.
Veendume, et I on ringi R ideaal. Ilmselt on I mittetiihi. Olgu i, € I ja iy €
suvalised. Veendume, et i; + io € I. Kuna 41,99 € I, siis i1 = zry ja is = 279,
kus 71,79 € R. Seega

i1+iy =211 + 219 = 2(r1 +13) € 1.

Olgu niiiid 7 € I ja s € R suvalised. Veendume, et is € I ja si € I. Kuna i € I,
siis ¢ = zr, kus v € R. Jarelikult is = zrs € I ning si = szr = zsr € I, kus
teise vordusmaérgi juures on kasutatud seda, et z € Z, mistottu sz = zs. Sellega
toestasime, et I on ringi R ideaal. Kuna ring R on lihtne ning I on ideaal ringis
R, siis I = {0} v6i I = R. Kuna z € I ja z # 0, siis I # {0}. Jarelikult I = R.
Seega 1 € [I. Niisiis leidub selline r € R, et zr = 1. Mérgime kohe, et kuna
z € Z, siis zr = rz. Jarelikult ka rz = 1. Lopuks on jadnud veel veenduda, et
r € Z. Olgu s suvaline. Néitame, et sr = rs.

28 = 52 (sest z € Z)
Zsr = szr
ZsT =8 (sest zr = 1)
TZST =78
ST =rs (sest rz =1)

Niisiis 7 € Z, kusjuures zr = rz = 1. Seega z on pddratav ringis Z, mida oligi
vaja nédidata. Niisiis Z on korpus.

Ulesanne 5 (Martin Pugkin)

Teame, et maatriksid kujul

b
0 ,a,b,c e R
0

o o e
SO0

moodustavad minimaalse parempoolse ideaali. Naitan, et leidub teine mittet-
riviaalne parempoolne ideaal, mis ei ole minimaalne. Vaatame hulka 7, kuhu
kuuluvad maatriksid kujul
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On ilmne, et see hulk on liitmise suhtes kinnine. Néitan, et see on parempoolne
ideaal.

a b ¢ g h 1 ag+bj+cm ah+bk+cn  ai+bl+cp
d e f ik I |=| dg+ej+fm dh+ek+fn di+el+fp | €l
0 0 O m n p 0 0 0

Seega ongi I parempoolne mittetriviaalne ideaal, mis pole minimaalne.

Ulesanne 6 (Nikita Leo)

Margime, et Ker ¢ on mooduli M alammoodul ning Im ¢ on mooduli N alam-
moodul. Kuna moodulid M ja N on lihtsad, siis Ker ¢ = {0y} voi Kerp = M
ning Imy = {On} voi Imp = N. Kui Imp = {0y} v0i Kerp = M, siis ¢
on nullhomomorfism. Seega on jainud vaadelda juht, kus Ker¢ = {0ps} ning
Imy = N. Sellisel juhul ¢ on injektiivne, sest Ker ¢ = {0,,}, ning stirjektiiv-
ne, sest Imy = N. Jarelikult sellisel juhul ¢ on bijektiivne homomorfism ehk
isomorfism.

Ulesanne 7 (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Olgu0 — A 5 B % ¢ = 0 lithike tdpne jada, B lihtne moodul. Naitame, et
leidub selline homomorfism h: C — B, et gh = 1¢.

Et B on lihtne moodul, siis, et Kerg on B alammoodul, kehtib Im f =
Kerg = B v6i Im f = Kerg = {0}.

e Imf = Kerg = B. Et g on siirjektiivne, siis iga ¢ € C esitub kujul
g(b), kus b € B. Et iga b € B korral g(b) = 0, siis jarelikult C = {0}.
Defineerime h: C' — B seosega h(0) = 0, on ilmne, et see on homomorfism.
Siis g(h(0)) = g(0) = 0. Et 0 on C ainuke element, siis tdhendab see, et
gh S 1c.

e Imf = Kerg = {0}. Et Kerg = {0}, siis ¢ on injektiivne; tépse jada
omadus on, et g on siirjektiivne. Jarelikult g on moodulite isomorfism.
Seega, leidub tal péérdfunktsioon h = ¢g~', mis on samuti homomorfism,
ehk hg =g 1g = 1c¢.

Ulesanne 8 (Martin Pugkin)

Teame, et moodul P on projektiivne parajasti siis, kui lithike tdpne jada 0 —
AlBLpPoo tegurdub. Veel teame, et f on monomorfism ja g on epimor-
fism. On ilmne, et A ja B on ka Abeli rithmad iile Z.

Vaatame liihikest tdpset jada 0 — Z Lg% po 0, kus P on loplik
mittetriviaalne Abeli riihm A Z-moodulina. Olgu a € A ja ord(a) = n # 1
(selline element leidub, sest A on mittetriviaalne). Siis olgu b := (n — 1)a.



Oletame vastuviiteliselt, et jada tegurdub, st meil leidub sobiv homomorfism
h nii, et gh = 1p. Olgu h(a) = d'. Siis

na’ =a’ + (n—1)a’ = h(a) + h(b) = h(a + b) = h(na) = h(0) = 0.

Siit saame, et na’ =0 = n = 0, mis on vastuolu.
* sest Z on vddandeta Abeli riihm ja o’ # 0.



