Sissejuhatud algebra struktuuridesse

Praktikum 4

Naidislahendused

1. tlilesanne (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Téestada, et taandamisega poolrihm S sisaldab ilimalt tihte idempotent, mis
seejuures on alati S ihikelement.

Koigepealt naitame, et leidub tilimalt tiks idempotent. Olgu a,b € S molemad
idempotendid ehk aa = a ja bb = b. Siis

ab = ab =>

=> (aa)b = a(bb) =>
=> a(ab) = a(bb) =>
=> ab=bb =>
=>a=0

a, b on idempotendid ehk aa = a ja bb = b)

(
(poolrithmas on korrutamine assotsiatiivne)
(vasakult taandamine)

(

paremalt taandamine)

Seega kuna siis a ja b langevad kokku, siis on poolrithmas S iilimalt iiks idem-

potent.

Teiseks naitame, et kui e on idempotent, siis on e iihikelement ehk Va €
S ae = a = ea. Olgu a € S suvaline element, siis:

ea = eaq =>
=> (ee)a = ea =>
=>e(ea) = ea =>

=>ea=a=>

ja
ae = ae =>
=> a(ee) = ae =>

=> (ae)e = ae =>
=>ae=a=>

(a, b on idempotendid ehk aa = a ja bb = b)
(poolrithmas on korrutamine assotsiatiivne)

(vasakult taandamine)

(a, b on idempotendid ehk aa = a ja bb = b)
(poolrithmas on korrutamine assotsiatiivne)

(paremalt taandamine)

Seega ea = a ja ae = a ehk ea = a = ae, seega e on ithikelement.



2. iilesanne (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Poolrithm S on antud oma Cayley tabeliga

S|1 2 3 45 6 7
11 1 1 1 1 6 6
211 1 11 1 6 6
31 1.1 1 1 6 6
411 1 1 1 1 6 6
515 5 5 5 &5 77
6/1 1 1 1 1 6 6
7|5 5 5 5 5 T T

Kirjutada elementhaaval tiles poolrithma koik D-klassid ja nende ja nende jaotus
L- ja R-klassideks (nn ”‘munaresti”’ diagramm).

e S1=1{1,5}, S'1=S1U{1} ={1,5}
e 52 ={1,5}, S'2=S20U{2} = {1,2,5}
e S3={1,5}, S'3=S53U{3} ={1,3,5}
e S4={1,5}, S'4= 54U {4} ={1,4,5}
e 55={1,5}, S'5 =S50 {5} = {1,5}
e S6=1{6,7}, S'6 = S6U {6} = {6,7}
o S7T=1{6,7}, S'7T=STU{T} = {6,7}
e 1S =1{1,6}, 1St =1SU {1} = {1,6}
e 25 ={1,6}, 25! =25 U {2} = {1,2,6}
e 35 ={1,6}, 35" =3SU {3} = {1,3,6}
o 45 ={1,6},4S' =4S U {4} = {1,4,6}
e 55 = {57}, 55 =550 {5} = {5,7}
e 65 = {1,6}, 65 =6SU {6} = {1,6}
o 75 ={57} 7S =7SU{T} = {5,7}

Seega S/£ = {{L 5}’ {67 7}7 {2}7 {3}7 {4}}J3‘S/R = {{17 6}7 {57 7}7 {Z}a {S}v {4}}
ning S/D = {{1’55677}7 {2}’ {3}7 {4}}

Munarestidigarammidena avalduvad D-klassid seega seega:
e {1,5,6,7}
| {1.5} {6,7}

{16}y {1} {6}
B By {1




o {2}

e 3}

o {4}
{4 {8

3. iilesanne (Karolina Tammemaa)

Olgu S taandamisega poolrithm, mis sisaldab véhemalt tihte idempotenti. Vas-
tavalt iilesandele 1 on selles poolrithmas ainult 1 idempotent ja see on selle
poolrithma iihikelement. T#histame selle 1-ga. Seega on S monoid. Olgu a € 5,
néitame et a-1 leidub poordelement. Kuna S on lihtne, siis SaS = S ja seega
leiduvad b, c € S selliselt, et

cab=1

Korrutame seda vasakult b-ga ja kasutame seda et S on taandamisega, ning
saame:
bcab =b = bca =1

Tahsitame a~! = be, siis a~'a = 1. Korrutades seda vasakult a-ga ja kasutades
taandamist saame sellest, et aa~'a = a vorduse aa=! = 1. Seega on a~!
elemendi a pédrdelement ja kuna a oli valitud vabalt, siis on S rithm.

4. ulesanne

Lahendus (a) (Karolina Tammemaa).

Teame, et M on téiesti lihtne poolrithm. Kuna | M| = p, siis on pooliirhma
jark loplik ja tegu on perioodilise poolrithmaga. Vastavalt Mati Kilbi opiku
teoreemile 7.13 on J = D. Olgu a,b € M, siis kuna M on lihtne on MaM = M
ja MbM = M. Seega aJb ning a ja b on samas D-klassis. Kuna a ja b olid
valitud vabalt, siis on kogu poolrithm iihes D-klassis.

Kasutame niitid Mati Kilbi opikust jareldust 8.4, mis iitleb et {ihte ja samasse
D-klassi kuuluvad £- ja R klassid on sama véimusega. Seega on meil kas 1 £-
klass voimsusega p voi p L-klass voimsusega 1 (sama kehtib ka R klasside kohta).
Seega on meil kokku 3 voimalust:

1) Meil on iiks £-klass voimsusega p ja liks R-klass voimsusega p. Siis on meil
ka ainult H-klass, mis on vordne hulgaga M. Kuna H on rithm, siis on ka M
rithm.

2)Meil on iiks £-klass voimsusega p ja p R-klass voimsusega 1. Seega on meil p
H-klassi, kusjuures iga H-klass on rithm. Seega on meil p H-klassi: Hy, ..., H,



kus igas on 1 element. Kuna iga H-klass on rithm, siis iga i € {1,...,p} ja
e; € H; korral e;e; = e;. Vaatleme suvalisi elemente k,e; € M. Kuna koéik
H-klassid on samas L-klassis, siis on meil Me;, = Mk iga i korral. Seega leidub
l € M nii, et le; = k. Siis

k= lei = l(eiei) = (Zei)ei = kei

ja tegu on vasakpoolse nullkorrutamisega poolrithmaga.

3) Meil on iiks R-klass voimsusega p ja p L-klass voimsusega 1. Analoogiliselt
eelmise punktiga saame niiiid, et meil on parempoolse nullkorrutamisega poolrithm.
Meil ei saa olla juhtu, kus on p R-klass voimsusega 1 ja p L-klass voimsusega
1, sest siis meil peaks olema p? mittetithja H-klassi, mis on véimatu.

Lahendus (b) (Nikita Leo).

Kuna M =1 x G x A, siis |[M| = |I] x |G| x |A| ehk [I| x |G| x |[A| = p.
Kuna p on algarv ning |I], |G| ja |A| on positiivsed téisarvud, siis on olemas
kolm voimalust.

L|Il=p, |Gl =1 [Al=1
2. Il =1, |Gl =p, [A] =1
3N =1,1G[=1,[Al=p

Osutub, et juhul 1 on tegemist vasakpoolse nullkorrutamisega poolrithmaga,
juhul 2 on tegemist rithmaga ning juhul 3 on tegemist parempoolse nullkorru-
tamisega poolrithmaga.

Vaatleme koigepealt esimest juhtu. Tahistagu e rithma G ainsat elementi
ning A hulga A ainsat elementi. Siis hulga M kéik elemendid on kujul (i, e, A),
kus i € I. Olgui € I jaj € I. Leiame korrutise (i,e,A\)(j,e, A). Teame,
et korrutis esitub kujul (k,e, A), kus k € I. Arvestades, kuidas korrutamine
poolrithmas M on defineeritud, voime oelda, et k = 4. Niisiis (i,e, \)(j, e, \) =
(i,e,\). Seega iga m € M ja n € M korral mn = m ehk M on vasakpoolse
nullkorrutamisega poolrithm. Analoogiliselt voib veenduda, et kolmanda juhu
korral M on parempoolse nullkorrutamisega poolriithm.

Lopuks vaatleme teist juhtu. Tahistagu ¢ hulga I ainsat elementi ning A
hulga A ainsat elementi. Siis hulga M koik elemendid on kujul (i,g,\), kus
g € G. Tahistagu e rithma G iihikelementi ja g~! elemendi g € G péérdelementi
rithmas G. Hulga M elemendid voime loomulikul viisil samastada rithma G
elementidega. Vastav bijektsioon on ¢ : G — M, g — (i,g,\). Jérgnevas
tahistab jérjestkirjutamine rithma G tehet ja * poolriihma M tehet. Tahistame
m = py;. Poolrithma M korrutamine on kirjeldatav seosega

g*h=gmh, g¢g,hedG.

Toestame, et (G, x) on rithm.



e Veendume, et tehe * on assotsiatiivne. Olgu g, h, k € G suvalised, siis
(g h)*xk=(gmh)*k=gmhmk = gx* (hmk) = gx* (hxk).

Niisiis tehe * on toepoolest assotsiativne. Tegelikult tehte * assotsiatiivsus
on toestatud tldjuhul lemmas 6.42.

e Veendume, et m~! on iihikelement tehte * suhtes. Olgu ¢ € G suvaline,
siisgxm™l =gmm ! =gningm ' xg=m"tmg=g.

1

e Olgu g € G suvaline. Veendume, et m~'¢g~!m~! on elemendi g pé6rdelement

tehte * suhtes.

—1 1 1 1 1

= m_
-1

mt = gg m-

1

mY) = gmm~'g~
1

gx(m™'g
(m~tg 'm™ ) xg=m""g"

- m- mg:mflgflg:m

Sellega on toestatud, et M on rithm.

5. iilesanne (Urmas Luhaiér)

Olgu S regulaarne ja kommutatiivne poolrithm. Olgu = € S suvaline. Siis
leidub regulaarsuse tottu selline y € S, et zyx = . Olgu z = yzxy. Siis
TZx = TYTYr = TYr = T ja zxz = yryrycry = yryry = yry = z. Ehk zxz = 2
ja xzz = 2. Kuna (22)? = 2222 = 22, siis 2 = zz on idempotent.

Néitame, et G, = {z"2"™|m,n € NU{0},m > 0V n > 0} on rithm(siin in-
terpreteerime zV selliselt, et elementi = justkui poleks korrutises). Ilmselt on see
hulk korrutamise all kinnine ja ilmselt on korrutamine assotsiatiivne. Néeme,
et G, on poolrithm. Néitame, et zz, on selle poolrithma {ihik. Uldisust kit-
sendamata avaldises ™2™ n > 0. Siis (z"2™)(z2) = 2" = 271" (222) =
x"zm.

Olgu z"z™ € G ., kus iildisust kitsendamata n > m. Siis selle elemndi
poordelemendiks on element 2™, sest

Viimane vordus kehtib elemendi zz idempotentsuse(ja poolrithma kommutati-
ivsuse) tottu.

Oleme nédidanud, et G , rahuldab koiki riihma aksioome ja on seega riihm,
kusjuures x € Gy .

Kuna saame leida iga hulga S elemndi jaoks sellise rithma, kuhu ta kuu-
lub(mis on hulga S alamhulk), siis on poolrithm S nende rithmade {ihend.

6. iilesanne (Urmas Luhaiir)

Peame néitama, et niimodi defineeritud korrutamine on assotsiatiivne. Olgu
a,b,ce A.

ax(bxc)=ax(b-f(c) =a-f(b-f(c)) =



a-(f(b)-f(c)) = (a-f(b))- f(c) = (axb)-f(c) = (axb)*c.

Kolmas vordus kehtib, kuna f on poliigoonide homomorfism.

1. On teada, et naturaalarvud korrtuamise all on monoid iihikuga 1. Vaatame

samasusteisendust
I: Ny — Ny.

See on poliigoonide homomorfism, sest I(ab) = ab = I(a)I(b). Iga a,b e N
korral a xb = a - I(b) = a - b, kusjuures 1 - @ = a - 1 = a, ehk tekkinud
poolriithmas on iihik, ehk see on monoid.

2. Kuna iga a,b € N korral ab=1 = a = b = 1, siis arvu 1 eemaldamisel
jaab N korrutamise all kinniseks(isegi kui midagi tihega korrutada). Kuna
naturaalarvude korrutamine on assotsiatiivne, saame seda hulka vaadata
poliigoonina (N '\ {1})y. Teeme nagu ennegi ithikteisenduse

I: (N {1 — (N {1}

Nagu ennegi on tegu poliigoonide homomorfismiga. Seega on ((N\{1})y, )
poolrithm. Néeme, et axb = a-I(b) = a-b. Kunaigan € (N\ {1})y korral
n-n # n, siis ei leidu selles poolrithmas idempotenti. Kuna aga iithik peab
olema idempotentne, siis ei ole selles poolrithmas iihikut.

7. tilesanne (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Toestada, et lihtne poliigoon on alati taandumatu. Kas kehtib ka vastupidine
vdide, st iga taandumatu poliinoom on lihtne.

Olgu Ag lihtne poliigoon, st tal ei ole péarisalampoliigoone. Oletame vas-
tuvéiteliselt, et Ag ei ole taandumatu, seega esitub Ag kahe mittetiihja alam-
poliigooni iithendina ehk Ag = Bg LU Cg, kus Bg,Cg # (). Seega on Bg ja Cg
molemad poliigooni Ag péarisalampoliigoonid ehk saame vastuolu eeldusega, et
Ag on lihtne poliigoon.

Vastupidine viide, et iga taandumatu poliinoom on lihtne, ei kehti, kuna
leidub vastav kontranaide:

Olgu monoid S = {1,a}, antud Cayley tabeliga

Q ==
SIS

1
a

Siis poliigoon Sg ei ole lihtne poliigoon, kuna leidub parisalampoliigoon {a},
aga on taandumatu poliigoon (ainus voimalus esitada Sg kahe mittetiihja hulga
tthendina on Ag = {1} U {a}, samas aga {1} ei ole alampoliigoom, kuna la =

a g {1}).



8. iilesanne (Martin Puskin)

Vaatame monoidi S = ({1, 2, 3}, x), mis on defineeritud jargmise Cayley tabeliga

Olgu A = {1,2}. Vaatame monoidi Ag, mille Cayley tabel on jargmine:
acA\seS|1 2 3
1 1 1 2

2 2 2 1

Téaheldame, et Ag = 25. Kuna 2 on S idempotent, siis loengukonspekti teoreemi
7.19 jargi on Ag projektiivne. Ilmselt ei ole Ag vaba, sest kui a € A oleks
baasielement, oleks al = a2, mis on vastuolu baasi tihesusega.

Teiseks néiteks sobib poliigoon Bg = Bi LI By, kus By & By = 25. Selle
Cayley tabel on jargmine:

beB\seS|1 2 3
1 1 1 2
2 2 2 1
3 3 3 4
4 4 4 3

Taas on see projektiivne teoreemi 7.19 jargi, kuid pole eelnevaga samal pohjusel
vaba.



