Sissejuhatus algebra struktuuridesse
5. praktikum

Naidislahendused

1. iilesanne (Nikita Leo)

Loetleme A, alamriihmad.

a. {e}

b. {e, (12)(34)}

c. {e, (13)(24)}

d. {e, (14)(23)}

e. {e, (234), (243)}

f. {e, (134), (143)}

g {e, (124), (142)}

b {e, (123), (132)}

i {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
Jo Ag

Joonistame Hasse diagrammi.
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Tegemist on vorega, sest igal kahel elemendil leidub {ilemine ja alumine raja. Kahe alamrithma
alumiseks rajaks on nende iihisosa, alamrithmade H; ja Hs iilemiseks rajaks on nende korrutis

H{Hy = {xy T E Hl,y S HQ}

See vore ei ole modulaarne, sest sisaldab alamvoret {1,4,5,9,10}, mis on isomorfne vorega Nj.
Lemma 8.16 kohaselt iga distributiivne vére on modulaarne. Kuna vaadeldav vore ei ole modu-
laarne, siis ta ei ole ka distributiivne. Vaadeldav vore on 1oplik, seega téielik.

2. iilesanne (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Tdestame, et tiielike vorede mistahes vGimsusega otsekorrutis on ise ka téielik vore. Olgu V;,
i € I taielikud vored; nditame, et
v=][v

iel
on ka téielik vore. Vastavalt algebrate otsekorrutise definitsioonile on tehted A ja V defineeritud
punktiviisiliselt, s.t.

(ai)ier V (bi)ier = (@i V bi)icr;
(ai)ier A (bi)ier = (@i A bi)ier.

Vastavalt loengukonspekti konstruktsioonile

(ai)ier < (bi)ier == (ai)icr = (ai)ier N (bi)ier
= (ai)ier = (a; Nby)ier
< Viel: a;=a; \b;
<— Viel: a; <b;.

Olgu U C V; néitame, et hulgal U leidub vores V' alumine raja. Téhistame iga i € I korral
Ui ={ai | (a;)jer € U}.

Siis U; C V; ehk tal leidub alumine raja u;. Vaatleme elementi u = (u;);cs. Néitame, et u on
hulga U alumine raja.

Esiteks veendume, et u on hulga U alumine toke. Olgu (a;);er € U. Iga i korral a; € U;; et
u; on alumine toke, siis u; < a;. Jarelikult v = (u;)ier < (as)ier-

Niitid néitame, et u on suurim alumine tdke. Olgu v = (v;);er € V hulga U mingi alumine
toke. Siis iga i € I ja a = (a;);er € U korral v; < a; ehk v; on U; alumine toke. Et w; on U;
suurim alumine toke, siis v; < u;. Jéarelikult v < u ehk u on alumine raja.

Ulemise raja olemasolu tdestus on duaalne.

3. iilesanne (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Toestame, et tdienditega distributiivses vores on tédiendid iiheselt méadratud.

Olgu V distributiivne vore ja olgu a € V. Olgu z,y € V modlemad a tdiendid, niitame, et
T =1y.

Kuna z,y € V on tédiendid, siisaVx =aVy =1ning a Az = a Ay = 0. Tdiendi iithesuseks
néitame siis, et z = y.



r=(xVa)Ax= (neelduvus)
=(yVa) Az (z,y on tdiendid ehk y V a = 2 V a = 1 ja kommutatiivsus)
=(yAzx)V(aAzx) (distributiivsus)
=(yAz)V(any) (x,y on tdiendid ehk a Az =a Ay = 0)
=(xAy)V(aNy) (kommutatiivsus)
=(xVa)Ay (distributiivsus)
=(yVa)Ay (z,y on tiiendid ehk y Va =z Va =1 ja kommutatiivsus)
=y (neelduvus)

4. iillesanne (Nikita Leo)

Toestame, et vore Eq(X) on modulaarne parajasti siis, kui | X| < 3. Teoreemist 8.14 teame, et
vore on modulaarne parajasti siis, kui see ei sisalda vorega N5 isomorfset alamvoret. Muuhulgas
tdhendab see, et vore, milles on vihem kui 5 elementi, on modulaarne. Kdigepealt veendume, et
|X|=0,1,2,3 korral vore Fq(X) on modulaarne. Jirgnevas tahistab AX hulka {(z,z) : x € X}.

e Olgu X = 0, siis Fq(X) = {0} on modulaarne, sest sisaldab vihem kui 5 elementi.
e Olgu |X| = {1}, siis Eq(X) = {{(1,1)}} on modulaarne, sest sisaldab viihem kui 5 elementi.

e Olgu |X| = {1,2}, siis Eq(X) = {AX, X?} on modulaarne, sest sisaldab viihem kui 5
elementi.

e Olgu |X| = {1,2,3}, siis Eq(X) = {AX, Ei, Es, B3, X2}, kus
E={(1,1)}u{2,3}"

By ={(2,2)} u{1,3}?
Es = {(373)} U {172}2
Kui Eq(X) ei oleks modulaarne, siis see sisaldaks vorega N5 isomorfset alamvoret. Kuna

|Eq(X)| = 5, siis viimane on voimalik vaid juhul, kui Eg(X) oleks ise isomorfne N5-ga. On
lihtne veenduda, et Fq(X) ei ole isomorfne N5-ga, seega Eq(X) on modulaarne.

X2

AN
E & /E3
ax

Niiiid veendume, et kui X sisaldab vihemalt neli elementi, siis Fq(X) ei ole modulaarne. Olgu
1,3, x3, x4 hulga X neli erinevat elementi. Tahistame

M = {1,229, 23,24}



Olgu & suvaline ekvivalentsusseos hulgal X \ M (niiteks A(X \ M) voi (X \ M)?). Vaatleme
hulgal X jérgmisi ekvivalentsusseoseid.

U=¢U {x1}2 @] {1’2}2 @] {$3}2 @] {£E4}2

A= Eu {581,562}2 U {ZZ?3}2 U {584}2

C=¢EU {.%'1,.’)3‘2}2 U {$3, 374}2

B =EU{z,23}2 U {xg, 24}>

V =EU{z1, 20,73, 24}>
Hulk S = {U, A, B,C,V} C Eq(X) on kinnine iilemise ja alumise raja votmise suhtes, seega on

alamvore. See vore on isomorfne vorega N5. Kuna Eq(X) sisaldab alamvoret, mis on isomorfne
vorega N, siis Eq(X) ei ole modulaarne.
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5. iilesanne (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Olgu 2 = Qg = {V, A} vore signatuur ja X = {z, y}. Leiame koik esimese ja teise astme Q-termid.

Koostame tabeli nullinda, esimese ja teise astme (2, X )-termidest. Vastavalt definitsioonile
on nullinda astme termid z ja y. Iga jirgmise astme termid saame konstrueerida nii: votame
eelmistest ridadest kaks (2, X)-termi, kusjuures vihemalt iiks nendest eelmisest reast, ja paneme
nende vahele siimboli V. Sama kordame siimboliga A.



0-astme termid

Y

l-astme termid

zVz,zVy,yvVe,yvVy, ANz, ANy, yANx, y\y

2-astme termid

o~ o~

rVa), (xAy)V(zVy), (xAy)V(yVe), (xAy)V(yVy),
zAx), (xAy)V(zAY), ( (A y)

x\/(:c\/w) V(zVy),zV(yVe),zV(yVy),
V(zAz),zV(@Ay),zV(yAz), zV(yAy),
V(zVva),yV(zVy),yV(yVe),yV(yVy),
VzAz),yV(zAy),yV(yAz),yV(yAy),

(xVvz)V(zVz), (zVz)V(zVy), (xVz)V(yVa), (xVa)V(yVy),

(xVvz)V(zAz), (zVz)V(zAy), (xVz)V(yAx), (xVa)V(yAy),

(xVaz)Va, (96\/x)\/y7

(@Vy)V(@Vva), (@Vy)V(eVy), (@Vy)V(yVe), (@Vy) V(yVy),

(Vy)V(zAz), (zVy)V(zAy), (@Vy) V(yAz), (zVy) V(yAy)

(xVy)Va, (xVy) Vy,

(yVI)V(:CVI), (yva)V(zVy), (yva)V(yVe), (yVa)V(yVy),

(yva)V(zAz), (yVa)V(zAy), (yvVa)VyAz), (yVa)VyAy)

(yva)ve, (yVa)Vy,

(yVy)V(x z), (yVy) V(zVy), (yVy) VyVe), (yVy) V(yVy)

(yvy)V@nAz), (yVy) VzAy), yVy)VyAz), (yVy)V(yAy)

(yvy) Ve, (yVy) Vy,

(x/\:r)\/(x\/x), (xAZ)V(zVy), (xAx)V(yVea), (Az)V(yVy),

xAz)V(zAz), @Az)V(zAy), (@Az)V(yAz), (@Az)V(yAy),

(xANx)Va, (xANx)Vy,

v
Vv
Vv
\Y
\Y

(yNz)Va, (yAw)Vy

(yNy V(:CVx) YAy VVy), yAy)V(yVa), (yAy)V(yVy)

(yAy)V@Az), (yrny) VeAy), WAy)V (yAz), (yAy) V(YA Y),

(yAy)V (yAy)Vy

w/\(m\/x) A Vy),zAyVa), zAyVy),

sA(@Az), zA@Ay), zAYyAz), zA(YyAy),

yA@va),yAaVy), yAyVa), yA(yVy),

yA(Mx),yA(IAy),yA(yAz)vyA(yAy),

(zVz)A(zVa), (zVa)A(zVy), (V) A(yVa), (zVz)AyVy),

(V)N Az), @Vz)AN(xAy), (@Va)AN(yAz), (@Va)A(yAy),

(xVva)Az, (xVa)Ay

(@Vy)A(@Va), (@Vy) A@Vy), (@Vy) Ay Ve), (@Vy) Ay Vy)

(@Vy AxAz), (Vy)A(@Ay), (@Vy) Ay Az), (xVy) Ay Ay)

(xVy) ANz, (zVy) Ay,

(yva)A(@Va), (yVa)A@Vy), (yvVa) Ay Ve), (yVvae)AyVy)

(yVa)A(@Az), (yva)A@Ay), (yVa)AyAz), (yVa) Ay Ay)

(yva)Az, (yVa)Ay

(yvy)A@ve), (yVy) AaVy), yVy) Ay V), (yVy) AlyVy),

(yvy)A@Az), (yVy) AzAy), WVy)AyAz), (yVy) Ay Ay),

(yVy) Az, (yVy) Ay,

(x/\m)/\(x\/m) (xAZ)A(zVy), (xAx)A(yVa), (@Az)A(yVy),

(xAZ)A(zAz), (@AzZ)AN(xAY), (@AZ)AN(yAz), (xAx)A(YyAy),

(xANx)ANz, (x ANx) Ay,

(@AY A(Va), (@Ay)A(@Vy), (@Ay)AyVa), (@Ay) Ay Vy)

(@AY A Az), (Ay)A(@Ay), (@A Ay) Ay Az), (A Ay) Ay Ay)

(xAy) Az, (zAy) Ay,

(yAz)AN(zVa), (yAz)A@Vy), (yAz) Ay V), (yAz)AyVy)

(YAZ)A (@A), (YAz) AN AY), (YAT) Ay Az), (YyAz) Ay Ay)

(ynz) Az, (yAz) Ny

Ay A@Va), Ay A(@Vy), WAy Ay V), YAy Ay Vy),

Ay A@Az), (yAy) A Ay), WAy A YAD), (YAy) Ay AY),

(yAy) Az, (yAy) Ay



6. iilesanne (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Olgu f: A — B ja g: A — C universaalalgebrate homomorfismid, Ker(g) C Ker(f) ja g
stirjektiivne. Toetsame, et leidub homomorfism h: C — B nii, eg f = hg.

Defineerime kujutuse h: C — B jargnevalt. Olgu = € C'; et g on siirjektiivne, siis leidub
a € A nii, et g(a) = x. Defineerime siis h(x) = f(a).

Veendume, et h on korrektselt defineeritud. Olgu = € C, kusjuures a,b € A on sellised, et
g(a) = g(b) = z. Et h oleks korrektselt defineeritud peame veenduma, et f(a) = f(b). See on
vahetu jdreldus sellest, et Ker(g) C Ker(f). On ilmne, et kehtib f = hg.

Viimaks néitame, et h on universaalalgebrate homomorfism. Olgu n € N\ {0}, w € Q, ja
T1,...,¢, € C. Et g on siirjektiivne, siis leiduvad originaalid ay,...,a, € A nii, et iga i korral
g(a;) = x;. Saame

h(we (@1, ... 20) = h(we(g(ar), ..., g(an)))
= h(g(wa(ai,...,an))
= f(walai,...,an))
=wgp(f(a1),..., f(an))
= WB(h(g(al)) sh(g(an)))
= wp(h(z1),.. (ffn))

Olgu w € Q. Niitame, et 2(05) = 0. Et g on homomorfism, siis g(02) = 0. Saame

h(05) = g(h(05)) = £(05) = 07

7. iilesanne (Lahenduse autor on toimetusele teada)

Toestame, et mistahes universaalalgebra A jaoks leidub universaalalgebra B nii, et Con(A) =
Sub(B).
Olgu A suvaline universaalalgebra; tdhistame tema tiiiipi siimboliga 2. Defineerime algebra

B jirgmiselt. Pohihulk on B = A x A; Tiiiip on ', kus

Qy={l,]acA};

Q=2 u{-)""}

Q= Qs L {o};

Q) =Q, igan > 3 korral.

Tehted on defineeritud jargmiselt:
o Igan e N\ {0}, weQ,ja(a1,b1),...,(an,by) € B korral

wp((a1,01), -+, (an, b)) = (wala, ..., an),wa(by,...,by)).

o Igal,, a € A korral

Oi = (a,a).
e Iga (a,b) € B korral
(a,b)™" = (b, a).



e Iga (a,b),(c,d) € B korral

(a,d), kuib=c
(a,b), muudel juhtudel.

(a,b) o (c,d) = {

Néitame, et Con(A) C Sub(B). Olgu R € Con(A) kongruents, siis R C A x A = B. Néitame,
et alamhulk R on B tehete suhtes kinnine.

e Olgun € N\ {0}, w € Q, ja (a1,b1),...,(an,by) € R; siis a1 Rb1,...an,Rb,. Et R on A
tehetega kooskdlas saame, et
walal,...,an)Rwa(by,...,by)

ehk
wp((ay,b1),...,(an,bn)) = (walay,...,an),wa(by,...,b,)) € R.

e Olgu a € A, niitame, et Oﬁ € R. Toepoolest, et R on refleksiivne, siis aRa ehk Oi =
(a,a) € R.

e Olgu (a,b) € R; niitame, et (a,b)"' € R. Et R on siimmeetriline, siis aRb kehtivusest
saame bRa, mis tihendab, et (a,b)™! = (b,a) € R.

e Olgu (a,b), (¢, d) € R. Néitame, et (a,b)o(c,d) € R. Kui b # ¢, siis (a,b)o(c,d) = (a,b) € R.
Kui b = ¢, siis (a,b) o (¢,d) = (a,d). Et (a,b) € R ja (b,d) € R, siis R transitiivsuse tottu
toepooolest (a,d) € R.

Seega R € Sub(B).
Néitame, et Sub(B) C Con(A). Olgu R € Sub(B) alamalgebra. Néiitame, et vaadelduna
seosena on ta kongruents.

e Refleksiivsus. Olgu a € A ja nditame, et aRa. Et R on alamalgebra, siis Oi = (a,a) € R.

e Siimmeetria. Olgu (a,b) € R. Niitame, et (b,a) € R. Et R on alamalgebra, siis (a,b)™! =
(b,a) € R.

o Transitiivsus. Olgu (a,b),(b,c) € R. Niitame, et (a,c) € R. Et R on alamalgebra, siis
(a,b) 0 (b,¢) = (a,¢) € R.

e Kooskola tehetega. Olgu n € N\ {0}, w € Q, ja ai,...,an,b1,...,b, € A, kusjuures
(a1,b1),...,(an,by) € R. Siis et R on alamalgebra,

wp((a1,b1),...,(an, b)) = (walay,...,an),wa(by,...,b,)) € R.

Seega R € Con(A). Jirelikult Con(A) = Sub(B).

8. iilesanne (Martin Puskin)

Nieme, et S on kommutatiivne, assotsiatiivne ja kehtib, et 3 = x* (kust 2% = 23 Vk > 3). Seega
on igal muutkonnal, mis sisaldab poolriihma S, need samasused. Tidheldame, et poolrithmas S
ei kehti samasused



sest valides x = 2 saame igal juhul vastuolu.
Oletame, et poolrithmal S on veel mingi samasus, nt

tl(érlvaa s ,.’En) = tg(l'l,{l?g, v ,.’En)~
Téheldame, et kuna meil on kommutatiivsus ja assotsiatiivsus, on samasus kujul

abighe ghm = ghigl .xif, (1)
kus k;,l; € N ning {ildistust kitsendamata m < p < n.

Taheldame, et poolrithm S on tegelikult monoid tihikelemendiga 3. Valime niiiid samasuses
(1) muutuja z; visrtuseks 2 ja iilejainud muutujate vidrtuseks 3. Siis saame, et 21 = 241 kust
jareldame, et kas k1,l; > 3 vOi k1 = [1. Analoogselt saame iga k;,[; jaoks, kus i,j < m. Seega
samasuse z° = z* téttu xfl = méi,Vi <m.

Olgu niiidd p > m. Votame z; = 3,Vi < m ja x,,41 = 0. Siis on vasakpoolse termi vadrtus 3,
kuid parempoolse viartus 0. Seega samasus ei kehti ja saame, et p = m. Kokkuvottes jireldasime,
et see samasus on tuletatav etteantud samasustest ja jarelikult ongi S poolt tekitatud muutkon-
nas tapselt sellised poolrithmad, mis tdidavad antud samasusi.



