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Monikord saab Fredhomi vorrandit lahendada kodunud tuuma meetodil, mida
voib onnestuda kasutada ka mittelineaarse Hammersteini integraalvorrandi korral.
Meetodi plussiks on tema véga lihtne skeem ja lisaks voimalus leida lahendit analiiii-
tilisel kujul, kuid miinuseks see, et tuleb teha palju integreerimisi (ja see viimane voib
olla iisna ajamahuks protsess). Meetodi kasutamine eeldab tuumalt K (¢, s) teatavat

tiitlipi spetsiaalset kuju.

10.1 Kodunud tuumaga Fredholmi integraalvorrand

Vaatleme lineaarset teist liiki Fredholmi integraalvorrandit

y(t) = /\/K(t, s)y(s)ds+ f(t), tE€]la,b], (10.1)

kus vabaliige f(t) on pidev 16igul [a, b] ning mille tuum K (¢, s) on kddunud (ingl. k.

Degenerate Kernel), s.t. avaldub summana ithemuutuja funktsioonidest

K(t,s) =Y ai(t)Bi(s), s,t€ab]. (10.2)
i=1
Siinjuures eeldame, et funktsioonid «;(t), 5;(t), ¢ = 1,...,n, on pidevad 16igul [a, D]
ning funktsioonid «;(t),. .., a,(t) on lineaarselt soltumtud, s.t. vordus

C1041<t> + -+ CnOén(t> =0
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kehtib iga argumendi ¢ € [a,b] jaoks ainult siis, kui koik konstandid ¢, ..., ¢, on

vordsed nulliga ehk ¢y =co =---=¢, = 0.

Niide 10.1. Funktsioonid ay(t) = 1,a(t) = t,a3(t) = t3,...,a,(t) = t"1 on
lineaarselt soltumatud, kuna iihtegi neist funktsioonidest ei ole voimalik avaldada
teiste kaudu.

Samas ei ole lineaarselt soltumatud funktsioonid «ay(t) = 1,a9(t) = t,a3(t) =
2t — 3, kuna vordus

61'1+02‘t+03'<2t—3)20
kehtib ka siis, kui votta ¢; =3, co = -2 jacg=1.¢

Naiide 10.2. Funktsioonid «q(t) = sin(t), as(t) = cos(t) on lineaarselt soltumatud,
kuna vordusest

cisint + cocost =0
jareldub pérast vorrandi ruutu votmist, et
cisin’t — (1 —sin®t) =0 = (¢ +c3)sin’t —c5 = 0.

Kuna siinusfunktsiooni ei saa avaldada ainult konstantse funktsiooni kaudu ja ¢f +
c2 vordub nulliga ainult siis, kui molemad konstandid ¢, ¢, vorduvad nulliga, siis

jarelikult algne vordus saab kehtida ainult siis, kui ¢; = ¢ = 0. ©

Naiide 10.3. On selge, et tuum K (t, s) = ts on kddunud, kuna voime votta o (t) = ¢

ja B1(s) = s. Kodunud on ka tuum K (¢, s) = cost — e sint + 1, kuna

K(t,s) = Z@i(t)5i<3)v

kus oy (t) = 1, aa(t) = el sint, az(t) = cost ja B1(s) = 1, Ba(s) = —e?, B3(s) = 1. Koik
need funktsioonid on pidevad suvalisel 16igul [a, b] ning funktsioonid (), as(t), as(t)

on lineaarselt soltumatud. ¢

Niide 10.4. Tuum K(t,s) = s -sin(t + s) on kodunud, kuna trigonomeetriliste

valemite abil saab teisendada
K(t,s) =s-sin(t +s) = s- (sint-coss + cost - sins).

Seega voime votta kus aq(t) = sint, ay(t) = cost ja f1(s) = s-cos s, Pa(s) = s-sins.

<
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10.2 Kodunud tuumaga Fredholmi integraalvorrandi lahenda-
mine

Ko6dunud tuumaga integraalvorrandi (10.1) saab lahendada jargmisel viisil. Asetades

tuuma (10.2) vorrandisse (10.1), saame

y(t) = )\Zai(t)/ﬁi(s)y(s) ds+ f(t), te€la,bl. (10.3)

b
Kuna méératud integraalid [ 3;(s)y(s)ds on tegelikult mingid (hetkel tundmatud)

arvud, siis tahistame nad konstantideks c;:

b
C = /Bi(s)y(s) ds, i=1,...,n. (10.4)
Kui vorrandil (10.1) on {ildse lahend olemas, siis ta peab avalduma kujul
y(t) = Aici a;(t)+ f(t), tela,bl, (10.5)
i=1
kus c¢q, ..., ¢, on arvulised kordajad, mille maéramisel ongi vorrandi (10.1) lahend y
leitud. Kordajate ¢y, ..., ¢, madramiseks asetame avaldise (10.5) vorrandisse (10.3),

b

)\Zci@i(t)+f(t):)\Zai(t)/ﬁi(s) lxzcjaj(s)+f(s) ds+ f(t), t€la,b],

a

(10.6)
ehk
n b n
d |e- /ms) [)\ch aj(s) + f(s)| ds | ai(t) =0, t€[a,b]. (10.7)
i=1 o j=1
Funktsioonide a4 (t), ..., a,(t) lineaarsest soltumatusest 16igul [a, b] jareldub nende

ees olevate konstantide vordumine nulliga. Teiste sonadega, seos (10.7) kehtib para-
jasti siis, kui
b n
c; — /ﬁz(s) [)\ch aj(s)+ f(s)| ds=0, i=1,...,n. (10.8)
a j=1

Viimase vorrandisiisteemi annab kirjutada lihtsamal kujul

Ci_AZAijCj :bi7 1= 1,...,n, (109)
j=1
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kus arvulised kordajad A;;, b; avalduvad méératud integraalidena

b b
A= /@(s)aj(s) ds, b; = /Bz(s)f(s) ds i,j=1,...,n. (10.10)
Lineaarvorrandite siisteemi (10.9) tundmatute cq, ..., ¢, suhtes voib maatrikskujul

kirja panna jargmiselt:

1—AAp —AAo T _)\Al,n—l Ay, (&1 by
—AAg 1 -y - _>\A2,n—1 _)\AQn C2 by

—)\Anq,l _)\Anfl,Q e 1= )\Anfl,nfl _)\Anfl,n Cn—1 b1
_)\Anl _/\An,Q e _)\An,n—l 1- /\Ann Cn bn

See siisteem on iiheselt lahenduv, kui tema determinant

1= My =AMy - =M. =My,
Ay 1= Ay o —Aga1 Mo,
DO = . . . . .
_/\An—l,l —/\An—1,2 e 1= /\An—l,n—1 —/\An—1,n
Ay “Myps o —AMaa 1= Mo,

on nullist erinev. Niisiis, kui D(\) # 0, saame siisteemist (10.9) leida suurused
c1,-..,C, ning seejirel vélja kirjutada vorrandi (10.1) lahendi kujul (10.5). Votame

tulemuse kokku jargmise teoreemina.

Teoreem 10.1. Avaldugu vorrandi (10.1) tuum K(t,s) kujul (10.2),

n

K(t,s) =Y ai(t)Bi(s), s.t€al], (10.11)
i=1
kus o, B;, i = 1,...,n, on pidevad funktsioonid loigul [a,b] ning o, ..., a, on li-

neaarselt soltumatud loigul [a,b]. Olgu vorrandi (10.1) vabaliige f pidev funktsioon
loigul [a,b] ning olgu D(X\) # 0. Siis vorrand (10.1) on dheselt lahenduv ning tema
lahend avaldub kujul (10.5),

y(t) =AY _cicilt) + f(1), L€ lab], (10.12)
i=1
kus kordajad cq, . .., c, on leitavad lineaarsest algebralisest vorrandisiisteemist (10.9).
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Mairkus 10.1. Sisteemi (10.9) voime koostada ka sel teel, et asetame otsitava lahendi

avaldise (10.5) vordustesse (10.4).

Naide 10.5. Lahendada lineaarne Fredholmi teist liiki integraalvorrand
1

y(t) :/tsy(s)ds+et—t, 0<t<1.
0
Kuna tuum K(t,s) = ts on kodunud, siis jareldub teoreemist 10.1, et

y(t)=ct+e —t=(c—Dt+e', telo,1],

kus
1

c= /sy(s) ds.

0
Konstandi ¢ leidmiseks asetame y(t) avaldise konstandi ¢ avaldisse:

I s=1

+ (s —1)e’
s=0

c= /[(C— 1)s% + se’]ds = (c — 1)%

0

s=1
c—1
= _|_1,
3

s=0
millest ndeme, et ¢ = 1. Asetades suuruse ¢ = 1 lahendi y(¢) avaldisse, saame vas-
tuseks y(t) = €'. o

Naide 10.6. Lahendada mittelineaarne homogeenne Hammersteini integraalvorrand
1

y(t) :/(t—|—1)32y2(3) ds, 0<t<1.
0
Kuna tuum K(¢,s) = (¢t + 1)s* on kodunud, siis avaldub lahend y(¢) kujul

y(t)=c(t+1), te]l0,1],

kus
1

c= /52 y*(s) ds.
0
Konstandi ¢ leidmiseks asetame y(t) avaldise konstandi ¢ avaldisse:
1 1

31
c= /52[0(3 +1))?ds = 2 /[34 +25% + 5% ds = %02,
0 0
millest edasi teisendades saame
31
1-2c)=0.
(=)
Saime, et ¢; = 0 ja ¢p = g—(l) ehk vorrandil on vihemalt kaks lahendit y;(¢) = 0 ja

ya(t) = g—?(t +1). ¢
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10.3 Tuuma asendamine kodunud tuumaga

Kui integraalvorrandi (10.1) tuum K (¢, s) ei ole kodunud, siis voime piitida asendada

tuuma K (¢, s) temaga ldhedase kodunud tuumaga
Ko(t,s) ==Y ai(t)Bi(s), st € [a,b], (10.13)
i=1

ja lahendada vorrandi (10.1) asemel vorrandi

un(t) = /\/Kn(t, Syn(s)ds + F(t), t€ b, (10.14)

kus y,(t) on otsitav funktsioon. Esialgset tuuma K (¢, s) voib iiritada viia kodunud
tuuma kujule astmeritta arendamise teel (néiteks Taylori voi Fourier’ rea osasumma-
na). Kerkib kiisimus, millistel tingimustel vorrandite (10.14) lahendid y,,(¢) ldhenevad
n kasvades vorrandi (10.1) lahendile y(¢) ja kui kiiresti. Neid kiisimusi on analiiiisitud

t65s [2].

Naiide 10.7. [1, 2] Olgu vaja lahendada integraalvorrand

1/2
y(t) = /sin(ts)y(s) ds+t* te€[0,1/2].
0
Esiteks voime margata, et
1/2
1 1 1
in(ts)|ds < —sin—- < = <1
teI[%%}/{2]/|Sln( s)| s<gsing <o ,
0

siis on vorrand teoreemi 10.3 pohjal iiheselt lahenduv. Taylori valemi pohjal saa-
me vorrandi tuuma K (t,s) = sin(ts) arendada néiteks muutuja s jargi astmeritta

(punktis s = 0),

, L Jsin(ts) P?sin(ts)| s Psin(ts)| s
SlIl(tS) = SlIl(O : t) + T 8208 + T szoa + T 8205 + ...,
ehk , .
t t
sin(ts) = ts — (ts)” | (ts)°

3! 5!
Seega vorrandi l&hislahendi y (¢) leidmiseks voiksime tuuma K (¢, s) = sin(ts) asen-
dada tuumaga K;(t,s) = ts. Sel juhul teoreemi 10.1 jargi avaldub vorrandi lahend
y1(t) kujul

yi(t) =ct+t3, te€]0,1/2].
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Asendame viimase avaldise vorrandisse,

1/2 1/2
ct+t3:t/s(cs~|—33)ds+t3 = c—/s(cs+33)ds t=0,
0 0
millest
1/2
c= (032+<<34)ds:£—|—L = 021%652174><10_3
24 160 460 ' '
0

Siit saame lahislahendi vélja kirjutada,

3
)= —t+1t3, ¢ 1/2].

Tépsema ldhislahendi y3(t) leidmiseks voime lahendada kédunud tuumaga vor-

randi
1/2
t383 t5 5 p 5 0.1/
= [ (ts— — + — t
w(t) = [ (155 o ) mras 48, re
Meie tuum on kodunud kujul, kus
53 s°
ar(t) =t, a(t) =1, as(t) =1, bi(s)=s, Bals)=——, Pas)= 5.
6 120
Teoreemi 10.1 jargi avaldub vorrandi lahend ys3(¢) kujul
y3(t) = cit +eot® +cst® + 13, t€10,1/2).
Kordajate c1, ¢, c3 leidmiseks lahendame stisteemi (10.9),
1—Ay —Ap —Ais C1 by
—Ay 1 —Ayp  —Axp C2 = by )
—Az —Azp 11— As C3 bs

kus konstandid A;; ja b; on valemite (10.10) abil {isna lihtsalt leitavad,

1/2 1/2 12
s 1 S 1
by = 3ds = — z =, b3= [ —s%ds=
! /SS * T 160 /6 53767 /1208 * 7 552960
0 0 0
1/2 1/2 1/2
1 1
A112/55d8:24, A122/883d821 A13:/535d5—896
0 0
1/2 1/2 1/2

Agp = — /—sds——
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1/2 1/2 1/2
1 1

sP 1 s° s°
A= [ S sds= —— Ap= [ 2 s3ds= Ags = | —— Fds = ———.
31 / 120 °“ 7 107520 2 / 120" “° 7 5520607 / 1207 “° 7 2703360
0 0 0

Vorrandisiisteemi lahendit on voimalik lihtsalt leida arvuti abil, saame et ¢; ~

6.52048 x 1073, ¢y &~ —1.92768 x 10~ ja 3 ~ 1.86875 x 1075, o
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