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11.1 Meetodi kirjeldus

Vaatleme lineaarset II liiki Fredholmi integraalvorrandit

mw:A/K@@m@@+f@,temﬂ, (11.1)

kus —oo < a < b < 00, A on arvuline kordaja, K (¢,s) tuum, f(¢) vabaliige ja y(t)

otsitav funktsioon. Eeldame, et tuum K on pidev funktsioon ruudul
D={(t,s):a<t<ba<s<b} (11.2)

ja f on pidev funktsioon 16igul [a,b]. Lisaks eeldame, et vorrandile (11.1) vastaval

homogeensel vorrandil

mw—A/K@@m@@:o,temﬂ, (11.3)

on olemas vaid triviaalne lahend y = 0. Vorrand (11.1) on siis Fredholmi teoreemi

11.1 pohjal iiheselt lahenduv ja tema lahend y on pidev funktsioon 16igul [a, b].
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Teoreem 11.1. [/] Olgu tuum K(t,s) pidev ruudul D ja vabaliige f(t) pidev loigul
[a,b]. Kuivorrandile (11.1) vastaval homogeensel vorrandil (11.3) leidub vaid triviaal-
ne lahend y(t) = 0, siis integraalvorrand (11.1) on dheselt lahenduv ja tema lahend

y(t) on pidev loigul [a, b)].

Uks loomulikumaid meetodeid integraalvorrandi (11.1) ligikaudseks lahenda-
miseks on jargmine. Valime mingi kvadratuurvalemi kujul

b N

/G(s) ds = ijG(Sj) + En(G), a<s1<sy3<---<sy<b, (11.4)
a i=1

kus G on funktsioon, mille integraali me tahame leida, sq,...,sy on kvadratuur-
valemi solmed, wy, ..., wy kvadratuurvalemi kordajad ja Ex(G) jadkliige. Seejuures
eeldame, et G on pidev 16igul [a, b] ning nii sélmed sy, . .., sy kui kordajad wy, ..., wy
voivad soltuda ka naturaalarvust N. Néiteks vasakpoolse ristkiilikvalemi puhul

b—a N>o2

sj=a+(j—1h, j=1,...,N, h= ,
’ N-1 (11.5)

wy=---=wn_1=h, wy=0,

ja vastav kvadratuursumma

> w;G(s;) = hG(s1) + hG(s2) + -+ + hG(sn-1)

j=1
kujutab endast selliste ristkiilikute pindalade summat S, kus vastava ristkiiliku iihe
kiilje pikkuseks on h, teise kiilje pikkuseks aga G(s1),...,G(sn_1)-

13

Definitsioon 11.1. Kui

N

b
Jim Bx(G) =0 bk lim Y wiGls,) = / G(s) ds, (11.6)

J=1

siis 6eldakse, et kvadratuurprotsess (kvadratuurvalem) koondub antud funktsiooni G

korral.
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Néiteks valemi (11.4)-(11.5) korral seos (11.6) kehtib igal 16igul [a, b] pideva funkt-
siooni G korral.

Jargnevas eeldame, et solmed s1,..., sy ja kordajad wy, ..., wy on valitud nii, et
kvadratuurprotsess (11.4) koondub iga 16igul [a, b] pideva funktsiooni G puhul.

Vorrandi (11.1) ligikaudseks lahendamiseks asendame selles oleva integraali sum-

maga kvadratuurvalemi (11.4) abil, milles jatame dra jaékliikme Fy:

/K(t, $)y(s)ds ~ ijK(t, s;))y(s;), t€la,b]. (11.7)

Sedasi saame suuruse y ldhendi yy leidmiseks jargmise vorrandi (miks on muutuja y

asemel vaja tuua sisse uus muutuja yy?):

N
yun(t) =AY wiK(t,s)yn(s;) = f(t), t € [a,b]. (11.8)
j=1
Vérrandi (11.8) lahendamiseks kirjutame selle vélja igas solmes t = sq,...,t = sy.

Nii jouame N x N-mootmelise lineaarvorrandite stisteemini

N
Zi_)\zijiij:fi: izl,...,N, (119)
j=1
kus
Ki':K<8i78j)7 fZ:f<S’L)7 ivjzla"'aN7
ning

Zi:yN(Si)a izl,...,N,

on otsitavad. Kirjutame siisteemi (11.9) vélja ka maatrikskujul,

1 — A Ky —Awa Ko T —Awy KN 1 1
—Awi Koy I — Awa Ky - —Awy Koy 22 f2
_AleN—l,l —szKN—m s —MUNKN—LN ZN-1 vt
—Awi K —AweKpyy -+ 1= AwnyKpyn ZN In
Lahendades siisteemi (11.9) (millal on see voimalik?), leiame suurused zi,..., 2.
Allpool toodud teoreemist 11.2 jareldub, et z,...,zy on integraalvorrandi (11.1)

lahendi y(t) lahisvadrtusteks ¢ = s; korral:

zi=yn(si) ~y(s;), i=1,...,N. (11.10)



Vorrandi (11.1) lahendi y(¢) 1&hisvairtusi teistel kohtadel ¢ € [a, b] saab leida seose
(11.8) abil, asendades selles suurused {yn(s;)} stisteemi (11.9) lahendamisel saadud

vaartustega 21, ..., 2n:

—)\ij (t,s;)2 + f(t), tE€][a,b]. (11.11)

Definitsioon 11.2. Uleminekut vorrandilt (11.1) seostele (11.9) ja (11.11) nimeta-

takse kvadratuurvalemite meetodiks vorrandi (11.1) jaoks.

Selle kohaselt tuleb koigepealt valida sobiv kvadratuurvalem kujul (11.4) (jéarg-
mises peatiikis on esitatud rida praktikas sageli kasutatavaid kvadratuurvalemeid koos
jaaklitkme avaldisega Fn(G)), seejarel koostada ja lahendada lineaarne vorrandisiis-

teem (11.9) ning esitada ldhislahend kujul (11.11).

Definitsioon 11.3. Seose (11.11) abil leitud funktsiooni yy nimetatakse sageli ka
vorrandi (11.1) lahendi Nystromi ldhendiks ning tileminekut vorrandilt (11.1) seostele

(11.9) ja (11.11) Nystromi meetodiks.

11.2 Lahislahendite veahinnang

Meetodi (11.9), (11.11) abil saadud vorrandi (11.1) ldhislahendite viga iseloomustab

jargmine tulemus (vt. [4]).

Teoreem 11.2. Olgu vorrandi (11.1) tuum K pidev ruudul D ja vabaliige f pidev
loigul [a,b] ning olgu vorrandile (11.1) vastaval homogeensel vorrandil (11.3) olemas
vaid triviaalne lahend y = 0. Eeldame veel, et kvadratuurprotsess (11.4) koondub iga
loigul [a,b] pideva funktsiooni G puhul.

Siis vorrandil (11.1) on olemas parajasti ks lahend y*(t), mis on pidev iga t €
[a, b] puhul. Leidub selline naturaalarv Ny, et iga N > Ny korral on vorrandististeemil
(11.9) olemas parajasti iks lahend (25, ..., z%) ning kehtib hinnang

omax [y (s) — 2| < max [y"() = yx ()] < ¢ max [Ex(K(t,)y"()),  (11.12)
..... te(a,b] tela,b]

kus ¢ on mingi positiione konstant, mis ei soltu suurusest N, yx(t) on lahendi y*(t)
lihislahend kugul (11.11), milles z; = 25 (j = 1,...,N) ning Ex(K(t,-)y*(-)) on
kvadratuurvalemi (11.4) jadkliige integreeritava suuruse K(t, s)y*(s) jaoks fikseeritud

t korral.

109



Punkt jadklitkme avaldises funktsioonide K(t,s) ja y*(s) argumendi s kohal té-

hendab, et jadkliige ei soltu muutujast s.

11.3 Kvadratuurvalemi valik

Vorrandisiisteemi (11.9) koostamiseks voime kvadratuurvalemina (11.4) kasutada néi-
teks ristkiilikvalemit, trapetsvalemit, Simpsoni valemit voi Gaussi valemit, mis koik
koonduvad iga 16igul [a,b] pideva funktsiooni G korral. Esitame jargnevas nimeta-
tud valemite solmed ja kordajad ning toome toestuseta éra ka vastavad jadkliikmete

avaldised (nende toestuse voib leida néiteks opikust [3]).
Keskmine ristkiilikvalem

Valem (11.4),

b N
/ G(s)ds = 3 w;G(s;) + Ex(G), (11.13)
a j=1
on keskmine ristkiilikvalem, kui tema solmed ja kordajad avalduvad jargmiselt:
o1 b—a ,
Sj:a+(]_§>h, U)j:h, h = N j:].,,N (1114)

Tuletame valemid (11.14). Olgu meil eisalgsed sdlmed a = 21 < x9 < -+ <z = b

tihtlase jaotusega. Sel juhul h = (b — a)/N ja saame N — 1 osaloigu keskpunkti

h h 1
sj:a;j+—:a—|—(j—1)h+—:a+<j——>h j=1,...N —1.

2 2 2
i1
Jéargnevalt asendame integraali [ G(s)ds ristkiiliku pindalaga, mis vordub aluse h
ja korguse G(s;) korrutisega, K
Tjt1
/ G(s)ds ~ hG(sj), j=1,....,N—1
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Siit saame avaldada terve integraali iile 16igu [a, b],

b N-1 Pt
/G(s) ds = Z / G(s)ds =~ hG(s1) + hG(s2) + - - -+ hG(sn-1).

Kui G on 16igul [a, b] kaks korda pidevalt diferentseeruv, siis keskmise ristkiilikva-

lemi (11.13), (11.14) jéékliige avaldub kujul

Ex(G) = b2_4“ (b]_va) G"(€), €€ [ab] (11.15)

Trapetsvalem

Valem (11.13) on trapetsvalem, kui N > 2 ning s6lmed ja kordajad avalduvad

jargmiselt:

(11.16)

Tuletame valemid (11.16). Olgu meil eisalgsed solmed a = 1 < 59 < -+ < sy = b
Sj+1
tihtlase jaotusega, kus h = (b—a)/N. Jargnevalt asendame integraali [ G(s)ds tra-

G(sj)+G(sj+1
2

petsi pindalaga, mis vordub korguse h ja aluste poolsumma ) korrutisega,

Sj+1
G(s)ds ~ pGs) +2G(5j“), j=1,....,N—1.

5j
Siit saame avaldada terve integraali iile 16igu [a, b],

/G(s) ds = 2_: / G(s)ds ~ gG(sl) + hG(s2) + -+ hG(sn-1) + gG(sN).

a
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Kui G on 16igul [a, b] kaks korda pidevalt diferentseeruv, siis trapetsvalemi (11.13),
(11.16) jaskliige avaldub kujul

e ¢ = K| (11.17)

Simpsoni valem

Valem (11.13) on Simpsoni valem, kui N > 3 on paaritu téisarv ning sélmed ja

kordajad avalduvad jargmiselt:

b—
si=a+(j—1)h, h=—"  j=1,...,N,
N—1 (11.18)
4 2 4 2 4 1 '
h,—h,=h,=h,...,~h,—h,~h
(wla ,U)N) (3 3 73 3 73 73 3)

Juhul N = 3,

(wl,’lUQ,’LU;g): (3h 3h 3h>

Simpsoni valem aproksimeerib funktsiooni ruutpoliinoomidega, mis ldbivad kolme

jarjestikulist punkti.

Tuletame valemid (11.18). Olgu meil paaritu arv sélmia = §1 < 59 < -+ < sy = b
tihtlase jaotusega, kus h = (b — a)/N ja N > 3. Me lahendame 16igul [s;, s;42]
integreeritavad funktsiooni GG(s) temale vastava interpolatsioonipoliinoomiga, naiteks
Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomiga. Simpsoni valemi jaoks piisab kasutada kolme

solme s, 541, Sj12 ja seega lahendame funktsiooni G(s) vastava ruutpoliinoomiga

G(s) = P(s) = ZG(sk) H ssk_—ssi-’ S € [sj, Sjta)-
k=j i=j v
i#k
Seega voime iga j = 1,...., N — 1 korral kirjutada
ya &= PR, 1 4 1
! o)~ Y / [T 5= = 5h60s) + 5hG )+ 5hG500)
J I itk
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Siit saame avaldada terve integraali iile 16igu [a, b],

N-1 82541
2

/bG(s)ds—Z / G(s)ds

J:132j—1

1 4 2 4 1
~ ghG(Sl) + ghG<82> + §hG(53) + -+ ghG(SNfl) + 5hG<SN)

Kui G on 16igul [a,b] neli korda pidevalt diferentseeruv, siis Simpsoni valemite

(11.13), (11.18) ja&kliige avaldub kujul

b—a

En(G) = (b—a

N -1

180 ) GW(E), €€l (11.19)

Gaussi valem

Valem (11.4) on Gaussi valem, kui solmed ja kordajad avalduvad jargmiselt:

o=tz hae o b j=1,...,N, (11.20)
2 2 (1= 5) Ly ()]
kus t1,...,tny on Legendre’i poliinoomi
Ln(t) = ! (i)n #*—-1)", neN, (11.21)
2nn! \ dt

nullkohad vahemikus (—1, 1) (milline on Legendre’i poliinoomi L4 (¢) nullkoht #; ning
millised on Legendre’i poliinoomi Lo (%) nullkohad ¢, ja t57).

Kui G on 16igul [a, b] 2N korda pidevalt diferentseeruv, siis Gaussi kvadratuurva-
lemi jaakliige avaldub kujul

(b _ a)2N+1 (N')4
(2N + DI[(2N)12

En(G) = GeN(&), €€ (a,b). (11.22)

Toome dra moned enam kasutatavad Gaussi kvadratuurvalemiga seotud véartused

(vt. [2]),
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N | solmed ¢; kaalud w;

2 tl = —\/?g w1 = 1
tg = \/Tg Wy = 1

3 tl = —% w1, = g
tQ =0 Wo = g
t3 = @ W3 = g

4 t = _\/15+325\/% wy, = 90125/%
by = — 15_325\/% W2 = 904528/%
= I | =gy
e I

Naide 11.1. Leiame kvadratuurvalemite meetodil vorrandi

N | —

y(t) — /ts y(s)ds = gt, t € [0,1],

ligikaudse lahendi, vottes aluseks Simpsoni kvadratuurvalemi N = 3 korral. Sel juhul

b—a 1 1
= = _ = = _ =1
N 1 27 S1 07 592 27 53 )

h

ja kordajad wy, we, w3 avalduvad kujul

Siis

/G(s) ds = é (G(0) +4G(1/2) + G(1)) + E5(G),

kus E5(G) on Simpsoni valemi jéékliige (11.19) N = 3 korral. Koostame lineaarvor-

randite siisteemi (11.9), kus N = 3, A = 1, K(t,s) = ts, f(t) = 2t ning 21, 23 ja 23

on otsitavad. Selleks arvutame suurused

fi=f(0) =0, f2=f(1/2) = 3, fs=f(1) =2,

K1, = K(0,0) =0, Ky = K(0,1/2) =0, K3 =K(0,1) =0,
Ky =K(1/2,0) =0, Ky =K(1/2,1/2)=1, Kyu=K(1/2,1) =4,
K3 = K(1,0) =0, K = K(1,1/2) = 1, Ksz = K(1,1) = 1.
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Kasutades saadud suurusi, jouame vorrandisiisteemini

1 0 O 21 0

0 &% s ||=]|=| =

0 -5 & 2 ‘
ehk

240 0 21 0

0 22 -1 s [ =1 10

0 —4 22 2 20

Leiame, et lahendiks on z; = 0, 2o = 1/2 ja z3 = 1. Esialgse vorrandi ligikaudse

lahendi voime niitid kirjutada kujul:

1 11 5
ys(t) = <O+4t —-—+t)+—t:t, t €10,1].

2 6 2 2 6
Néeme, et leitud ldhislahend y3(t) = ¢ langeb seekord kokku vorrandi tépse lahendiga

y(t) =t. o

11.4 Lahtised valemid ehk valemeid otspunktide jaoks

Viéga paljudes valemites tuleb arvutada funktsiooni G vaartusi loigu otspunktides
a = s ja b= sy. Kui funktsioon G peaks olema 16igu [a, b] otspunktides halvasti

kiituv (katkev, mitte eriti sile), siis arvestades seost

b S5 b
[=]+]
a a S5

S5

voib néiteks ddrmise integraali [ villja kirjutada nn. lahtise valemi abil. Néiteks iiks
a

Newton-Cotes’i valem:

/G (zG(SQ) G(s3) +2G(s4)) + i—gG“)(g)hf’), €€ (s1,85). (11.23)

Analoogilisi valemeid annab genereerida diferentsmeetodite tuletamise peatiikis vaa-
deldud vottega, kus funktsioon G asendatakse oma interpolatsioonipoliinoomiga ja
seejarel integreeritakse seda poliinoomi vastaval loigul. Naiteks saab tuletada vale-

meid, kus solmed ei asu integreerimisloigu sees:

/G (23G(b—h) _16G(b—2h) +5G(b—3h)). (11.24)

b—
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Lahtisteks valemiteks on ka parempoolne ja vasakpoolne ristkiilikvalem
a+h

/ G(s)ds ~ hG(a+ h), G(s)ds =~ hG(b— h).

—

b—

>

Mérgime, et lahtiste valemite kasutamine koos teiste valemitega annab pérast G(s;)
kordajate kokku kogumist lihtsalt kokkuvottes mingid teised arvulised vaartused

kaaludele wy, ..., wy.

Lopuks mérgime, et kvadratuurvalemina voib kasutada veel mitmeid teisi valemeid
kujul (11.13). Peab vaid iga 16igul [a,b] pideva funktsiooni G korral kehtima seos

(11.6). Tarvilikud ja piisavad tingimused selleks on antud jargmise teoreemiga (vt.

13])-

11.5 Kvadratuurprotsessi koondumine

Teoreem 11.3. Kvadratuurprotsess (11.13) koondub iga loigul [a, b] pideva funktsioo-
nit G korral parajasti siis, kui leidub selline suurusest N soltumatu konstant c, et iga

N =1,2,... korral kehtib vorratus

N
D fwil <e (11.25)
j=1

ning kvadratuurprotsess koondub iga polimoomi G korral.
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