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15.1 Interpoleeriva lineaarsplaini hinnangud

Olgu antud funktsioon y = f(x), mis on pidev 16igul [a,b]. Olgu meil antud vork
A, C [a,b] solmedega t1,...,t,. Usna lihtne on vahetult kontrollida, et interpolat-

sioonitingimusi
rahuldava lineaarsplaini s; € S1(4,) voime igal osaldigul [t;—1,¢;] (i = 2,...,n)
esitada kujul
t; —1 t—1t;_ )
s1(t) = f(ti1) ——— + f(t,) Looteltint], i=2,...,n.  (15.2)
b —ti1 ti —ti1

Sellise splaini graafikuks on murdjoon, mis ithendab punkte (1, f(t1)), ..., (tn, f(tn)).




Kui f € Cla,b], siis saame defineerida funktsiooni f pidevuse mooduli

of.0) = max |f(t+h) = FO, (15.3)
|h|<6

kus0<6 <b—a.

Kuna 16igul [a, b] pidev funktsioon f on seal tihtlaselt pidev, siis
w(f,d) =0, kuid—0.

Teoreem 15.1. Olgu f € Cla,b] ja olgu s1 € Si(4A,) tingimusi (15.1) rahuldav

lineaarsplain. Siis

max |s1(t)] = max |s1(t;)| = max |f(t)], (15.4)
t€lay) T i=1,., i=1,...,n
max |f(t) = s1()] < 2w(f, hn), (15.5)
kus
hy, = max. (t; —tiq). (15.6)

Kui f € Cta,b], siis

i [£(6) = s1(0)] < 5 max | (0] (15.7)

te[a,b] 2 tefa,

Kui f € C?[a,b], siis

max |£(1) = 51()] < & ma |/ ()1 (15.8)

te[a,b] 8 t€[a,b]
Téestus. Toestus. Viide (15.4) on ilmne. Hinnang (15.5) on jéreldus esitusest (15.2).
Kui f € C'[a,b], siis kasutades valemit (15.2), saame iga t € [t;_1,t;] (i = 2,...,n)
korral kirjutada

t,—t t—1t;1

FO) = 51(8) = () = f(tea) ==+ (FO) = f0)— . (159)
Kasutades Lagrange’i keskvadrtusteoreemi
fl@) = f(B) = [(E)a=B), &€ (ap),
O R e e S (210

150



kus £ € (ti_1,t), n € (t,t;), t € [ti—1,t;] (i = 2,...,n). Siit saame iga i = 2,...,n
korral hinnata

(t; —t)(t — tiy) 1

#) — <9 B,
enax |f(8) = si1(8)] < 2 max |f (t I dax 5 max /(2]
(15.11)
millest jareldub hinnang (15.7). Mérgime, et
(ti —ti1)”
ti =)t —ti—1)| = ———.
tel[gfil}fti} |(t: ) i-1)| 1
Kui f € C?[a,b], siis saame igal osaloigul [t;_1,t;] (i = 2,...,n) lineaarse interpo-
latsiooni vea f(t) — s1(t) esitada kujul (vt. nt. [2]):
_ ") _
f(t) —si1(t) = 5 (t—ti)(t—t;), &€ (tizty), tE€limnt], i=2,....n
(15.12)
Tuginedes valemile (15.12) on lihtne néidata, et kehtib vorratus (15.8). O
15.2 Domineeriva peadiagonaaliga maatriksid
Definitsioon 15.1. Maatriksit
an Q1n
A=
Ap1 -+ App
nimetatakse domineeriva peadiagonaaliga maatriksiks, kui kehtib
laal = lay| >0, i=1,....n (15.13)

Jj=1,
J#
Teoreem 15.2. Kui maatriks (15.13) on domineeriva peadiagonaaliga, siis ta on

requlaarne, s.t.

ay;p -+ Qin

detA=| © . ¢ |40 (15.14)

Qp1  *++  Qnn
Toestus. Olgu maatriks A domineeriva peadiagonaaliga. Oletame vastuvaiteliselt, et

det A = 0. Vaatleme lineaarset homogeenset vorrandisiisteemi

ancy + -+ apr, =0,

(15.15)

Ap1T1 + -+ Ty, = 07
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mille kordajateks on maatriksi A elemendid ja otsitavateks on xz1,...,x,. Kuna
det A = 0, siis siisteemil (15.15) on olemas mittetriviaalne lahend zy,...,z,, s.t.
ry,...,x, rahuldavad siisteemi (15.15) vorrandeid ja vihemalt iiks nendest on nullist
erinev. Olgu

[or] = max |zj].
Siis |zx| # 0. Teiselt poolt saab k. vorrandist avaldada

n

Al — — E Apj.

J=L
i#k
Seega
n n
larrri] = larellzi] < largllz;] < Joel > laxg].
=1, =1,
Gk J#k
Kuna xj # 0, siis
n
] < laxyl,
j:17
IR

mis on vastuolus eeldusega (15.13). Vastuolu tekkis oletustest, et domineeriva pea-

diagonaaliga maatriks ei ole regulaarne. n

Teoreem 15.3. Kui tuum K € C([a,b] X [a,b]) ja on tdidetud tingimus

b
p := max / |K(t,s)]ds < 1, (15.16)

te(a,b]
siis lineaarseid baassplaine o1(t), ..., pn(t) € S1(A,) kasutatava kollokatsioonimee-

todiga tekkiv lineaarvorrandite siisteem
ci—Zaijcj = fi7 1= 1,...,71, (1517)
j=1

on domineeriva peadiagonaaliga.

Toestus. Naitame, et

1—aul > |—ayl, i=1...,n (15.18)
J=1,
JF
Kuna kehtib vorratus (15.16) ning iga t € [a, b] korral kehtib

Z%‘(t) =1,
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siis

1l = Yol = 1= [Ks)alods = S [ Kooy (s)ds
=1 ., j=1

s ./ a
JF#i J#i
b

—1- [ 1K) (Z%‘(S)) ds =1 [ 1Kt 9)]ds

a

t€la,b]

b
21—max/|K(ti,s)|ds:1—p>O, i=2,...,m,
mis iitlebki, et kehtib (15.18). O

15.3 Kollokatsioonimeetodil saadud lahislahendi hinnangud

Teoreem 15.4. Eeldame, et K € C([a,b] x [a,b]) ja f € Cla,b] ning olgu tdidetud

tingimus (15.16). Siis Fredholmi integraalvorrandil

u(t) = /K(t, s)u(s)ds + f(t), t € [a,bl, (15.19)

on parajasti ks lahend u € Cla,b] ning kollokatsioonitingimused

b
U (t;) — /K(ti, S)up(s)ds+ f(t;) =0, i=1,...,n, (15.20)

a

mddravad iga naturaalarvu n korral parajasti ihe lineaarvorrandite sisteemi (15.17)

lahendi cq, . .., c, ja seega ka splaini u, € S1(A,) kujul

un(t) = icigoi(t), t € la,b)]. (15.21)
i=1
Kui vork A,, on selline, et n — oo korral
h, = max (t; —ti1) =0, (15.22)
5118

m[a>b<] |u(t) — un(t)] = 0,  kuin — oo. (15.23)
tela,

Toestus. Toestus tugineb juba varem vaadeldud teoreemidele. Lahendi olemasolu ja

iithesus on toodud eelmistes paragrahvides. O]
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Teoreem 15.5. Olgu tdidetud teoreemi 15.4 eeldused ja olgu vorrandi (15.19) lahendi
u lihislahend u,, leitud kollokatsioonitingimustest (15.20). Kuiu € C'[a,b], siis kehtib
hinnang

max |u(t) — u,(t)| < chy, (15.24)

tela,b]

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n.

Kui u € C?[a,b], siis kehtib hinnang
max |u(t) — u,(t)] < ¢ h2, (15.25)
te(a,b]
kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n.
Toestus. Toestus. Olgu s; € S1(A,) vorrandi (15.19) lahendit u interpoleeriv splain:

s1(t;)) = u(ty), 1=1,...,n. (15.26)

Siis saame esialgsest vorrandist s;(z) liitmise ja lahutamise abil vélja kirjutada

b b

s1(t;) = /K(ti,az)sl(a:) dx +/K(ti,x)(u(x) —si(x))dx+ f(t;), i=1,....,n.
(15.27)
Tahistame
v(t) = s1(t) —un(t), t € [a,b]. (15.28)
Siis v € S1(A,,) ning vorduste (15.20) ja (15.27) abil saame
b b
v(t;) = /K(ti,x)v(x) dx + /K(tz,x)(u(x) —si(x))dzx, 1=1,...,n. (15.29)
Eelduse (15.16) tottu jéreldub siit, et
max. lu(t;)] < pmax |v(t)| + p max |u(t) — s1(t)] (15.30)
i=1,..., t€(a,b] t€la,b]
ehk
p
< — — . 15.31
mmax [v(t)] < 7 max Ju(t) = s:(0) (15.31)
Kuna
—u ()] < _ 15.32
mmax [u(t) = un(t)] < max [u(t) = s1(t)] + max fo(t)], (15.32)
siis tuginedes teoreemile 15.1 ning vorratustele (15.31) ja (15.32), saame
1 P /
_ < |= .
ma fu(t) = ) < |5 (14 2 Ym0 B (1539
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Teiste sonadega, kehtib hinnang (15.24), kus

1

!/
e — t)].
¢ 2(1_,))533,’5]‘“()'

Analoogiliselt, kui v € C?[a, b], siis jouame teoreemi 15.1 ning vorratuste (15.31) ja

(15.32) abil hinnanguni (15.25). O

Mirkus 15.1. Kui vorrandil (15.19) on olemas lahend u € Cla,b|] ning K €
C*(la,b] x [a,b]) ja f € C*a,b], kus k =1 voi k = 2, siis u € C*[a,b] (miks?).

Poorast
suvepuhkust!

Viited

[1] A. Pedas. Diferentsiaal- ja integraalvorrandite ligikaudne lahendamine (loengu-

konspekt). Tartu, 2007.

[2] E. Tamme, L. Véhandu, L. Luht. Arvutusmeetodid I. Tallinn, 1986.

155



