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2.1 Moned pohimoisted

Toome esiteks paar moistet (vt. [3]). Jargnev astmeridade abil lahendamise teooria

baseerub teoreemil

Teoreem 2.1. Kui funktsioon f(x,y) on holomorfne piirkonnas D, siis ka diferent-

. ~ . / - . n
siaalvorrandi y = f(x,y) lahendid on holomorfsed.

Funktsiooni f(x,y) holomorfsus ehk analiiiitilisus muutujate x,y piirkonnas D

tdhendab, et iga punkti (zo,yo) € D korral on f(z,y) arendatav astmeritta
flx,y) = Zzaij<x_$0>i(y_y0>j7 (2.1)

mis koondub punkti (g, o) teatavas tibruses.
Lahendi y(x) holomorfsus ehk analiiiitilisus tdhendab, et iga punkti = korral selle

médramispiirkonnast D on y(z) arendatav astmeritta

0
ch T — SL’() (22)
=0

13



mis koondub punkti z( teatavas iibruses. Rea (2.2) kordajad avalduvad kujul

. i=0,1,2,.... (2.3)

Markus 2.1. Holomorfne funktsioon on lopmata arv kordi diferentseeruv. Vastupi-
dine ei kehti, s.t. leidub lopmata arv kordi diferentseeruvaid funktsioone, mis ei ole

astmeritta arendatavad. Nditeks funktsioon

e/ 1 >0,
fla) =

0 z <0,
on lopmata ,sile“, aga ei ole astmeritta arendatav punktis x = 0.

Mérgime, et n + 1 korda diferentseeruva funktsiooni y(z) Taylori rida avaldub

kujul

n y(i)<$0)
7!

y"(E)
(n+1)!

(z — 20)" + (x — 20)"*!, € € (20, 7). (2.4)

=0

2.2 Lahendi arendamine astmeritta

Pohineb materjalidel [2] ja [3].

Cauchy tlesande

’

y = flzy), yzo) = wo
lahendit otsime astmerea (2.2) kujul:

y(x) = co+ e — 20) + cor — 20)* + . .. (2.5)
ehk koos kordajatega (2.3):

y/// (xo)
3!

y// (xo)
2!

y(x) = y(xo) + y'(xo)(x — xo) + (x — x0)2 + (x — x0)3 +.... (2.6)

Algtingimus y(x¢) = yo on rahuldatud, kui ¢y = yo. Jargnevalt leiame vorrandist

y = f(z,y), et

c1 =y (z0) = f(x0,0)-
Diferentseerime vorrandit ' = f(x, ),

"

y' = fulz,y) + fylz, )y .
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Siit leiame, et

1 1"

Co = §y (960) = % [fx(l"o,yo) + fy(anyﬂ) f(fb"o,yo)] :

Sedasi voime vorrandit jarjest diferentseerida ja pérast diferentseerimist leida kons-
tandid ¢; asendades leitud tuletised punktis (xq, yo). Meetod kasutab &ra infot lahendi
y tuletise kohta, mis on algvérrandis antud y" = f(z,v).

Kuna igal sammul ldheb kordajate ¢; leidmine jarjest toomahukamaks ja naiteks
arvutite jaoks ebatépseks, siis piirdutakse ainult mingi arv esimeste liikmetega. Vii-
mane tiahendab aga seda, et lahend y(x) leitakse ligikaudu ja sealjuures tehakse mingi

viga. Meie ldhislahend esimese n + 1 liikme korral néeb vélja jargmine:

Yn(2) 1= co + c1(x — 30) + e — 20) + -+ + cp(T — 20)", (2.7)
kus konstandid c¢g, ¢q, ... on leitud seostega
¢ = Yo,
G = f(x()vy())y
¢ =3 [fe(z0,90) + fy(2o,y0) (20, %0)]

Sel juhul saame lahendi y,(x) kasutamisel vea suuruseks

o

y(r) — yu(x) = Z ci(x —x0)', x € w9 — h,x0 + h). (2.8)

i=n+1
Viimases avaldises soltub tehtav viga vorrandi y' = f(x,y) parema poole f(x,y)

osatuletistest ja sellest, kui kaugel on argumendi x viartus algpunktist x;.
Naide 2.1. Vaatleme Cauchy iilesannet
y =2 +1y% y(0)=0.
Funktsioon f(x,y) = r? + y? on lopmata arv kordi diferentseeruv nii muutuja x kui

muutuja y jargi, lisaks oma astmelise kuju jérgi ka holomorfne. Siit

y =2ty y'(0) = f(0,0) =0,
Yy =22+ 2y, y"(0) = 0,

v =242y + 29y, y () =2,

v =6y'y +2yy”, y(0) =0,

y® =6(y")* +8y'y" +2yy, y®(0) =0,

y©  =20y"y" + 10y y D + 2y y©®), y©(0) =0,

y @ =20(y")? + 30y Yy + 12y + 29 ®, 5 D(0) = 80.
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Siit voime votta esimesed 8 liiget, kuni tuletise jarguni 7:

Viimase viga on suurusjirku O(|z|"), s.t. leidub konstant C' > 0, et piisavalt viikeste

x vaartuste korral kehtib vorratus
ly(z) — yr(2)] < Cla|". (2.9)

Toome graafiku tépse lahendi (leitud programmiga Mathcad) ja ldhislahendite

ys(z) = 323 ja yr(x) = 32° + g7 vahel.

22

00 b

Néeme, et tapne lahend ja ldhislahendid on kiillalt ldhedased, kui asume punktile
xo piisavalt ldhedal. Mida kaugemale ldheme punktist z(, seda ebatdpsemaks muu-
tuvad ldahislahendid. See on tingitud sellest, et astmerida koondub ainult teatavas
ldhitimbruses. Teiseks pohjuseks on muidugi see, et lopmatu rea asemel kasutame

viga vahestest liikmetest koosnevat rida. ¢

Naide 2.2. Uurime vordluseks iteratsioonimeetodi juures vaadeldud Cauchy iilesan-
net:

y =z—y, y0)=L

Igaiiks voib ise kontrollida, et me saame jargmised ldhendid:
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astmerida iteratsioonimeetod

yo(x) =1 yo(z) =1

ne)=1-x p(r)=1—z+%

yo(x) =1 — 2 + 22 yQ(x)zl—x—ka—%’
ys(I)Zl—erIZ—%S y3($>:1—$+$2—$—;+%
ya(w) =1 —a+a? - 4 &

Tulemus on lisna sarnane. Sama indeksiga lahendite jargud on erinevad, kuna tu-
letis alandab poliinoomi astet, integreerimine aga tostab. Astmeritta arendamisel on
iteratsioonimeetodi ees see eelis, et kui funktsioon on diferentseeruv, siis on tuletist
alati voimalik leida, kuid integreeruva funktsiooni korral ei ole algfunktsioon analiiii-
tilisel kujul garanteeritud (s.t. integraal elementaarfunktsioonist ei pruugi sugugi olla
enam elementaarfunktsioon). Integreerimine on iildse palju keerulisem operatsioon,

kui tuletise leidmine mingis punktis. ¢

Naiide 2.3. Astmeritta arendamist saab kasutada ka korgemat jarku vorrandite jaoks,
naiteks
y'=-9, y0)=2 y(0)=6.
Funktsioon f(x,y) = —9y on lopmata arv kordi diferentseeruv nii muutuja x kui
muutuja y jargi. Ndeme, et f on ka holomorfne. Me otsime oma lahendit ikkagi kujul
(2.5):
y(x) = co + c1(x — m0) + oz — 20)* + . ..

Siit
Co = y(O) = 27
C1 = y,(O) = 67
o= 2y (0)= —2y(0) = —2.2=-9,
= 5y (0)= -3 0)= —§6=-9,
a= W0 = —F 0= (18-
= BP0 = 0= —g(-50) = 5
Piisab néiteks votta esimesed 6 liiget, kuni tuletise jarguni 5:
27 81
ys(z) = 2+ 617 — 92 — 92° + Zx‘l + %15.

Ulesande téipne lahend on y(x) = 2 cos(3x)+2 sin(3x). Toome vordluseks graafiku

tapse lahendi ja erinevat jarku ldhislahendite g, vahel.
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2.3 Taylori meetod

Nagu iteratsioonimeetodi korral, nii ka lahendi ritta arendamine on sobiv meetod
lahendi y vaartuste leidmiseks punktides, mis paiknevad kiillalt 1dhedal algpunktile xg.
Kui meid huvitavad lahendi vaartused xg-st suhteliselt kaugel paiknevates puktides,
siis enamasti on moistlikum kasutada lahendi jatkamist. Kui me kasutame lahendi
jatkamist ainult teatud solmedes, siis viimast nimetatakse ka Taylori meetodiks.

Moodustame piisavalt viikese sammupikkuse h korral solmed
ri=a+1ih, 1=0,1,2,.... (2.10)

Tahistame lahendi y ligikaudseid vaéartusi solmedes 4o, y1, y2, - - . . Arendades lahendi y

ritta igas solmes x; ja jattes dra jadkliikme, saab siit tuletada n-jarku Taylori meetodi,

h? h™
i1 =Y + b f (@i y) + = Fany) + o+ — 0 (@,
i=0,1,2,....
Algiilesandes ' = f(z,y) on y esimese tuletise avaldis juba antud. Edasi saab

samm-sammult leida y"(z;) = f'(zi, vi), y" (x:) = ["(2i,y:) jne.

Siinjuures ei tohi dra unustada, et funktsiooni f tuletised tdhendavad siin téistu-

letist, s.t. néiteks
f(@,y) = ful@,y) + fu(2,9) ¥ (2) = fulz,y) + fy(z,y) f2,9). (2.12)
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Naide 2.4. Vaatleme ees pool toodud Cauchy iilesannet
y =2 +y y(0)=0.

Punkti 2z = 0 iimbruses saime lahislahenditeks

1 1 1
y3(z) = 5373, yr(z) = 5553 + 6—3957-

Naiteks leiame punktis x = 1 vaartuse leitud ldhislahendi abil

1 1

) ~y(l) ==(1)° = -.

y() =ys(1) = 5(1)° =3
Seejérel arendame lahendi y astmeritta punktis z = 1, kasutades uut algtingimust
1
1) ==
y(1) =5

Kasutades eelnevalt leitud y tuletiste avaldisi saame

! _ 2 2 ! 12 1 _

y' =2z+2yy, yOM)=2+3xg =7,

"

_ ! 1 " o 170
y'o=2420y )2+ 29y, y(1) = 2.

Seega voime néiteks votta lahislahendiks funktsiooni

x3 ;o €0,1),

W=

y(z) ~

(- +8(r—-12+B@-1)° jrxe[l,2.

1
+ 27 81

ol
S

Sedasi saame vajaduse korral jétkata.

Toome veel 16petuseks joonise (16igul [1,2]), kus rohelisega on tédpne lahend, pu-

nasega punktis x = 0 lahendi y ritta arendatud l&hislahend y;(x) ja sinisega Taylori

1

meetodiga leitud ldhislahend (samm h = - ehk 16 osaldoiku ja igas sellises solmes

16

on lahendit jatkatud tema ritta arendamise teel, kasutades ainult teist jarku Taylori

arendist

ya2(z) = co + c1(z — 20) + o — )2

On iisna ilmne, et lahendi jatkamine annab alguspunktist eemaldumisel parema tu-

lemuse.
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Markus 2.2. Nagu ndidetest naha vois, peab Taylori meetodi korral tegema lisatéod
funktsiooni f(x,y) osatuletiste leidmisel. Sellist tuletiste leidmist on aga juba suh-
teliselt raske universaalselt programmeerida ja isegi kui see on voimalik, siis vihegi
keerulisema funktsiooni f korral muutub algoritmi t66 mdrkimisvddrselt aeglaseks.
Vitmane on pohjuseks, miks praktikas Taylori meetodit eriti ei kasutata. Tegelikult on
vdlja téotatud palju efektiivsemaid meetodeid, mis kasutavad ainult funktsiooni f(x,y)
vaartuste arvutamaist.

Kiill aga on Taylor: meetod voi siis ka lahendi astmeritta arendamine oma koha
leidnud teoreetilist laadi wuringutes voi siis teatavatel erijuhtudel (nditeks konkreetse

tlesande korral, kus tuletised annab teoreetiliselt dra leida).
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