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3.1 Euleri meetod

Alustame niitega. Vaatame jargmist algtingimusega iilesannet:

y=zy+2®, y0) =y, =z€l0,2. (3.1)

Diferentsiaalvorrandit voib endale ette kujutada ka kui vektorvélja, kus igas punktis

x,y) on joonestatud vektor tousunurga tangensiga iy’ = f(x,y). Jargmisel joonisel
Y J

ongi joonestatud tlesandele (3.1) vastav vektorvéli (tosi, veidi ,horeda“ voitu) koos

kahe erineva lahendiga.
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Algtingimusele y(0) = 1 vastab iilemine joon, mis labib ,alguspunkti‘ (0,1). Teisele
algtingimusele y(0) = —1 vastab alumine joon, mis lébib ,alguspunkti‘ (0, —1).

Siit tekib ka idee: lahendada vorrandit ¢’ = f(x,y) nii, et alustame alguspunktist
(0, Y0) ja liigume kogu aeg edasi méoda vektoreid. Vektori tousunurga arvutamisega
ei ole mingeid probleeme, kuna tousunurga tangens vordub funktsiooni y tuletisega
antud punktis, viimane on aga antud, s.t. me saame kasutada seda sama arvutusees-
kirja ' = f(z,y).

Sel juhul lahendi tépsus soltub sellest, kui viikeste 16ikude kaupa (ehk ka kui
lithikeste voi pikkade vektorite kaupa) me edasi liigume. Peab arvestama, et kui me
valime liiga suured sammud, siis me voime ,maha magada“ lahendi kiire muutumise
(kuna me liigume moodda vektorit, samal ajal kui kui kuskil poole tee peal oleksime
pidanud peatuma ja arvutama uue jarsema tousunurga ning liikuma edasi juba uue
vektori suunal). Teisalt, valides liiga viikesed sammud, peame tegema iileliia palju
arvutusi ja viimane ei pruugi arvutusaega silmas pidades olla just koige moistlikum
teguviis. Pealegi on arvutustépsus arvutites piiratud ja liialt viikseid samme ei saagi
valida. Selline vorrandi lahendamise idee on kirja pandav Euleri meetodiga, mille

iildise algoritmi sonastame natukese aja pérast.

Naide 3.1. Vaatame esiteks, kuidas Euleri meetodit rakendada konkreetse iilesande
peal, naiteks

y/:x_ya y(O):L S [072]

Margime, et iilesande tédpne lahend on
y(zr) = e_”:/xexdx =2 +zx—1

Viimast kasutame illustreerimaks Euleri meetodi kditumist tdpse lahendi suhtes.
Jagame 16igu [0, 2] neljaks vordseks osaks. Sel juhul sammupikkus h = 1/2 ja me
saame solmed
x9 =0, mlzl, To =1, m3:§, Ty = 2.
2 2
Kui punktis zy on lahendi vaartus g, siis lilkudes médda vektorit, satume punkti
(x1,71). Sel juhul vektori tousunurga tangens on arvutatav kui

A
tan(p) = 5
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yA Al

Ay =11 — 1

T

Zo I
Arvestades funktsiooni diferentsiaali moistet, saame

_ dy(zo)

de y (o).

tan(p)
Siit voime kirjutada
Ay - hy/(fﬁo) = hf(x()?y())a
ja seega litkudes moodda vektorit jouame punkti (z1, ), kus
y1 =vo + Ay =yo + h f(xo, o).

Sedasi jatkame, kuni jouame punkti (z4,y4).

| Tapne lahend
#-8-# Lahislahend

y1 = 1Yo+ hf(zo,y0)

1 1
14+ -(0-1) ==
) Y1 + 7 (0-1) 5

=
=]

=== Tapne lahend
@8- Lahislahend

y2 = y1 + hf(x1,y1)

1111y 1
275T5\2732) 73

=
=

23



ys = Yo + hf(z2,92)

L 1 1y 3
B=5Ty 2) "1

=
=

e lahend
#-9-% Lahislahend

e TP

ys = ys + hf(xs,ys3)

. 313 3)_9
Yr=3T9\27 1) 7%

Saadud murdjoont, mis ithendab punkte (0,1), (0.5,1/2), (1,1/2), (1.5,3/4) ja
(2,9/8), nimetatakse ka Euleri murdjooneks. Tédpsema lahendi saamiseks peaksime

votma rohkem solmi ja seega tegema ka rohkem arvutusi. ¢

Uldjuhul véime Euleri meetodit rakendada jirgmiselt (vt. [2, 3, 4, 5]). Esiteks

valime sammupikkuse h ja seejérel moodustame solmed
(L’z:ZEO—F’Lh, 220,1,2, (32)

[gale solmele vastab ldhislahend y;, mille arvutame eeskirjaga

Yit1 :yz_l_hf(xmyl)? 7;:07172a"' (33)

Sveitsi matemaatik Leonhard Euler (1707 - 1783) kasutas seda valemit juba 1768.
aastal.

Euleri meetod sobib oma lihtsuse tottu hésti oppematerjaliks, teda on kerge prog-
rammeerida ja lihtsamal juhul teeb ta oma t66 viga ilusasti dra. Samuti on Euleri
meetodi abil lihtne uurida vigade iilekandumist ligikaudsetes arvutustes ja veel teis-
tes sarnastes korvalefektides. Euleri meetod ei sobi aga néiteks vorrandite jaoks, mille
lahendid on kiirelt vonkuvad voi omavad viga jarske muutusi voi millede vaartused

muutuvad vaga ,pikal” skaalal.
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3.2 Taiustatud Euleri meetod

Viikesed “parandused” Euleri meetodis lubavad tuletada trapetsmeetodi (vt. [2, 4, 5])

h .

Uiv1 (trapets)

mr+mp
T2 Mp

Yir1 (Euler)

% % X
Li+1

Vaadates diferentsiaalvorrandit y' = f(x,y) kui vektorvélja, liigub Euleri meetod
mooda vektoreid, mille tous solmes z; on v/ (x;) = f(z;,y;). Tahistame selle téhisega
my = f(x;,y;). Analoogiliselt annaks Euleri meetod jargmises solmes x;,1 tousu
mr = f(Tiy1,¥ir1). Et arvutada védrtust y;.1, kasutame samuti Euleri meetodiga
leitud l&dhendit (prognoositavat tulemust voi siis ka ennustust) y;11 = y; + hf(zi, vi).
Siit saame, et mr = f(x; + h,y; + hf(x;, y:)).

Trapetsmeetod kasutab vektori tousuks kahe Euleri meetodiga leitud véartuse
aritmeetilist keskmist % Punktis x; on seega diferentsiaal dy muuduga h leitav
valemiga 2(my + mp). Mérgime, et meetodi nimi on tulnud themuutuja funktsiooni
y'(z) = f(z) integreerimisest

Tit1 Tit1
flapde = [ @)z = ylair) = ol
kus vasakule poolde on rakendatud trapetsvalemit

Tit1
h

[ Hadom (@) + fa)

T

Pannes need kaks tulemust kokku, saame

Y(rin) = () + () + F i)
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Markus 3.1. Trapetsmeetod (3.4) kannab ka taiustatud Euleri meetodi nime.
Hiljem me néeme, et taiustatud Euleri meetod on teist jirku meetod, s.t. tema
sammul tekkiv viga on jirku O(h?3), s.t.
ly(21) — | < OR7, (3.5)
kus © > 0 on mingi konstant.
Naide 3.2. Toome ara graafiku Cauchy iilesande
y =—(x—10)y, y(0)=-1, =z€]l0,14],

kohta. Sel korral lahend kéitub siledalt, kuid see-eest dérmiselt suures vahemikus.

Komplekt 2

-1e+021

-2e+021

3e+021 -

-4e+021

-5et021 -

Tapne lahend
Euler N=1024
Euler N=16384

X+oe

Téiustatud Euler N=1024
6e+021 1 1 1 1 1 1

Téiustatud Euleri meetod suudab sama arvu solmede korral (N = 1024) saavu-
tada oluliselt parema tulemuse, samal ajal kui Euleri meetod N = 16384 korral jaab

ikkagi natukene “lahjaks” relvaks. ¢

3.3 Integraali ligikaudne arvutamine Euleri meetodiga

Olgu meil meil antud integraal

/ f(s)ds. (3.6)

a
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Matemaatilise analiiiisi kursusest teame, et kui f on pidev funktsioon integreeri-
misloigul [a, b], siis ta on integreeruv sel 16igul. Siis leidub algfunktsioon F selliselt,
et F'(x) = f(x) iga argumendi z € [a, b] korral.

Kasutades dra Newton-Leibnizi integraali iilemise raja funktsioonina, kirjutame

F(x):/f(s) ds, € lab.

Siit tekib Cauchy iilesanne
y' = f(z), yla)=0, (3.7)

kus tundmatu funktsioon y tahistab algfunktsiooni F'. Lahendi y leidmisel saame

arvutada integraali

Naide 3.3. Olgu meil vaja leida integraal

1
I—/sds.
21

Antud juhul on véga lihtne ndha, et integraal I vordub nulliga, kuna tegemist

on simmetriliste rajadega ja integraalimérgi all on paaritu funktsioon (s.t. f(z) =

—f(=x)).

Moodustame Cauchy {ilesande

Leiame Euleri meetodiga, kasutades sammu h = %:

I
(@]
+

N[
X
—~
|

—_

S—

I

|
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o
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|
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Tulemus on Euleri meetodi korral iisna ebatédpne, aga toome vordluseks graafiku
tapse lahendi, Euleri meetodi ja taiustatud Euleri meetodi vahel, kus on kasutatud

viite solme, ehk N = 4:
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0.2 T T T

Ao
i
¥(x) ~ 0.2F =
Y
¥
v " \ / i
+* 4
- 0.6 b
—07s, + *
- DS 1 1 1
-1 -0.3 i] 1] 1
=0 ®, X xf
Tapne lahend
Taiustatud Fuler lahend

+ 4+ Euler lahend

Taiustatud Euleri meetodi téotab oluliselt paremini. Me saame tegelikult ka Euleri
meetodiga suhteliselt hea tulemuse, kui suurendame solmede arvu. Toome joonise

N = 32 jaoks:

02 T T T
dox107 1
N /
N /]
y(x) N /
+
Y g2t A /’ .
v N /.
see ha ¥ /
* Pak
, So.
_n4k LN P _
Lt . / R
¢ “‘ - . r * ¢
L e e S
MER T R B
~0.531,
—Dﬁ 1 1 1
-1 -05 0 0.5 1
=0 %, X xf
Tapne lahend
Tatstatud Euler lahend

+++4 Euleri lahend

O

Naide 3.4. Votame vaatluse alla mone keerulisema integraali. Néiteks

I = /\/sinsds
0
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ei ole leitav elementaarfunktsioonide abil. Integraali vaartus I ~ 2.39628 on leitud
arvutiprogrammidega, mis kasutavad siinkohal elliptilisi funktsioone. Paneme téhele,

et v/sinz on siimmeetriline punkti x = 7 suhtes. Seega voime leida

/2

I:/\/sinsd5:2/\/sin5ds.
0 0

Moodustame vastava Cauchy tlesande
"=2vsinz, y(0)=0.

Sel juhul lahendi y korral I = y(7/2). Toome vordluseks Cauchy iilesande lahenda-

miseks kasutatud Euleri meetodiga ja Téaiustatud Euleri meetodiga leitud lahisvaér-

tused:
N | Euleri meetod viga | Taiustatud Euler viga
2 1.32088 1.075 2.10628 0.290
4 1.90121 0.495 2.29391 0.102
8 2.16375 0.233 2.36010 0.036
16 2.28532 0.111 2.38349 0.013
32 2.34267 0.054 2.39176 0.005

Toome naiiteks ka sellise lahenduse, kus me ei kasuta integraaliga seotud siim-

meetria omadusi. Sel juhul koostame Cauchy iilesande
y' = Vsinz, y(0)=0.

Siin lahendi y korral I = y(m). Niitid juhtub selline efekt, et téiustatud Euleri meetodi
ei anna meile paremat tulemust punktis z = 7 (kuigi vahepealsetes punktides annab).
Pohjuseks on asjaolu, et f(m,y) = Vsinm = 0 iga y vidrtuse korral ja tdiustatud
Euleri meetod ei anna viimasel osaléigul oma lisakordajaga Ko = h f(z,_1+h, yp_1+

hf(Zn-1,Yn—1)) mitte midagi juurde.

N | Euleri meetod viga | Taiustatud Euler viga
2 1.57080 0.825 1.57080 0.825
4 2.10628 0.290 2.10628 0.290
8 2.29391 0.102 2.29391 0.102
16 2.36010 0.036 2.36010 0.036
32 2.38349 0.013 2.38349 0.013

29



Olgu toodud joonis Euleri meetodi ja taiustatud Euleri meetodi kiditumise koh-
ta antud {ilesande lahendamisel 4 osaldigu korral (ndeme, et siin tdiustatud Euleri

meetod kaotab oma eelise viimasel osaloigul).

3 T T T

2.396,

Euler
T_Fuler

Tapne vaartus
- - - - Euleri meetod
Taiustatud Euleri meetod

Selliselt saab integraali leida ka teiste meetoditega, sealhulgas palju tdpsemate
meetoditega, mida vaatame tulevastes praktikumides. Loomulikult on sellised numb-
rilised meetodid pigem kasutamiseks koos arvutiga, kasitsi leidmisel on tehtav t60
litalt suur. Késitsi tegemiseks sobivad aga kiillalt hédsti meie poolt vaadeldud kaks

esimest meetodit: iteratsioonimeetod ja lahendi arendamine astmeritta.

3.4 1 jarku diferentsiaalvorrandite siisteemid

Olgu meil antud m vorrandist koosnev harilike diferentsiaalvorrandite siisteem

(3.8)

koos algtingimustega

z21(x0) = Uy oo Zm(T0) = Ul (3.9)
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Téhistades otsitavate funktsioonide z(x),..., 2z, (x) viirtusi solmedes z,...,zy,

N € N jargmiselt:
21<Ii> :zlyi,...,zm(xi) :Zmﬂ', iIO,...,N,

saame natieks Euleri meetodit kasutades valja kirjutada

( \
2141 = 215+ b (T, 210, 220, - o Zm)
Zoir1 = Z2i+ h folTi, 214, 22540 - - s Zmi ,
i+ K f ( 79 K2 KX ) m,z) : 2207.”’]\[_ 1 (310)
[ Zmi+l = Zmyi T b fon (s 21,05 2245 - -+ Zmii) J

Viimane on vektorkujul lihtsalt kirja pandav,

Zir = Z;+ hF(x;,Z;), i=0,...,N —1, (3.11)
voi ka kujul
21,i+1 214 f1($z‘, qz‘)
e f2($f’ ) . i=0,...,N—1. (3.12)
Zm,i+1 Zmi fm (i, Zz)

Naide 3.5. Vaatleme diferentsiaalvorrandite siisteemi

2 =22 — 22

2h =2 — 2y — T 25

2(0) =0 ’
L 22(0) =2

kus otsitavateks on funktsioonid z;(x) ja zo(x). Téhistame jargmised vektorid

o 0 5 z 5 z = S 22 — 22
ZOI 721: b 7Z: ' ,F(SE,Z): ? '

2 221 29 2] — 2y — T 23
Olgu h = 1/2, siis 1 = zg + h = 1/2. Leiame vektori 7, véirtused Euleri meetodiga
7y = Zo+ h F(0, Zy)

ehk
1 22-2-0 2
Zo1 2 2\ 0-2-0-2? 1
Saime, et 21(0.5) = 2 ja 23(0.5) =~ 1. ©
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3.5 Korgemat jarku diferentsiaalvorrandid

Olgu antud m-jarku (m > 2) harilik diferentsiaalvorrand normaalkujul
y"(z) = F (z,y(),y (2), ...,y (@)
koos algtingimustega
y(wo) = o, ¥'(wo) =yp, - YV (x0) = w'”

Vottes appi uued muutujad

[ @) =a) ‘
4(z) = ()
A4(x) = 2(x)
2 a(2) = 2 ()
| (@) = F(@,y(@), 1), 2na (@) |

ning algtingimused (3.14) teisenevad kujule

y(zo) =vo, 21(x0) =95, - -» zm1(z0) =1y "

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Osutub, et arvutitega on siisteemi (3.16)-(3.17) iildjuhul palju lihtsam lahendada

kui esialgset tilesannet (3.13)-(3.14).

Naide 3.6. Vaatleme kolmandat jarku diferentsiaalvorrandit

m_

y" = —yy + xsin(y”)

algtingimustega

Teeme muutujavahetused
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Sel juhul saame diferentsiaalvorrandite siisteemi

Yy =z
2] =29
2 = —yz + xsinz

koos algtingimustega

y(0) = z1(0) =0, 29(0) =1.

Siisteemi lahendamine annab meile lisaks esialgse vorrandi lahendile y(x) veel tema
esimese tuletise z1(x) ja teise tuletise zo(x), mida tegelikult meil otseselt vaja ei ldhe.

<
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