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Kiesolev peatiikk on kirjutatud konspekti [2] ja [3] pohjal. Uhesammulised mee-
todid nagu naiteks Runge-Kutta meetodid arvestasid y;,; leidmisel ainult seni ar-
vutatud l&hislahendi y; ja funktsiooni f védéartust f(x;,y;), seejuures tehti palju lisa-
arvutusi tulemuse tapsustamiseks. Selline ldhenemine on algtingimustega iilesannete
puhul loomuomane.

Mitmesammuliste meetodite puhul iiritatakse adra kasutada seni leitud lahendist
rohkem véértusi (nn. lahendis endas peituvat informatsiooni) ja igal sammul arvuta-

takse juurde ainult iiks funktsiooni f vaartus f(x;i1,yiv1)-

5.1 Ilmutatud Adamsi valemid

Adams-Bashforth’i kahesammuline ilmutatud meetod,

3 1 .
Yiv1 = Y + h §f(xlvyz> - §f<xi—17yi—l) 3 1= 172737 s (51)

Osutub, et see on teist jarku meetod. Paneme téhele, et skeem vajab algtabelina
vaartusi yo (antud) ja y; (tundmatu, mille voib néiteks leida mingi Runge-Kutta
meetodiga). Toome vordluseks #ra teist jirku Runge-Kutta meetodina keskpunkti

meetodi,

h h .
yz+1:yz+hf<xz+§7yz+§f<xz7yl>>’ 7'2071727"“
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Vordluseks:

2-sammuline meetod 1-sammuline meetod

y1 = leida mingi valitud meetodiga | y1 = yo + h f (zo + %, yo + % f (20, Y0)
yo=y1+h(3f(@,m) — 5f (2o, %)) | o=y +hf(z1+ %y +2f(x1,m)
Y3 =1Yya+ h (%f(@, Ya) — %f(xhyﬂ) ys=1y2+hf (1‘2 + %, Y2 + %f(wz,yz)
ys = ys +h (3f(23,y3) = 5/ (02,92)) | ya =ws +hf (23 + 5,45 + 5 f(ws,93))

Néeme, et Runge-Kutta 2-jarku meetodis tuleb igal sammul teha kaks uut funktsiooni

)
)
)

f véadrtuse arvutamist, kuid kahesammulises meetodis ainult iiks uus funktsiooni f
vadrtus (koik iilejadanud véadrtused on varem leitud, f véédrtusi arvutatakse ainult
,taissolmedes” x; ja need salvestatakse arvutis eraldi vektorisse).

Edaspidi téhistame funktsiooni f vddrtusi punktis (z;,y;) jargmiselt:
fi=fzi,y:), 1=0,1,2,.... (5.2)
Olgu meil jéllegi 16igul [a, b] antud s6lmed
a=xg <z < --<xNy=0

Téhistame h = 2%, Lisaks, y; = y(z;), i =0,..., N.

Definitsioon 5.1. Diferentsvalemit kujul

Yimr=Yi+h|Bofi+Bifici+-+Bufice|, 0k < (5.3)

nimetatakse ilmutatud Adamsi valemiks ehk Adamsi ekstrapolatsioonivalemiks.

Inglise astronoom John Couch Adams (1819-1892) avaldas selle valemi veidi teisel
kujul juba aastal 1883.

Kordajad fy, ..., Bk on tavaliselt konkreetse valemi jaoks méaédratud. Seega née-
me, et kui me teame algtabelit yo, ..., yx, siis on valemis (5.3) voimalik y;,1 vélja
arvutada nii, et kasutatakse éra juba varem leitud vaartused yo,...,y; ja fo,..., fi-
Siinjuures tehakse igal sammul ainult iiks uus funktsiooni f arvutamine. Uldjuhul

kiib diferentsmeetodite kasutamine jargmise pohimotte kohaselt:

Naiide 5.1. Olgu antud ilmutatud Adamsi valem kujul

h )
Yit1 :yi+ﬁ (23f;i =16 fio1+5fie), ©>2.

46



Kuna i > 2, siis selle skeemi abil saaksime esimese vaartusena leida ys. Sel juhul 14-
heb meil y3 leidmiseks vaja y, vadrtust ja lisaks fo, f1, fo. Funktsiooni f arvutamiseks

punktides (xg, y0), (z1,y1) ja (z2,y2) on meil vaja teada ka yo ja y;.

1. Leiame algtabeli yg, y1, yo mingi teise meetodiga, niiteks Runge-Kutta meetodi-
tega voi néiteks iteratsioonimeetodiga. Tavaliselt algtabel ei ole suur, tiiiipiliselt
mitte iile 5 lilkme ja arvutustele tehtav ajakulu on iisna tiihine. Saadud tule-
mused salvestatakse naiteks vektorisse Y = (yo,y1, y2). Mérgime, et Cauchy

iilesande korral yy on juba antud, seega meie juhul jaabki leida kaks vaéartust

Y1 ja ya.
2. Arvutame fo,..., f» ning salvestame koik viirtused vektorisse £ = (fo, f1, f2)-

3. Kasutame y3 leidmiseks meie valemit, kus uusi funktsiooni f vaértusi ei ole vaja

leida. Saadud tulemuse lisame vektori Y 1oppu: Y = (Yo, Y1, Y2, Y3),

h
y3:y2+ﬁ (23f,—16f1+5fy).

4. Arvutame f3 = f(w3,y3) ja pikendame F' vektorit: F= (fo, f1, f2, f3)-
5. Kasutame y, leidmiseks uuesti meie valemit,
Ya 23/3‘1'% (23f3 =16 fa+5f1).
Saadud tulemuse lisame vektori Y loppu: Y = (Yo, Y1, Y2, Y3, Ya)-

6. Nii jaitkame samm sammult kuni jouame soovitud punkti (enamasti siis 16igu

[a, b] parempoolsesse otspunkti b).
o

Naide 5.2. Vaatleme diferentsiaalvorrandite siisteemi
4

1 1
=10 (ybfsin(y—i—s) ds —xofsin(x+8) ds)

1 1 1
% =z [ sin(x + s) ds (28—zfsin(z+s)ds) —y [sin(y + s)ds
0 0 0
1 1 1
L =gy [sin(z + s)ds [sin(y + s)ds — 5z [ sin(z + ) ds
0 0 0

\
Algtingimuste z(500) = 6, y(500) = 6 ja z(500) = 6 korral saame l6igul ¢t €
[500,500 + 0.01 N| lahendades jiargmised arvutusajad (programmiga Mathcad 15,

Ve

titleme et umbes keskmise lauaarvutiga):
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N Runge-Kutta 4. jarku valem | Adamsi ilmutatud skeem
1024 1.1 sek 0.3 sek
2048 2.4 sek 0.7 sek
4096 4.6 sek 1.2 sek
8192 8.3 sek 2.1 sek
16384 16.7 sek 4.2 sek
32768 33.5 sek 8.5 sek

Adamsi skeemiks on 3-jarku meetod y; 11 = y; + 1—h2(2Sfi — 16f;_1 + 5fi—2), kuigi
arvutusaegade mottes ei ole suurt vahet, millist ilmutatud skeemi kasutada. Naeme,
et Runge-Kutta meetod on toepoolest umbes neli korda aeglasem, kuna igal sammul
tehakse kolme f arvutuse asemel 12 arvutust (siin igal etapil tuleb arvutada kolme
funktsiooni x(t), y(t), z(t) vorrandeid).

Eespool olev vorrandisiisteem on kiill saadud veidi kunstlikult. Nimelt, asendatud

on klassikalises Lorentzi siisteemis

@ =10(y—2)
% =z(28—2)—y (5.4)
& eyt

funktsioonid z,y ja z vastavate korrutistega, mis sisaldavad integraali siinusest. Siis-
teemi (5.4) vorduste parematel pooltel asuvad arvutuslikult oluliselt lihtsamad funk-
tioonid. Jargmisest tabelist ndeme, et sel juhul mitmesammulisel meetodil nii suurt

eelist ei ole (kuna pole midagi keerulist arvutada):

N Runge-Kutta 4-jarku valem | Adamsi ilmutatud skeem
4096 0.02 sek 0.00 sek
8192 0.04 sek 0.02 sek
16384 0.07 sek 0.04 sek
32768 0.13 sek 0.08 sek
65536 0.27 sek 0.16 sek
131072 0.58 sek 0.33 sek

Lorentzi siisteem (5.4) on iiheks klassikaliseks kaose tekkimise néiteks (sellise siis-
teemi puhul muudab pisemgi arvutusviga lopptulemust véga oluliselt). Lorentzi siis-
teemi rakendatakse atmosfédarifiitisikas ilma ennustamise mudelites. Néiteks Lorentzi

liblika graafik (ehk z— ja z—telje projektsioonid y-teljele) néeb vilja selline:
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Projektsioon x- ja z-teljel

30
|:\tulzmusp 1)l

2 [\ Eul;musz.),,ﬂ)

4611,

22 3 2
~17.83, |:|tulzmusp ”Jo |:\tulemu52|) ])Jo 1838,

xtelg

Lorentzi 66kulli silmade graafik (ehk y— ja z—telje projektsioonid z-teljele) :

Projekisioon y-ja z-teljel

. |:\tulzmusp ,)J2

H [\ t’ul;musZDV‘)J)

4611,

~23.853, ) |:|tulzmusp ,)Jl |:\tulemu52|) ]);|1 ) 24.923,

yelg

5.2 Adamsi diferentsvalemite tuletamine
Olgu y vorrandi ¢’ = f(z,y) lahend 16igus [a, b]. Siis kehtib

Y(z) = fz,y(x)), Vo elab].

Integreerime seda vordust osaloigul [z;, z;44]:

[ veas= [ st as

Siit saame
Tit1
i) =yle) + [ s ds 53
Kasutades algtingimust y(xg) = 1y saaksime samm-sammult arvutada

y(x1),y(z2),...,y(xy). Probleem on aga selles, et me ei saa leida tépselt in-
tegraali [7" f(s,y(s))ds, kuna sece sisaldab ka meile tundmatut funktsiooni

Y.
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Intergraali leidmiseks saame appi votta mingi kvadratuurvalemi. Enamasti on

need kujul
b

/F(s) ds ~ (b—a) ZﬁjF(tj), m €N, (5.6)

a

kus kordajad ; on kvadratuurvalemi kaalud, mis on konkreetse kvadratuurvalemi
jaoks juba teada ning t; on kvadratuurvalemi solmed, mis on samuti teada. Valime
(k + 1) solmega kvadratuurvalemi, mille sdlmedeks on z;, z;_1,... 2k, ¢ > k. Sel
juhul nendes solmedes on meil leitud lahendi y ldhisvaartused v;, y; 1, ..., yi_k, mille
abil saame arvutada f;, f;_1,... fi—x. Sel juhul
Titl k k
/ f(S,y(S))dS ~ hZij(mi—jayi—j) = hZiji—j7 k e N. (57)
b 5=0 5=0
Ti+1
Asendades integraali [ asemel kvadratuursumma (5.7) valemisse (5.5), jouamegi
valemini (5.3). 1
Naide 5.3. Kasutades avatud otspunktiga keskpunkti kvadratuurvalemit
t1
h h3
g(x)dz =hg|to+ 5) T g9 (&), &€ (to,t1),
to
saame 16igul [z;_1, ;1] kvadratuurvalemiks
Tit1

/fﬂaM@wwzzhquanzahﬁ.

Ti—1
Analoogiliselt eelnevaga saame kirjutada
Ti41 Ti41
| weras= [ seaonds
Ti—1 Ti—1

Siit saame iihe ilmutatud diferentsmeetodi

Yir1 = Yi1 + 20 fi
o

Naide 5.4. Kasutades trapetsvalemit
t1 h3

[ o@)de =5 (altn) + glta)) - 9", €€ (tot)

to
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saame 16igul [z;, z;41] kvadratuurvalemiks

Li+1
h

[ s ds G v ylainn) + fas ) = 5 Fovs + 1)

Analoogiliselt eelnevaga saame kirjutada

/:M y'(s)ds = /:m f(s,y(s))ds.

7 7

Siit saame {ihe Adamsi ilmutamata skeemi (trapetsmeetodi)

Yit1 = (fz+1 + fi).
o

Naide 5.5. Korgemat jarku valemite tuletamiseks alati tavaparastest kvadratuurva-
lemite kasutamisest ei piisa. Esiteks peame oma funktsiooni asendama mingi inter-
polatsioonipoliinoomiga. Naiteks saame kasutada k-jarku Lagrange’i interpolatsioo-

nipoliinoomi

k
t—1;
o(t) = Pl = S o) [T =2
i=0 j=0"*
J#

mille korral kehtib poliinoomi P, vordumine funktsiooniga ¢ koikides solmedes
to, ..., tx ehk g(t;) = Pi(t;), i = 0, ..., k. Olgu meil néiteks kolm sélme x;, x;_1, z;_o.
Sel juhul saame f(s,y(s)) jaoks ruutpolitnoomi kujul

2

2
Fls,u(s)) = Po(s) = 3 Faswlee) [ =2 s € s
j=0 k=0 "' L
k#j

Analoogiliselt eelnevaga saame kirjutada

/:H y'(s)ds = /:H F(s,y(s)) ds,

milles pérast interpoleeriva poliinoomi kasutamist (arvestades, et jaiklitkme oleme

jatnud korvale) jouame tulemuseni

LTi4+1
S — Xi—k
yz+1—yz+§ f'TZ_]7 ng / || ds.
x; 371 —j =
k#]

'L
Siit naiteks

Tt (s —xi1)(s — x4-9) o B i
f/x ( ds—_/mi (s = wia)(s —win) ds = 23 figs,

x; — xio1)(x; — x4-2) 2h?

ol



fi / ( e 9“”;(5 —ris) g S / T s (s—ia) ds = —16 fiy -

Ti—1 — X5 (xl-,l — wi,2> h? ; 12

o [ AT g e [T e s =5 gy

Ti—2 — Iz’)(ﬂ%—z - l’z‘—1) 22 z

i

i

Kokkuvottes oleme tuletanud iihe Adamsi ilmutatud kolmandat jarku valemi

h )
Yigl = Yi + E(23fi —16fio1 +5fic2), i>2

Margime, et antud juhul tuletasime ka tihe voimalikest kvadratuursummadest, mis ei
kasuta koiki solmi integreerimisloigu sees, vaid ka véljaspool integreerimisloiku:

a+h

/Q(S)dS%%(239(@)—169(a—h)—|—5g(a—2h)), a € R.

a

5.3 Ilmutamata Adamsi valemid

Kui me kasutame vorrandis (5.5),

o) =y(e) + [ Fsy(s)) ds 55)

Tit1
integraali [ leidmisel (k + 1) solmega kvadratuurvalemi asemel (k + 2) solmega
valemit, Siislanaloogiliselt asendades

k
Y(@iv1) = y(z:) +h Z Bif(wij, yi-j) (5.9)
j=—1
jouame valemini
yiti =Yyi +h(Bafiii+8fi+- + A fin), 0<k<i, (5.10)

mida nimetatakse f_; # 0 korral ilmutamata Adamsi valemiks ehk Adamsi
interpolatsioonivalemiks. Paneme téhele, et ilmutamata Adamsi valemis (5.10) esi-
neb liige fiy1 = f(%i1,yir1) ehk tundmatu véértus y;.; esineb nii vorrandi vasa-
kus kui paremas pooles. Seega y; ;1 leidmiseks tuleb lahendada teatav vorrand ku-
jul yir1 = P(y;41). Imutamata diferentsvalemeid kasutatakse tavaliselt ilmutatud
diferentsvalemite abil leitud lahendi ldhisvaartuste tdpsustamiseks ja tdpsuse hinda-
miseks. Kuidas tapsemalt selliseid valemeid praktikas kasutada ja milleks nad head

on, seda vaatame juba tulevastes loengutes.
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5.4 TUldised diferentsmeetodid

Miérgime, et Adamsi valemid (5.5) ja (5.10) on erijuhuks iildisematele diferentsmee-

toditele kujul

a_1yiv1 + ooyi + - +ouyiok = h(Boafipr + Bofi + - + Bifiik ), 0 <k <i,
(5.11)
kus Adamsi valemite korral a_; = 1, ag = —1 ja oy = -+ = o, = 0. Valemit (5.11)
nimetatakse ilmutatud diferentsvalemiks, kui 5_; = 0 ja a_; # 0 ning ilmutamata

diferentsvalemiks, kui 8_; # 0.

[lmutatud tugevalt stabiilsed valemid Algtabel | Jadklitkme peaosa
yi+1:yi+hfi >0 1h2y® (z;)
Yir1 = (sz fi-1) 1 >1 ih?) 3 (z;)
Yir1 = Ui + 15(23f; — 16 fi_1 + 5fi—2) > 2 ahtyW(x;)
Yiyr = Yi + £(55f' —59fi1 +37fica—9ficg) | >3 22hPy ©)(;)
Yis1 = Yi + =5 (1901 f; — 2774 fi_q + 2616 fi_» i>4 25 1Sy (z;)

—1274f;_5 + 2514, ,)

[Imutatud norgalt stabiilsed valemid

Yit1 = Yi—1 + 2hf; 1>1 %h:‘y(?’) (z:)
Yir1 = Y1 + 5(7fi = 2fic1 + fia) 122 gh'y® ()
Yit1 = Yi-1 + 3 (sz 5fic1+4fico — fi-s) >3 %hg’y@(%)
[Imutamata tugevalt stabiilsed valemid

Yirr = Yi + 2(fir1 + f) 20 — 351’y (@)
Yir1 = Yi + 15(5fir1 + 8fi — fim1) i >1 —ih4 @ ()
Yir1 = Yi + 2 (9fix1 + 19fi — 5fict + fizo) 122 —aah’y® (@)
Yirt = Ui + 7y (2511 + 646, — 264 i i>3 A E)

+106f;—2 — 19f;_3)

Koige olulisem, mis siit tabelist ndha voib, on erinevus ilmutatud ja ilmutama-

ta valemite jadkliilkmete peaosades. Sama jarku ilmutamata meetodites on vastavad

251 h5

720 (wz) ja vastava ilmuta-

kordajad keskmiselt kiimme korda viiksemad, néiteks
mata skeemi jaaklitkme peaosa on —%h5y(5) (x;). Sellepérast tasub ka é&ra ilmutamata

meetodite kasutamine, olgugi et tuleb teha lisatood vorrandi paremal pool oleva suu-
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ruse y;+1 leidmisel. Viimast annab aga vaga efektiivselt dra kasutada sammul tekkiva

vea hindamisel ja selles mottes mingit ressursi raiskamist ei toimu.

5.5 Ilmutamata diferentsvalemite kasutamine

Ilmutamata valemis

Yirr = yi + h (Boaf (Xip1, yirr) + Bof (xi, y1) + - + Af (Xicw, yiek) ), 0 <k <1,

(5.12)
asub tundmatu g;,; vorrandi vasakus pooles kui ka paremas pooles, liikmes
f(zis1,yis1). Praktikas sel juhul me ei hakka tundmatut y;,1 leidma vorrandi tépse

lahendamise teel, vaid kasutame iteratsioonimeetodit.

1. Esiteks leiame algtabeli yg, 41, ...,y ja nendele vastavad funktsiooni f véartu-

sed anfb"'afk'

2. Teiseks leiame olemasoleva info pohjal mingi muu meetodiga y algvaartuse
punktis z;, 1, tihistame selle 3? t1- Kuigi kasutatav meetod voib olla vabalt vali-
tud, siis enamasti on otstarbekas kasutada sama jarku ilmutatud valemit, kuna
siis saab ilma suuremate lisaarvutusteta dra kasutada varem leitud vaartusi
Yis Yi-1s -+ Yiek Ja fiy fim1, ooy ficke

3. Leitud alglahendi g9, , abil arvutame funktsiooni [ vadrtuse f2, :=

f(@iga, yzo-l-l)'

4. Saadud f véértuse abil lelame ilmutamata valemi (5.12) abil uue y véértuse

punktis ;41, tdhistame selle y; ;.

5. Uldjuhul voimegi niiiid juba minna jirgmise sammu %, leidmise juurde, kuid
kui me tahame, siis voime vihemalt paar korda oma iteratsiooni jatkata. Nimelt,

voime leida fly ) := f(zi1,yiyq) ja seejérel (5.12) abil y7,, jne.
6. Votame y lahisvaartuseks punktis ;4 viimasena leitud suuruse v, ;, n € N.

Vaatleme lahemalt, mitu iteratsiooni ¥, ; leidmiseks meil tegelikult vaja lédheb.

Kirjutame ilmutamata Adamsi valemi

K
Vi1 = Ui+ DB f (T, yi) +h Y Bifie;

Jj=0
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jargmisel kujul
k
o(y) =vi +hp_rf(zig1,y) +h Z Bjfi—j
j=0

Suurus ;41 on vorrandi
y=e(y)

lahend, millel leidmiseks kasutame iteratsioonimeetodit:

yrtt =oly), n=0,1,.... (5.13)

Arvutusmeetodite kursuses (vt. [5]) ndidatakse, et iteratsioonimeetod (5.13) koondub
(s.t. limy o0 Y21 = Yit1, Kus yi41 on vorrandi y = ¢(y) lahend), kui suurusi y; 41 ja

Y, sisaldaval loigul
[Py <o <1.

Seejuures koonduvuskiirust iseloomustab vorratus

Yiv1 — y:ﬁ:ﬂ < 0lyir1 — ?/?+1|-
Meie juhul
¢'(y) = hB-1 £y (i1, y)
ja
&' (y)| < M|B-1]h,
kui vaadeldavas piirkonnas |f,(x;11,y)| < M. Saame, et iteratsioonimeetod (5.13)

koondub, kui

See on samavéirne tingimusega

1
M|B|

Markus 5.1. Praktikas valitakse vajaliku tdipsuse saavutamiseks samm h nii, et

1
h< ———.
~ 20 M[B]

h <

Stis iga jargmise lihendi viga on vdhemalt 20 korda vdiksem eelmise ldhendi veast
ja puisab praktiliselt ainult iihest iteratsioonisammust, sest iteratsiooniprotsessi jatka-

misel on edasised tdpsustused vdiksemad ilmutamata valemi enda veast.

95



Viited
[1] J. Janno. Arvutusmeetodid. Tallinna Tehnikaiilikool, 2008.

[2] A. Pedas. Diferentsiaal- ja integraalvorrandite ligikaudne lahendamine (loengu-

konspekt). Tartu, 2007.
[3] T. Sauer. Numerical analysis. Pearson, 2012.
[4] E. Tamme. Arvutusmeetodid II. Tallinn, 1973.

[5] E. Tamme, L. Vohandu, L. Luht. Arvutusmeetodid I. Tallinn, 1986.

56



