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Enne integraalvorrandite juurde minemist, kordame iile moned tuntud moisted ja

definitsioonid (vt. nt. [4]).

9.1 Maaratud integraalid

Definitsioon 9.1. Funktsiooni F' nimetatakse funktsiooni f algfunktsiooniks inter-
vallis X, kui
F'(z) = f(z), VrelX.

Naide 9.1. Niiteks, F'(z) = x + C on suvalise konstandi C' € R korral funktsiooni
f(z) = 1 algfunktsioon 16igul (—o0,00), kuna F'(z) = 1 iga © € (—o0,00) korral.
Samuti on intervallis X funktsiooni 3/(x) algfunktsiooniks F(z) = y(z) + C, kuna
F'(xz) =y/(z) iga x € X korral. Teisalt ei leidu algfunktsiooni katkeva funktsiooni

1 x>0
flz) =

-1 <0

korral. Sellisele funktsioonile sobiks pidevaks algfunktsiooniks F(z) = |z| + C, aga

kahjuks ei ole see funktsioon diferentseeruv punktis x = 0. ¢
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Olgu jargnevalt f mingis 1oigus L maédratud funktsioon, millel on selles loigus
algfunktsioon F, s.t. F'(xz) = f(z) iga « € L korral. Olgu a ja b selle 16igu suvalised
punktid (voib olla ka néiteks b < a voi b = a).

Definitsioon 9.2. Arvu
F(b) — F(a)

nimetatakse funktsiooni f Newton-Leibnizi integraaliks rajades a-st b-ni ja téhista-

takse
b

/ (@) da.

a

Lemma 9.1. Newton-Leibnizi integraal on tiheselt madratud.
Olgu funktsioon f integreeruv loigus L ja olgu a ja x mingid selle loigu punktid.

Definitsioon 9.3. Funktsiooni
O(x) = /f(t) dt, VzelL,

nimetatakse Newton-Leibnizi integraaliks iilemise raja funktsioonina.

Lemma 9.2. [7] Uldine Leibnizi integraali reegel. Kui f(z,y) ja %f(x, y) on pidevad
ristkilikus [a, b] X [c, d], funktsioonid a(z) ja f(x) aga diferentseeruvad loigul [a, b] ning
nende muutumispiirkonnad kuuluvad loiku [c, d), siis kehtib valem

B(x)

B(z)
= [ s = 3@ 5@) - @ ale) + [ Sy o€ ol
() a(z)

(9.1)

Jargnevalt tuletame meelde ka Riemanni integraali definitsiooni. Moodustame

16igus [a, b] mingid s6lmed
a=xg <z < - <xTN_1<xN =0

Fikseerime igas osaloigus mingi punkti §; € [x;_1,x;],7 = 1,..., N. Sel juhul v6ib igas
osaldigus [x;_1, z;] moodustada ristkiilikud korgusega f(&;) ja laiusega h; = x; — x;_1.
Sellise ristkiiliku pindala on alus korda korgus ehk f(&;)h;.

Arvutame koigi nende ristkiilikute summa

azZﬂmm
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4

S

X

c3

: n
ro=a x1 r2  m3... L1 Tp=b

Olgu h maksimaalse osaloigu pikkus ehk h = max;—; _n h;.

Definitsioon 9.4. Oeldakse, et arv I on suuruse o piirvidrtus protsessis h — 0, kui

vastavalt suvalisele € > 0 leidub selline § > 0, et alati, kui A < ¢, kehtib vorratus
|1l —o| <e¢,

soltumata 16igu [a, b] jaotusviisist ja punktide §; valikust osaloikudes [x;_1,z;], i =
1,..., N. Seda piirvadrtust mérgitakse

I = limo.
h—0

Definitsioon 9.5. Piirvaartust lim;,_.o o nimetatakse funktsiooni f Riemanni integ-
b

raaliks 16igus [a, b] ja mérgitakse siimboliga [ f(x) dx. Funktsiooni f(x), millel leidub

Riemanni integraal 16igus [a, b], nimetatakse integreeruvaks (Riemanni mottes) selles

loigus.

Mérgime, et 16igus [a, b] Riemanni mdttes integreeruv funktsioon peab olema to-
kestatud selles loigus. Vastasel korral sisaldaks Riemanni summa mingit lopmata

suure pindalaga ristkiilikut (voi vihemalt mé&ramata pindalaga ristkiilikut).

Naide 9.2. Niiteks on eelnevalt vaadeldud katkev funktsioon

-1 <0

16plikul 16igul [—b, b] integreeruv Riemanni mottes (joonega eraldatud kujundi pind-
ala on tokestatud), kuid ei ole integreeruv Newton-Leibnizi mottes (kuna ei leidu

algfunktsiooni). Mérgime, et funktsiooni integreerumiseks Newton-Leibnizi mottes
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on tarvilik funktsiooni pidevus, aga Riemanni mottes integreerumiseks see tarvilik
ei ole. Samas leidub funktsioone, mis ei ole integreeruvad kummaski mottes. Naiteks

Diriclet’” funktsioon (vt. nt. [1]):

1 reQ

D(z) = .
-1 z¢Q
Diriclet’ funktsioon on katkev igas punktis. ¢

Teoreem 9.1. Kui loigus [a,b] Riemanni mottes integreeruval funktsioonil f on ole-
mas algfunktsioon F selles loigus, siis Riemanni ja Newton-Leibnizi mddratud integ-

raalid on vordsed ehk kehtib Newton-Leibnizi valem
b
/ f@)dt = F(b) — Fla).

Lemma 9.3. Loigus [a,b] pidev funktsioon on integreeruv selles loigus nii Newton-

Leibnizi kut ka Riemanni mottes.

9.2 Integraalvorrandite pohitiitlibid

Antud alapunkti materjal péarineb konspektist [5].

Definitsioon 9.6. Integraalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles otsitav funkt-
sioon esineb integraali méargi all. Soltuvalt sellest, kas otsitav funktsioon sisaldub
vorrandis lineaarselt voi mittelineaarselt, liigitatakse integraalvorrandeid lineaarse-

teks ja mittelineaarseteks.

Kiillaltki iildine lineaarne integraalvorrand on esitatav kujul

B(x)
s0) =\ [ K(t.s)s)ds = 1(0), te 03] (9.2

Siin kordaja ¢(t), arvuline parameeter A, integraali iilemine raja 5(t), tuum K(t, s)

ja vabaliige f(¢) on antud suurused ning y on otsitav funktsioon.

Definitsioon 9.7. Kui f(t) = 0, siis nimetatakse vorrandit (9.2) homogeenseks,

vastasel korral mittehomogeenseks.
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Definitsioon 9.8. Vérrandi (9.2) lahendiks nimetatakse funktsiooni y = ¢(t), mis on
méératud 16igul [a, b] ja mille asetamisel vorrandisse (9.2) saame samasuse muutuja

t suhtes. Sel korral 6eldakse ka, et y = ¢(t) rahuldab vorrandit (9.2) 16igul [a, b].

Enamasti oma kursuses otsime me lahendit y(¢), mis oleks pidev 16igus [a, b]. Eri-
nevus diferentsiaalvorranditega on selles, et ilma laiendatud tuletise moisteta peab
diferentsiaalvorandite korral lahend olema viahemalt iiks kord diferentseeruv, korge-
mat jarku vorrandite korral rohkem kui iiks kord diferentseeruv. Integraalvorrandid
lubavad meil lahendeid otsida ka laiemast funktsioonide hulgast. Praktikas esinevad
integraalvorrandid tihti diferentsiaalvorranditega segamini koos vorrandite siisteemi-

na.

Naide 9.3. Integraalvorrandi
1

y@%i/My@M&+€—t 0<t<l,
0

lahendiks on funktsioon ¢(t) = e'. Toepoolest, asendades funktsiooni ¢(t) algse vor-
randi paremasse poolde, saame
1
t/sesds—l—et —t=te’(s—1)
0

s=1
+el—t=t+e —t=¢.
s=0

Saime, et kui y(t) = €', siis vorrandi parem pool vordub iga ¢ € [0, 1] korral vorrandi

vasaku poolega ja jarelikult funktsioon ¢(t) = e’ on esialgse vorrandi lahend. ©

Naide 9.4. Integraalvorrandi lahenditeks voivad olla ka néiteks pidevad funktsioo-

nid, mis ei ole diferentseeruvad. Naiteks on integraalvorrandi

1

y(t) = /y(s) ds+|t| -1, te[-1,1],

|
lahendiks funktsioon y(t) = |t|, mis on pidev 16igul [—1, 1], kuid ei ole diferentseeruv
punktis ¢ = 0. Mérgime, et antud juhul lahendi y(t) = |t| jaoks leidub vorrandis olev
integraal nii Newton-Leibnizi kui Riemanni mottes, kuna y(¢) on pidev. Saame leida
ka integraali [ |t]dt = % + C. Viimane funktsioon on diferentseeruv puntkis 0, kuna

] ’
(5 +c)

A At| — A
~ im (04 At)|0 + At| O\O]: 1im‘—t|:

At—0 2At At—0 2 0-

t=0
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Definitsioon 9.9. Vorrandit kujul

b

Y1) = A / K(ts)y(s)ds + f(£), t¢€[ab], (9.3)

a

nimetatakse Fredholmi II liiki lineaarseks integraalvorrandiks. Siin A on mingi kons-

tant. Vorrandit kujul

/Kts S)ds+ f(t), telab], (9.4)

nimetatakse Volterra II liiki lineaarseks integraalvorrandiks.

Kui vorrandis (9.2) funktsioon ¢(¢) = 0 iga ¢ € [a,b] korral, siis nimetatakse

seda vorrandit [ liiki vorrandiks. Fredholmi ja Volterra I liiki lineaarsed vorrandid on

/Kts /Kts s, t€a,b.

Volterra tiiiipi integraalvorrandeid on uurinud itaalia matemaatik Vito Volterra

jargmised:

(1860 - 1940) ning Fredholmi tiilipi vorrandeid rootsi matemaatik Erik Ivar Fredholm
(1866 - 1927).
Paneme tahele, et Volterra vorrandeid voime vaadelda Fredholmi vorrandite sellise
erijuhuna, kus tuum
. K(t,s) kui0<s<t

K(t,s) = .
0 kuit<s<b

Uldjuhul on Volterra tiiiipi vorrandeid lihtsam lahendada kui Fredholmi tiiiipi vor-
randeid.

Margime lisaks, et II liiki integraalvorrandite lahendamine on reeglina lihtsam
iilesanne kui I liiki vorrandite lahendamine. See on tingitud asjaolust, et II liiki vor-
randite lahendamine osutub tavaliselt korrektselt seatud iilesandeks, I liiki vorrandite
lahendamine aga mittekorrektselt seatud iilesandeks ning I liiki vorrandile vajaliku
tapsusega lahislahendi leidmiseks tuleb reeglina kasutada spetsiaalseid mittekorrekt-
sete lilesannete lahendusmeetodeid. Jargnevates peatiikkides késitleme peamiselt vaid

IT liiki vorrandite lahendusmeetodeid.
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Sageli esinevateks mittelineaarseteks integraalvorranditeks on vorrandid kujul

mwszwamm@+ﬂm Mﬂz/K@&M$MH%@,tEM%

kus tuum K(t, s,y) on mingi antud funktsioon kolmest muutujast t,s ja y, f(t) on
antud vabaliige ning y(¢) on otsitav. Sellist tiilipi Fredholmi vorrandit on pohjalikult
uurinud vene matemaatik Pavel Samoilovits Urdson (1898 - 1924) ning seetottu nime-
tatakse teda sageli Urosoni integraalvorrandiks. Urosoni vorrandi tédhtsaks erijuhuks

on vorrand kujul

b
ywszw@ﬂmm@+ﬂm te [a.b,

kus f(t), F(y) ja K(t,s) on antud funktsioonid ning y(¢) on otsitav. Viimast mitte-
lineaarset vorrandit nimetatakse seda uurinud saksa matemaatiku A. Hammersteini

(1888 - 1941) jargi Hammersteini integraalvorrandiks.

9.3 Integraalvorrandite tekkimine

Uldjuhul voib praktikas ettetulavaid probleeme esitada samaviirsete diferentsiaal- voi
integraalvorrandite abil. Iteratsioonimeetodite peatiikis me néitasime I jarku Cauchy
iilesande ja Volterra tiiilipi integraalvorrandite samavéaérsust, kui on taidetud tea-
tavad tingimused. Tegelikult saab integraalvorranditena esitada ka korgemat jarku
algtingimustega diferentsiaalvorrandeid, samuti rajaiilesandeid. Enne néidete juurde
minekut, peame tutvustama iihte abivahendit, mille abil saab kahekordse integraali

kirjutada iithekordsena.

Lemma 9.4. [2/ Olgu funktsioon f : [a,b] — R pidev. Siis kehtib seos

jjf(t>dtd8=j<x—t)f(t)dt, v € [a,b]. (9.5)

Toestus. Kuna f on pidev, siis Lemma 9.3 pohjal on ta ka integreeruv. Defineerime

F : [a,b] — R seosega

Flz) = / (x—0)f()dt, € lab] (9.6)



Kuna (z — t)f(t) ja 2[(z — t)f(t)] = f(t) on pidevad iga x ja t korral ldigus [a, b,

siis voime kasutada Lemmat 9.2,
d ) f
@)= (@~ 05 Oiagpr+ [ 5l 050)dt = [ f)dr

Kuna f(z) ja F''(x) on pidevad 16igul [a, b] (tuletame meelde, et diferentseeruv funkt-
sioon on pidev antud 16igul) ja Lemma 9.3 jargi ka integreeruvad. Teoreemi 9.1 pohjal

saame kirjutada
F(s):F(s)—F(a):jF’(t)dt:j]f(t)dtdx.

Vahetades x ja s rollid, saamegi valemi (9.5). ¢ O]

Naiide 9.5. 2] Vaatleme II jarku diferentsiaalvorrandit

y' (@) + Ay(x) = g(x), = €[0,8], (9.7)

kus A on positiivne konstant ja g on pidev 16igul [0, b]. Kuna kdoik tootud funktsioonid

algses vorrandis on pidevad, siis voime vorrandi molemat poolt integreerida,

x x

y'(z) —y'(0) +>\/y(t) dt = /g(t) dt.

0 0
Jéllegi peame analiilisima funktsioonide pidevust. Kuna 3" peab eksisteerima iga

lahendi y jaoks, siis ka vastavad funktsioonid on pidevad ja jarelikult ka integreeruvad,

y(z) — y(0) —]y’(O) dm+A]jy(s) dsdt:]jg(s) dsdt.

Kasutades Lemmat 9.4, saame Volterra tiiiipi integraalvorrandi

T T

y(x) =X\ /(t —z)y(t)dt + y(0) + y'(0)z + /(:v —t)g(t)dt. (9.8)

0 0
Niiiid saab arvesse votta kas siis algtingimusi voi rajatingimusi. Vaatleme neid kahte

eraldi voimalust jargmistes naidetes. ¢

Naide 9.6. Olgu vorrandiga (9.7) koos antud algtingimused y(0) = 0 ja y'(0) = A.

Siis me saame vorrandi (9.8) kirjutada kujul
) = [ K@glt) e+ f@), w01,
0
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kus tuum K on kujul

K(z,t) =\t —x)

ja vabaliige f on kujul

flx) = Az + /(:1: —t)g(t) dt.
0
Saadud vorrand on Volterra tiiiipi integraalvorrand. See on teist jarku mittehomo-

geenne vorrand, kui A ja g on sellised, et f(z) ei ole samaselt null. ¢

Naiide 9.7. Olgu vorrandiga (9.7) koos antud rajatingimused y(0) = 0 ja y(b) = B.
Siis me saame vorrandi (9.8) viilja kirjutada kohal x = b

b b

yO) = Nﬂh%Mﬂﬁ—/W%M@ﬁ+B

0 0
Asendame y/'(0) avaldise tagasi vorrandisse (9.8). Kasutades mingi funktsiooni z(t)

jaoks kirjutusviisi
b T b

/dﬂﬁ:/dﬂﬁ+/dw@

0 0
saame vorrandi (9.8) vélja kirjutada jargmiselt:

y(x) = )\/K(a:,t)y(t) dt + f(x), x €]0,b],

0

kus tuum K on kujul

ja vabaliige f on kujul

ﬂ@:77—/K@ﬁﬂwﬁ

0
Saadud vorrand on Fredholmi tiilipi integraalvorrand. See on teist jirku mittehomo-

geenne vorrand, kui B ja g on sellised, et f(z) ei ole samaselt null. ¢

Naide 9.8. Vaatleme integraalvorrandit

1

y(t):/tsy(s)ds+et—t, 0<t<1.
0
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Me soovime seekord toimida vastupidi: muuta integraalvorrand algtinimgustega iiles-
andeks. Nagu me négime, on selle vorrandi lahend y(t) = €', mis on 1optmata arv
kordi diferentseeruv 16igus [0, 1]. Kuna ka K(t,s) ja f(t) on siledad, siis diferentsee-
rides algset vorrandit, saame

1
y'(t) = /sy(s) ds +e' —1.
0
Diferentseerides teist korda, kaob dra médratud integraal (kuna see on mingi 16plik

arv ja tuletis sellest on null),

y'(t) = e
Mérgime, et algtingimuse y(0) = 1 saab antud juhul lihtsalt, kui esialgses integ-
raalvorrandis kirjutada vorrand vélja kohal ¢ = 0. Analoogiliselt teisest vorrandist
y'(1) = fls y(s) +e—1 ja edasi saab juba algvorrandist vélja kirjutada rajatingimuse
punktis?f =1:y(1l) = (y(1) —e+ 1) + e — 1. Oleme saanud teist jarku diferentsiaal-

vorrandi rajaiilesande

t

mille lahendiks on samuti funktsioon y(t) = €’. ¢

Naiide 9.9. Varustuse vihenemine / kulumine (vananemine) ja selle juurde tellimine
(vilja vahetamine) uue vastu (vt. nt. [3]). Toome néite integraalvorrandite tekkimise
kohta reaalelu probleemidest. Antud néide on véga iseloomulik integraalvorranditele,
kus teatud reaaleluprobleemid saab mingis mottes naturaalselt dra lahendada just
integraalvorrandite abil. Olgu meil toodetud / ostetud mingeid esemeid, mida peaks
ajahetkel t kas siis laos voi kuskil t66s rakendatud olema koguses f(¢) (see kogus on
meile teada). On selge, et miiiigi korral viheneb esemete arv ja mingite to6vahen-
dite kasutamise korral nad kuluvad. Seega tuleks neid ajahetkeks ¢ juurde tellida /
uuendada meile tundmatus koguses 7(t).

Kui meil on olemas varasem statistika nende esemete miitimise / kulumise kohta,
siis saab moodustada nn. ellujddmise funktsiooni (Survival Function) K(t — 7), mis
néitab alles jadnud esemete arvu protsentides (varasemast ajahetkest 7 kuni hetkeni
t ehk vanusega t — 7), funktsioon K on iildjuhul kahanev. Seda saab teha kasvoi ole-

masolevate andmete interpoleerimise teel. Sel juhul kirjeldab olukorda I liiki Volterra
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integraalvorrand
70~ FOK@®) = [ Kt = r)r(r)dr

kus otsitavaks on funktsioon r(¢). Siin kokkuleppeliselt K(0) = 1 (juhul K(t) = 0
on esemed koik kulunud voi 1dbi miitidud), f(0) on esemete algne arv hetkel ¢ = 0.
Korrutis f(0) K (t) on esemete arv, mis seisab miitimata / kulutamata kuni ajahetkeni
t. Lisaks, r(7) A7 on uute (lisanduvate) esemete arv véikese ajaiihiku A7 kohta hetkel
7. Need lisanduvad uued esemed on hetkeks ¢ vanusega t —7 ja seega nende ellujaamise
funktsioon on K(t — 7) ning nendest allesjadnud esemete arv ajaiihiku A7 kohta
hetkel 7 on r(7)K(t — 7)A7. Summeerides need viikesed lisakogused alghetkest 0
kuni hetkeni ¢, saamegi vaadeldud integraalvorrandi (siin integraal tahendab sisuliselt

Riemanni integraali, kuna just selliselt on ta koostatud). ¢

9.4 Fredholmi vorrandi omavaartusilesanne

Definitsioon 9.10. Neid pramameetri A vadrtusi, mille puhul vérrandile (9.3) vas-

taval homogeensel vorrandil

y(x) — /\/K(x, ty(t)dt =0, x € [a,bl, (9.9)

on olemas mittetriviaalseid lahendeid, nimetatakse vorrandi (9.9) karakteristlikeks
vaartusteks, nende poordvaartusi p = % vorrandi (9.9) omavéadrtusteks ning vastavaid

vorrandi (9.9) mittetriviaalseid lahendeid y(x) # 0 selle vorrandi omafunktsioonideks.

Karakteristlike vadrtuste ja omavadrtuste omadusi kirjeldab jirgmine teoreem (vt.

nt. [6]).

Definitsioon 9.11. Me iitleme, et arv a on reaalarvude hulga X kuhjumispunkt, kui

igas arvu a iimbruses leidub vahemalt {iks temast erinev hulga X punkt.

Kuhjumispunkt ei pruugi hulka X endasse kuuluda. Néiteks vahemiku (0, 1) kuh-
jumispunktide hulgaks on kogu 16ik [0, 1].

Teoreem 9.2. Kui vorrandi (9.9) tuum K(t,s) on pidev funktsioon ruudul [a,b] X

[a,b], siis vorrandil (9.9) saab olla dlimalt loenduv arv karakteristlikke vddrtusi
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A1, Ao, ... mille kuhjumaispunktiks voib olla lopmatus. Igale karakteristlikule vadrtu-
sele (igale omavddrtusele) vastab loplik arv vorrandi (9.9) lineaarselt soltumatuid

omafunktsioone.

Mairkus 9.1. Vorrandi (9.9) omafunktsioonid on mddratud vaid konstandi tdpsusent,
s.t. kui y(t) on vorrandi (9.9) omafunktsioon, mis vastab karakteristlikule vddrtusele
A (omavddrtusele 1/)), siis on vorrandi (9.9) omafunktsiooniks ka cy(t), kus ¢ # 0

on suvaline konstant (miks?).

9.5 Lahendi olemasolu ja iihesus

Vorrandite (9.3) ja (9.4) lahendite olemasolu ja iihesuse kohta kehtivad jargmised
tulemused (vt. nt. [6]).

Teoreem 9.3. Kui vabaliige f(t) on pidev loigul [a, b] ja tuum K (t, s) on pidev ruudul

[a,b] X [a,b] ning selline, et
b
|A| max / |K(t,s)]ds < 1, (9.10)
te(a,b]

sits Fredholmi vorrand (9.3) on dheselt lahenduv ja tema lahend y on pidev funktsioon

loigul [a, b].

Teoreem 9.4. Kui tuum K(t,s) on pidev kolmnurgal a < s < t < b ja vabaliige
f(t) on pidev loigul [a,b], siis Volterra vorrand (9.4) on dheselt lahenduv ning tema

lahend y on pidev funktsioon loigul |a, b].

Naide 9.10. Vaatleme vorrandit
1

y(t):/tsy(s)ds—i—et—t, 0<t<1,
0

See vorrand on kujul (9.3), milles tuum K (¢, s) = ts on pidev iga (t, s) € [0,1] x [0, 1]
korral ja vabaliige f(t) = e' — ¢ on pidev iga t € [0, 1] puhul ning A = 1. Kuna antud
juhul

1 1
1
\)\|max/|ts|ds§/sds:—<1,
te[0,1] 2
0 0

siis tuginedes Teoreemile 9.3 saame Oelda, et vorrandil on olemas iiks ja ainult iiks

lahend, mis on pidev 16igul [a, b]. ©
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