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2. Algtingimusest põhjustatud viga

2.1 Algtingimusest põhjustatud viga

Vaatleme järgnevalt juhtu, kus antud algtingimuse asemel kasutatakse mingit

teist algtingimust. Sellisel juhul tekib meil enamasti kaks erinevat lahendit.

[4]. Olgu f(x, y) Lipschitz-pidev muutuja y järgi riskülikus S = [a, b] ×
[α, β] Lipschitz’i konstandiga L. Kui Y (x) ja Z(x) on kaks erinevat la-

hendit ristkülikus S võrrandile

y′ = f(x, y), (2.1)

vastavalt koos algtingimustega Y (a) = Ya ja Z(a) = Za, siis kehtib

hinnang

|Y(x)− Z(x)| ≤ eL (x−a) |Y(a)− Z(a)|, x ∈ [a, b]. (2.2)

Teoreem 2.1

Tõestus. Olgu Y (a) 6= Z(a). Võime eeldada, et Y (x) 6= Z(x), kuna neis

punktides x, kus Y (x) = Z(x), on võrratus (2.2) triviaalselt täidetud.

Defineerime u(x) = Y (x)−Z(x), kusjuures üldisust kitsendamata u(x) > 0.

Sellisel juhul u′(x) = Y ′(x) − Z ′(x) = f(x, Y (x)) − f(x, Z(x)). Funktsiooni

f Lipschitz-pidevusest saame, et

u′(x) ≤ |u′(x)| = |f(x, Y (x))− f(x, Z(x))| ≤ L|Y (x)− Z(x)| = Lu(x).

Teisalt,

(ln |u|)′ =
u′

u
≤ L.

Lagrange’i keskväärtusteoreemi põhjal

ln |u(x)| − ln |u(a)|
x− a

= (ln |u(ξ)|)′ =
u′(ξ)

u(ξ)
≤ L, ξ ∈ (a, x).

Viimast võrratust annab kirja panna kujul

ln

∣∣∣∣u(x)

u(a)

∣∣∣∣ ≤ L(x− a)

ehk

|u(x)| ≤ eL(x−a)|u(a)|.

Viimane võib vabalt juhtuda, kui

algtingimuseks on irratsionaal-

arv, nagu näiteks e ja π.

Fikseeritud argumendi x korral

räägitakse ka konditsiooniar-
vust

e
L (x−a)

,

mis iseloomustab algtingimusest

põhjustatud suurimat võimalik-

ku viga.

Kui Y (a) = Z(a), siis

Y (x) = Z(x) iga x korral

lõigus [a, b]. Sellisel juhul on

võrratus (2.2) triviaalselt täide-

tud.

Põhjendus. Kuna f on Lipschitz-

pidev, siis teoreemi 1.4 järgi lei-

dub ülesandel (2.1) ühene lahend

mingis osalõigus. Eelduse järgi

kuulub lahend ristkülikusse S,

iga punkti korral lahendi, näi-

teks Y , peal saame koostada se-

da punkti läbiva üheselt lahen-

duva Cauchy ülesande. Kui nüüd

lõigus [a, b] leiduks punkt, kus

Y (x) 6= Z(x), siis saaksime vas-

tuolu ühese lahenduvusega.
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2. Algtingimusest põhjustatud viga

Teoreem 2.1 ütleb meile, et kui me muudame Cauchy ülesandes y′ =

f(x, y) algtingimuse y(a) = ya teise suuruse z(a) = za vastu, siis alg-

tingimusest põhjustatud viga on halvimal juhul hinnatav suurusega, mis

sisaldab lineaarset liiget |y(a)−z(a)| ja eksponentsiaalse kasvuga suurust

eL(x−a). Kui algtingimuse viga |y(a)−z(a)| ennast võib pidada “tühiseks”,

siis suurus eL(x−a) kasvab x kaugenedes alguspunktist a juba väga kii-

resti. Näiteks L = 1 korral kasvab e1(x−a) = ex järgmiselt:

e e2 e4 e8 e16 e32 e64

2.73 7.39 54.60 2980 8.9× 106 7.9× 1013 6.3× 1027

Näiteks, muutes algtingimuse y(0) = π suuruseks z(0) =

3.141592653589793, teeme standardse topelttäpsusega kümnendarvu esi-

tuses arvutites vea |y(0) − z(0)| ≈ 2.4 × 10−16. Lipschitz’i konstandi

L = 32 ja lõigu [0, 2] korral võib algtingimusest põhjustatud viga punktis

x = 2 halvimal juhul olla võimendunud suuruseni

e32(2−0)|y(0)− z(0)| ≈ (6.3× 1027)(2.4× 10−16) ≈ 1.51× 1012.

Märkus 2.1

Näide 2.1 Vaatleme varem toodud algtingimusega ülesannet

y′ = k y, y(0) = y0, x ∈ [0, 1], k ∈ R,

mille täpne lahend on y(x) = y0e
k x. Lihtne on näha, et

|f(x, y1)− f(x, y2)| = |ky1 − ky2| ≤ |k| |y1 − y2|

ja järelikult on Lipschitz’i konstant L = |k| ning f on Lipschitz-pidev

piirkonnas [0, 1] × (−∞,∞). Teoreem 2.1 annab meile punktis x = 1

algtingimusest põhjustatud vea hinnanguks

|y(1)− z(1)| ≤ e|k||y0 − z0|.

Paneme tähele, et täpsete lahendite y(x) = y0e
k x ja z(x) = z0e

k x korral

saame

|y(1)− z(1)| = ek|y0 − z0|.

Näeme, et k > 0 korral annab teoreem 2.1 meile täpse veahinnangu, ei saa

midagi parandada ega tule ka midagi kehvemat. Samas kui k < 0 korral

saame algtingimusest põhjustatud veaks oluliselt väiksema suuruse

|y(1)− z(1)| = ek|y0 − z0| ≤ e0|y0 − z0| = |y0 − z0|, k < 0.

Viimane ütleb meile, et teoreem 2.1 hindab antud juhul algtingimusest

põhjustatud viga tublisti “üle”.

� � �

Märgime, et algtingimusest põh-

justatud viga on põhiliselt seo-

tud konkreetse Cauchy ülesande-

ga ja mitte niivõrd kasutatava lä-

hismeetodiga. Praktikas peab ar-

vestama, et täpseid arvutusi ei

ole enamasti võimalik läbi viia

ja seega algtingimusest põhjus-

tatud viga on tihti nullist eri-

nev ning võib teatavatel juhtu-

del oluliselt rikkuda läbi viida-

vaid arvutusi.

Ülesanne. Veenduge, et kui a 6=
0, siis Cauchy ülesande

y
′
= ay + b, y(0) = y0,

kaks erinevat lahendit y = y(x)

ja z = z(x) rahuldavad võrratust

(2.2) vastavate algtingimustega

y(0) = y0 ja z(0) = z0.

Võrrandi täpseks lahendiks on

y(x) =
b

a
(e
ax − 1) + y0e

ax
.
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2. Sammul tekkiv viga

2.2 Sammul tekkiv viga

Olgu algtingimustega ülesande

y′ = f(x, y), y(a) = ya, x ∈ [a, b], (2.3)

lähislahendi väärtused yi sõlmedes xi (i = 0, 1, 2, . . . ) leitud mingi ühe ja

sama numbrilise meetodiga (näiteks Euler’i meetodiga), kusjuures eeldame,

et arvutamine toimub „täpselt“ (ilma ümardamisvigadeta).

Lähismeetodi (i-ndal) sammul tekkivaks veaks nimetame suurust

Ei+1 = |yi+1 − z(xi+1)|, (2.4)

kus yi+1 on selle sama lähismeetodiga leitud ülesande (2.3) lähislahend

ja z on alamülesande

z′ = f(x, z), z(xi) = yi, x ∈ [xi, xi+1], (2.5)

täpne lahend.

Definitsioon 2.1

Näide 2.2 Leidke Euler’i meetodi sammul tekkiv viga.

Lahendus. Lihtsuse mõttes eeldame, et ülesande (2.5) täpne lahend z on

lõigus [xi, xi+1] kaks korda pidevalt diferentseeruv. Arendame lahendi z

Taylor’i ritta punktis xi,

z(x) = z(xi) + z′(xi)(x− xi) +
z′′(ξ)

2!
(x− xi)2, ξ ∈ (xi, xi+1). (2.6)

Teisiti. Sammul tekkiv viga on

viga, mis tekib lähislahendi ühe-

kordsel kasutamisel, eeldades,

et punktis xi on algtingimuseks

z(xi) = yi. Sisuliselt lahendame

sama võrrandit, kuid teistsuguse

algtingimusega.

Levinud on ka definitsioon, kus

nõutakse, et kõik eelnevad lä-

hisväärtused y0, . . . , yi oleksid

võrdsed täpse lahendi väärtuste-

ga y(x0), . . . , y(xi). Sellisel juhul

on alamvõrrandiks (2.5) võrrand

y
′
= f(x, y), y(xi) = yi.

Sammul tekkiv viga on oluline

näiteks selle pärast, et seda on

võimalik arvutuste käigus (ligi-

kaudu) leida. Viimane on oluline

info meie lähislahendi kvaliteedi

hindamisel.

NB! See on üks eksamiküsimus-

test. Seda peab oskama ilma

konspekti abita.
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2. Meetodi tegelik viga

Siit

z(xi+1) = z(xi) + z′(xi)h+
z′′(ξ)

2
h2.

Kuna z(xi) = yi ja z′(xi) = f(xi, z(xi)) = f(xi, yi), siis

z(xi+1) = yi + h f(xi, yi) +
h2

2
z′′(ξ). (2.7)

Arvestades, et Euler’i meetodi korral yi+1 = yi + h f(xi, yi), siis

Ei+1 = |yi+1 − z(xi+1)| = h2

2
|z′′(ξ)|, ξ ∈ (xi, xi+1). (2.8)

Kuna z on osalõigus [xi, xi+1] kaks korda pidevalt diferentseeruv, siis

max
x∈[xi,xi+1]

|z′′(x)| < Mi+1 mingi lõpliku arvu Mi+1 > 0 korral.

Saime, et Euler’i meetodi sammul tekkiva vea kohta kehtib hinnang

Ei ≤
Mi

2
h2, i = 1, 2, 3, . . . . (2.9)

� � �

2.3 Meetodi tegelik viga

Sammul tekkiv viga ei näita meetodiga saadud lähislahendi tegelikku erine-

vust täpsest lahendist, kuna yi ja sellele eelnevad väärtused (y0), y1, . . . , yi−1

on samuti ligikaudsed ning eelnevalt tehtud sammul tekkivad vead Ei võivad

omavahel liituda ja võimenduda.

Lähismeetodi tegelikuks veaks punktis xi+1 nimetatakse viga

Gi+1 = |yi+1 − y(xi+1)|, (2.10)

kus yi on selle sama lähismeetodiga leitud ülesande (2.3) lähislahend ja

y täpne lahend.

Definitsioon 2.2
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2. Meetodi tegelik viga

Järgnev teoreem iseloomustab ühesammuliste lähismeetodite tegeliku vea

käitumist Cauchy ülesande (2.3) jaoks.

[4]. Olgu f(x, y) Lipschitz-pidev muutuja y järgi Lipschitz’i konstandiga

L. Olgu täpsele väärtusele y(xi) leitud vastav lähislahend yi ühesammu-

lise meetodiga, mille sammul tekkiv viga on hinnatav võrratusega

Ei ≤ C hk+1, (2.11)

kus k ≥ 0 ja konstant C > 0 ei sõltu indeksist i. Siis iga a ≤ xi ≤ b

korral on meetodi tegelik viga hinnatav võrratusega

Gi = |yi − y(xi)| ≤
C

L
(eL (xi−a) − 1)hk. (2.12)

Teoreem 2.2

Tõestus. Algtingimuse y(x0) = y0 korral tegelik viga on G0 = |y0− y(x0)| =
0. Pärast esimest sammu on sammul tekkiv viga E1 ja tegelik viga G1

võrdsed, E1 = G1 = |y1 − y(x1)|.

Teisel sammul koostame alamülesande

z′ = f(x, z), z(x1) = y1, x ∈ [x1, x2].

Sel juhul sammul tekkiv viga on E2 = |y2−z(x2)|. Järgnevalt kasutame vahe

|z(x2)− y(x2)| hindamiseks teoreemi 2.1 (meil on sama diferentsiaalvõrrand

y′ = f(x, y) kahe erineva algtingimusega y(x1) ja y1),

G2 = |y2 − y(x2)| = |y2 − z(x2) + z(x2)− y(x2)|

≤ |y2 − z(x2)|+ |z(x2)− y(x2)| ≤ E2 + eLhG1 = E2 + eLhE1.

Analoogiliselt saame kolmandal sammul, et

G3 = |y3 − y(x3)| ≤ E3 + eLhG2 ≤ E3 + eLhE2 + e2LhE1.

Seega

Gi = |yi − y(xi)| ≤ Ei + eLhEi−1 + e2LhEi−2 + · · ·+ e(i−1)LhE1.

Kasutades eeldust Ei ≤ C hk+1, saame

Gi ≤ Chk+1(1 + eLh + e2Lh + · · ·+ e(i−1)Lh).

Geomeetrilise rea summa valemist Si−1 = qi−1
q−1 tuleneb, et

Gi ≤ Chk+1 e
iLh − 1

eLh − 1
≤ Chk+1 e

L(xi−a) − 1

Lh
=
C

L
(eL(xi−a) − 1)hk.
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2. Meetodi tegelik viga

Kui Cauchy ülesande mingi lähismeetodi korral kehtib protsessis h → 0

võrratus

Gi = |yi − y(xi)| ≤ Θhk, i = 0, 1, 2, . . . , (2.13)

samas protsessis tõkestatud suuruse Θ > 0 korral, siis öeldakse, et see

lähismeetod on k-järku meetod (k ≥ 0). Mõnikord me kasutame võrra-

tuse (2.13) asemel kirjutusviisi Gi = O(hk) või ütleme, et meetodi viga

on järku O(hk).

Definitsioon 2.3

Teoreem 2.2 ütleb meile, et meetodi tegelik viga Gi on “h−1 korda

halvem” kui sammul tekkiv viga Ei. Teisiti, kui sammul tekkiv viga

Ei ≤ Chk+1, siis tegelik viga Gi ≤ C̃hk.

Märkus 2.2

Teoreem 2.2 lubab tegeliku vea Gi teha kuitahes väikeseks, võttes sam-

mupikkuse h kuitahes väikeseks. Teisalt, tegelik viga punktis b sõltub

juba väga tugevalt konstandist eL(b−a), mis kasvab eksponentsiaalse

kiirusega.

Teoreetiliselt saame ka suurte b väärtuste korral tegeliku vea teha kui-

tahes väikeseks, kuid praktiliselt tähendab see väga väikeste sammupik-

kuste h kasutamist ja see võib osutuda kas siis ebapraktiliseks või lausa

võimatuks (arvutites on selle kohta omad piirangud).

Märkus 2.3

Euler’i meeotodi korral saime, et sammul tekkiv viga Ei ≤ Mi

2 h
2. Järeli-

kult on Euler’i meetod teoreemi 2.2 põhjal esimest järku meetod.

Märkus 2.4

[4]. Olgu f(x, y) Lipschitz-pidev muutuja y järgi Lipschitz’i konstandiga

L. Olgu täpsele väärtusele y(xi) leitud vastav lähislahend yi Euler’i

meetodiga ja olgu |y′′(x)| ≤M iga x ∈ [a, b] korral.

Siis iga a ≤ xi ≤ b jaoks on Euler’i meetodi tegelik viga hinnatav võrra-

tusega

Gi = |yi − y(xi)| ≤
M

2L
(eL(xi−a) − 1)h. (2.14)

Järeldus 2.1

NB! Peale O-tähistuse on veel

olemas o-tähistus, ning need tä-

hendavad erinevaid asju.

Ülesanne. Cauchy ülesande

y
′
= −y, y(0) = 1

täpne lahend on y(x) = e−x.

Hinnata Euleri’i meetodiga lei-

tud lähislahendi halvimat võima-

likku viga (2.14) järelduses 2.1,

kui x ∈ [0, 5]. Millised on aga

vead tegelikult (leidke need ar-

vuti abiga mingi h korral), s.t.

kas saadud hinnang on piisavalt

täpne või on hinnang liiga „ jä-

me“?
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2. Trapetsmeetod

Näide 2.3 Hinnata Euler’i meetodi tegelikku viga, kui

y′ = xy + x3, y(0) = 1, x ∈ [0, 1].

Funktsiooni f(x, y) = xy+x3 Lipschitz’i konstant L = 1. Ülesande täpne

lahend on y(x) = 3ex
2/2 − x2 − 2. Esimene tuletis y′(x) = 3xex

2/2 − 2x

ja teine tuletis y′′(x) = 3ex
2/2(x2 + 1)− 2. Saame

M = max
x∈[0,1]

|y′′(x)| ≤ 6
√
e− 2 ≈ 7.9.

Järelduse 2.1 põhjal saame, et

Gi = |yi − y(xi)| ≤
M

2L
(eL(xi−a) − 1)h ≤ 7.9

2
(exi − 1)h ≤ 6.8h.

Toome lisaks arvulised tulemused.

n h = 1
n Gn = |yn − y(1)| Gn/h

16 6.25× 10−2 1.11× 10−1 1.78

32 3.13× 10−2 5.72× 10−2 1.83

64 1.57× 10−2 2.90× 10−2 1.86

128 7.81× 10−3 1.46× 10−2 1.87

256 3.91× 10−3 7.34× 10−3 1.88

512 1.95× 10−3 3.68× 10−3 1.88

1024 9.77× 10−4 1.84× 10−3 1.88

2048 4.88× 10−4 9.21× 10−4 1.89

4096 2.44× 10−4 4.61× 10−4 1.89

8192 1.22× 10−4 2.30× 10−4 1.89

Näeme tabelist, et täpse lahendi y(1) ja lähislahendi yn erinevus on ligi-

kaudu kahekordne sammupikkus h, (1.89h), mis on väiksem kui järeldu-

sest saadud 6.8h. See on täiesti loomulik erinevus ja ei tekita praktikas

suuri probleeme.

� � �

Üldiselt võib öelda, et lähislahendi yi viga koosneb kolmest osast (lähe-

malt võib lugeda õpikust [5], näiteks Runge-Kutta meetodite veahinnan-

gu kohta):

1. algtingimuse ebatäpsusest Ci|y0 − ỹ0| (vt. teoreem 2.1),

2. tegelikust veast (nn. meetodi veast) Θih
k (vt. teoreem 2.2),

3. ümardamisvigadest δi.

Kui arvutusprotsessis ümardatakse arvutatavaid suurusi, siis sammu h

vähenemisel üldiselt kahaneb ka meetodi tegelik viga Θhk, kuid tavaliselt

suurenevad arvutusvead δ. Kui arvutusvead lähevad suuremaks kui Θhk,

siis sammu h vähendamine reeglina enam ei suurenda, vaid tavaliselt isegi

vähendab tulemuste täpsust.

Märkus 2.5

Ülesanne. Vaatleme Cauchy

ülesannet

y
′
= (1− x)α, y(0) =

−1
1 + α

.

Selle võrrandi täpne lahend

y(x) = −
1

1 + α
(1− x)1+α

on küll pidev ja diferentseeruv

α = 0.01 korral, kuid tema tei-

ne tuletis y′′ ei ole enam tõkes-

tatud lõigus [0, 1]. Veenduda ar-

vutil lahendades (lõigus [0, 1]), et

veahinnang

En := max
i=0,...,n

|yi−y(xi)| ≤ c ·h

ei pruugi enam kehtida. Et viga

oleks hinnatav kui c · h, peaks

osalõikude kahekordistamisel vi-

ga vähenema umbes kaks korda

(s.t. δn := En
E2n

≈ 2). Proovige

sama asja näiteks α ≥ 1 korral.

Siiski, taoline erinevus viitab

sellele, et konkreetse ülesande

jaoks võib saada parema veahin-

nangu (sisuliselt võib saada c hk

ees oleva konstandi c väiksema

väärtuse) kui teoreetiliselt lei-

tud üldine tulemus (kõikvõimali-

ke funktsioonide jaoks) seda või-

maldaks.

Programmeerimisel lisandub siia

juurde nn. “inimlik faktor”, mille

vastu ei aita ussi- ega püssirohi

... ¨̂ .
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2. Trapetsmeetod

2.4 Trapetsmeetod

Väikesed “parandused” Euler’i meetodis lubavad tuletada trapetsmeetodi (vt.

[2, 4, 5]), mis on teist järku meetod.

yi+1 = yi +
h

2

[
f(xi, yi) + f(xi + h, yi + h f(xi, yi))

]
, i = 0, 1, 2, . . . .

(2.15)

- x

6

y

xi xi+1

yi

yi+1 (Euler)

ỹi+1 (trapets)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��3

mL+mR
2

���
���

���
���

���:
�
�
�
�
�
��

•

•

•

mL

mR

Vaadates diferentsiaalvõrrandit y′ = f(x, y) kui vektorvälja, liigub Euler’i

meetod mööda vektoreid, mille tõus sõlmes xi on y′(xi) = f(xi, yi). Tähis-

tame selle mL = f(xi, yi). Analoogiliselt annaks Euler’i meetod järgmises

sõlmes xi+1 tõusu mR = f(xi+1, yi+1). Et arvutada väärtust yi+1, kasutame

samuti Euler’i meetodiga leitud lähendit (prognoositavat tulemust või siis ka

ennustust) yi+1 = yi+hf(xi, yi). Siit saame, etmR = f(xi+h, yi+hf(xi, yi)).

Trapetsmeetod kasutab vektori tõusuks kahe Euler’i meetodiga leitud väärtu-

se aritmeetilist keskmist mL+mR2 . Märgime, et trapetsmeetodi nimi on tulnud

ühemuutuja funktsiooni y′(x) = f(x) integreerimisest

xi+1∫
xi

f(x)dx =

xi+1∫
xi

y′(x)dx = y(xi+1)− y(xi),

kus vasakule poolde on rakendatud trapetsvalemit

xi+1∫
xi

f(x)dx ≈ h

2
(f(xi) + f(xi+1)).

Pannes need kaks tulemust kokku, saame

y(xi+1) ≈ y(xi) +
h

2
(f(xi) + f(xi+1)).

Trapetsmeetod kannab ka täius-

tatud Euler’i meetodi või siis He-

un’i meetodi nime. Karl Heun

(1859-1929) oli saksa matemaa-

tik.
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2. Trapetsmeetod

Järgnevalt leiame trapetsmeetodi sammul tekkiva vea

Ei+1 = |yi+1 − y(xi+1)|.

Lihtsuse mõttes eeldame, et ülesande y′ = f(x, y) täpne lahend y ∈ C3[a, b].

Lisaks eeldame, et lähisväärtus yi on leitud täpselt. Arendame lahendi y

Taylor’i ritta punktis xi (x ∈ [xi, xi+1]),

y(x) = y(xi)+y′(xi)(x−xi)+
y′′(xi)

2!
(x−xi)2+

y′′′(ξ)

3!
(x−xi)3, ξ ∈ (xi, xi+1).

(2.16)

Siit

y(xi+1) = y(xi) + y′(xi)h+
y′′(xi)

2
h2 +

y′′′(ξ)

6
h3. (2.17)

Diferentseerime võrrandi y′ = f(x, y) mõlemat poolt muutuja x järgi,

y′′(x) =
∂

∂x
f(x, y) + y′(x)

∂

∂y
f(x, y) = fx(x, y) + f(x, y) fy(x, y). (2.18)

Võrrand (2.17) teiseneb kujule

y(xi+1) = yi + h f(xi, yi) +
h2

2

[
fx(xi, yi) + f(xi, yi) fy(xi, yi)

]
+
h3

6
y′′′(ξ).

(2.19)

Kahe muutuja funktsiooni f(x, y) Taylor’i rida punktis (x0, y0) on välja
kirjutatav võrdusega (eeldusel, et fxy ja fyx on pidevad punktis (x0, y0))

f(x, y) = f(x0, y0) +
∂
∂x f(x, y)

∣∣∣∣
(x0,y0)

(x− x0) +
∂
∂y f(x, y)

∣∣∣∣
(x0,y0)

(y − y0)

+ 1
2!

[
∂2

∂x2
f(x, y)

∣∣∣∣
(x0,y0)

(x− x0)
2 + 2 ∂2

∂y∂x f(x, y)

∣∣∣∣
(x0,y0)

(x− x0)(y − y0)

+ ∂2

∂y2
f(x, y)

∣∣∣∣
(x0,y0)

(y − y0)2
]
+ . . . .

(2.20)

Kasutame viimase võrrandi jaoks lihtsamat kuju

f(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0) +
1
2!

·
[

fxx(x0, y0)(x− x0)
2 + 2fxy(x0, y0)(x− x0)(y − y0) + fyy(x0, y0)(y − y0)

2]
+ . . . .

(2.21)

Märkus 2.6

Trapetsmeetodi jaoks peame liikme f(xi +h, yi +h f(xi, yi)) arendama Tay-

lor’i ritta punktis (xi, yi). Esiteks

f(x, y) = f(xi, yi) + fx(xi, yi)(x− xi) + fy(xi, yi)(y − yi) +O(h2), (2.22)

ja teiseks

f(xi+h, yi+h f(xi, yi)) = f(xi, yi)+h fx(xi, yi)+h f(xi, yi) fy(xi, yi)+O(h2).

(2.23)
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2. Trapetsmeetod

Seega saab trapetsmeetodi (2.15) kirja panna kujul

yi+1 = yi +
h

2
[f(xi, yi) + f(xi + h, yi + h f(xi, yi))]

= yi +
h

2
f(xi, yi) +

h

2

[
f(xi, yi) + h fx(xi, yi) + h f(xi, yi) fy(xi, yi) +O(h2)

]
= yi + h f(xi, yi) +

h2

2
[fx(xi, yi) + f(xi, yi)fy(xi, yi)] +O(h3).

(2.24)

Lahutades omavahel võrdused (2.19) ja (2.24), saame sammul tekkivaks veaks

Ei+1 = |yi+1 − y(xi+1)| = |O(h3)|. (2.25)

Teoreem 2.2 ütleb meile, et trapetsmeetod on teist järku meetod (tegelik

viga Gi ≤ C h2).

Märkus 2.7

Näide 2.4 Lahendame algtingimusega ülesande

y′ = 4x3y2, y(−10) = − 1

10001
, x ∈ [−10, 10],

Euler’i meetodiga ja trapetsmeetodiga. Selle ülesande täpne lahend

y(x) = − 1
x4+1 on lihtsalt leitav muutujate eraldamise võttega. Tegemist

on spetsiaalselt valitud näitega, kus lahend ise on heade omadustega,

kuid on nullist oluliselt erinev vaid väikesel osalõigul. Olgu h = 20
N , kus

N on osalõikude arv.

Näeme, et Euler’i meetod jääb “nõrgaks” isegi N = 214 = 16384 ehk

h ≈ 0.00122 korral (rääkimata suurematest sammu pikkustest). Samal

ajal annab trapetsmeetod N = 210 = 1024 jaoks juba oluliselt parema

tulemuse, kui Euler’i meetod N = 16384 korral. Lisaks annab trapets-

meetod N = 16384 kasutamisel vähemalt visuaalselt täpsele lahendile

lähedase tulemuse.

� � �

Märgime, et mitte kõik ülesan-

ded ei anna Euler’i ja trapets-

meetodi tulemuste vahel selliseid

trastilisi võrdlusi.
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2. Trapetsmeetod

Tekib küsimus, kumb on efektiivsem kasutada:

a) kas teist järku meetodit sammuga h, mille korral tuleb igal sammul

teha kaks f(x, y) väärtuse arvutamist, kuid see-eest on sammul tekkiv

viga järku C h2.

b) või siis esimest järku meetodit sammu pikkusega h/2, mille korral

on arvutuste maht sama (igal sammul arvutatakse ainult üks f(x, y)

väärtus, kui osalõike on kaks korda rohkem), aga sammul tekkiv viga on

järku C h
2 .

Suurema h korral ei pruugi see valik olla nii ilmne, kuid väiksema h korral

langeb eelis selgelt teist järku meetodi kasuks.

Märkus 2.8

Näide 2.5 Alati ei pruugi kõrgemat järku meetodi kasutamine olulist

eelist anda. Vaatame Cauchy ülesannet

y′ =
√

sinx, y(0) = 0, x ∈ [0, π].

Selle ülesande korral juhtub efekt, kus trapetsmeetod ei anna meile pa-

remat tulemust punktis x = π (kuigi vahepealsetes punktides annab).

Põhjuseks on asjaolu, et f(π, y) =
√

sinπ = 0 iga y väärtuse korral

ja trapetsmeetod ei anna viimasel osalõigul tõusu mR = f(π, ỹn) ar-

vutamisel mitte midagi juurde (s.t. tegelikult kasutatakse ainult Euler’i

meetodi tõusu ning sellest piisab kogu tulemuse rikkumiseks).

N Euler’i meetod yn |yn − y(π)| trapetsmeetod yn |yn − y(π)|

4 2.10628 0.290 2.10628 0.290

8 2.29391 0.102 2.29391 0.102

16 2.36010 0.036 2.36010 0.036

32 2.38349 0.013 2.38349 0.013

� � �

Olgu toodud joonis Euler’i mee-

todi ja trapetsmeetodi käitumise

kohta antud ülesande lahenda-

misel 4 osalõigu korral (näeme,

et trapetsmeetod kaotab oma

eelise viimasel osalõigul).
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2. Keskpunktimeetod

2.5 Keskpunktimeetod

Vaatleme veel ühte nime omavat meetodit - keskpunktimeetodit.

Kui meil on antud sammu pikkus h ja vastavad sõlmed xi, siis keskpunk-

timeetod on antud valemiga

yi+1 =yi + h f

(
xi +

h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)
, i = 0, 1, 2, . . . . (2.26)

Meetod näeb väga sarnane välja Euler’i meetodiga. Erinevus seisneb selles,

et punktist yi liigutakse mööda vektorit, mille tõus on arvutatud mitte järg-

mises sõlmes, vaid lõigu [xi, xi+1] keskpunktis xi + h
2 . Vastava lähisväärtuse

jaoks kasutatakse Euler’i meetodi „prognoosi“ yi + h
2 f(xi, yi).

- x

6

y

xi xi + h
2 xi+1

yi

yi+1

yi+h/2 (Euler)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��3

mT

��
���

��:
�
�
�
�
��3

•

•

•

mL (Euler)

mT (keskpunkti)

Leiame keskpunktimeetodi sammul tekkiva vea. Olgu võrrandi y′ = f(x, y)

lahend lõigus [a, b] vähemalt kolm korda pidevalt diferentseeruv ja olgu yi

leitud täpselt. Analoogiliselt trapetsmeetodi juures tehtuga, saame y Taylor’i

ritta arendamisel võrduse

y(xi+1) = yi + h f(xi, yi) +
h2

2

[
fx(xi, yi) + f(xi, yi) fy(xi, yi)

]
+
y′′′(ξ)

6
h3.

(2.27)

Meeldetuletuseks, viimane saadakse järgmise skeemiga. Arendame lahendi y

Taylor’i ritta sõlmes xi,

y(x) = y(xi)+y′(xi)(x−xi)+
y′′(xi)

2!
(x−xi)2+

y′′′(ξ)

3!
(x−xi)3, ξ ∈ (xi, xi+1).

(2.28)

Siit

y(xi+1) = y(xi) + y′(xi)h+
y′′(xi)

2
h2 +

y′′′(ξ)

6
h3. (2.29)
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2. Runge-Kutta meetodid

Diferentseerime võrrandi y′ = f(x, y) mõlemat poolt muutuja x järgi,

y′′(x) =
∂f

∂x
(x, y) + y′(x)

∂f

∂y
(x, y) = fx(x, y) + f(x, y) fy(x, y). (2.30)

Asendades viimase võrdusega y teise tuletise, saamegi valemi (2.27).

Järgnevalt arendame keskpunktimeetodis (2.26) funktsiooni

f
(
xi + h

2 , yi + h
2 f(xi, yi)

)
Taylori ritta punktis (xi, yi),

yi+1 = yi + h f

(
xi +

h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)
= yi + h

(
f(xi, yi) +

h

2
fx(xi, yi) +

h

2
f(xi, yi) fy(xi, yi) +O(h2)

)
= yi + h f(xi, yi) +

h2

2
[fx(xi, yi) + f(xi, yi) fy(xi, yi)] +O(h3).

(2.31)

Lahutades omavahel võrdused (2.27) ja (2.31), saame, et keskpunktimeetodi

sammul tekkiv viga võrdub

Ei+1 = |yi+1 − y(xi+1)| = |O(h3)|. (2.32)

Teoreemi 2.2 järgi tegelik vigaGi = O(h2) ja järelikult keskpunktimeetod

on teist järku meetod.

Märkus 2.9

2.6 Runge-Kutta meetodid

Cauchy ülesande lahendamisel on väga suurt populaarsust võitnud Runge-

Kutta tüüpi meetodid. Osutub, et nii trapetsmeetod kui keskpunktimeetod

kuuluvad teist järku Runge-Kutta kaheastmeliste meetodite perre.

Teist järku Runge-Kutta kaheastmelised meetodid.

yi+1 = yi + h

[(
1− 1

2α

)
Ki,1 +

1

2α
Ki,2

]
, i = 0, 1, 2, . . . , (2.33)

kus α 6= 0 ning tõusud Ki,1 ja Ki,2 arvutatakse järgmiselt:

Ki,1 = f(xi, yi), Ki,2 = f(xi + αh, yi + αhKi,1). (2.34)

Fikseerides vabalt konstandi α 6= 0 näeme, et lisaks Euler’i meetodis arvuta-

tud tõusule Ki,1 valitakse mingi lisapunkt x∗ = xi +αh, arvutatakse vektori

tõus punktis Ki,2 = f(x∗, y∗) ning kogu meetodi jaoks võetakse nende tõu-

sude kaalutud keskmine (kaaludeks on konstandid 1 − 1
2α ja 1

2α ). Märgime,

et väärtuse y∗ jaoks kasutatakse Euler’i meetodi prognoosi yi + αhKi,1.

Näeme, et α = 1 korral saame

trapetsmeetodi ja α = 1
2 korral

keskpunktimeetodi.

Ülesanne. Näidake, et meetod

(2.33) on teist järku meetod su-

valise α 6= 0 korral.
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2. Runge-Kutta meetodid

Siinjuures kaheastmeline meetod tähendab seda, et igal sammul arvutatakse

kaks korda f(x, y) väärtusi. „Astmete“ rohkus võib saada oluliseks küsimu-

seks võrrandisüsteemide korral, kus vabaliikme f(x, y) arvutamine nõuab

eraldi palju arvutusaega (näiteks, kui peab arvutama numbriliselt integraale

või lahendama alamülesandeid).

Esitame ka ühe 3-järku 3-astmelise meetodi,

yi+1 = yi +
h

6

[
Ki,1 + 4Ki,2 +Ki,3

]
, i = 0, . . . , N − 1, (2.35)

kus

Ki,1 = f(xi, yi),

Ki,2 = f(xi +
h

2
, yi +

h

2
Ki,1),

Ki,3 = f(xi + h, yi − h[Ki,1 − 2Ki,2]).

(2.36)

Üks populaarsemaid Runge-Kutta meetodeid on järgmine

4. järku 4-astmeline meetod:

yi+1 = yi +
h

6

[
Ki,1 + 2Ki,2 + 2Ki,3 +Ki,4

]
, i = 0, . . . , N − 1, (2.37)

kus

Ki,1 = f(xi, yi),

Ki,2 = f(xi +
h

2
, yi +

h

2
Ki,1),

Ki,3 = f(xi +
h

2
, yi +

h

2
Ki,2),

Ki,4 = f(xi + h, yi + hKi,3).

(2.38)

Neljandat järku meetodis arvutatakse tõusu f(x, y) väärtus peale mõlema

otspunkti veel lõigu [xi, xi+1] keskel, kasutades selleks keskpunktimeetodi

abi. Suurem kaal pannakse lõigu keskel saadud tulemustele.

Kirjanduses on tihti levinud Runge-Kutta meetodi kasutamine ilma järku

nimetamata. Sel juhul mõeldakse just nimelt 4. järku meetodit (2.37).

Märkus 2.10

Carl David Tolme Runge

(1856-1927)

www.sciencephoto.com

ja

Martin Wilhelm Kutta

(1867-1944)

foto: Wikipedia

olid saksa matemaatikud. Idee

pärineb Rungelt (1895) ja meeto-

deid on täiustanud Kutta ja tei-

seid matemaatikud.
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2. Runge-Kutta meetodid

Kui me räägime meetodi koonduvuskiirusest, siis näiteks 4. järku meetodi

korral tähendab see, et tegelik viga Gi = |yi − y(xi)| koondub nulli kui

h → 0 ning selliselt, et iga sammu h kahekordsel vähendamisel kahaneb

viga vähemalt 24 = 16 korda (piisavalt väikese sammu pikkuse h korral).

Märkus 2.11

Märgime, et Euler’i meetod on Runge-Kutta 1. järku meetod.
Märkus 2.12

Näide 2.6 Vaatleme Cauchy ülesannet

y
′

= x y + x3, y(0) = 1, x ∈ [0, 1].

Võrdleme seni tutvustatud meetoditega tegelikku viga punktis x = 1 ehk

Gn = |yn − y(1)|.

Tumedalt on trükitud vastavate vigade suhted.

n h = 1
n Euleri Gn Trapetsi Gn Keskpunkti Gn 4-järku R-K Gn

16 6.25× 10−2 1.1× 10−1 4.1× 10−4 2.5× 10−3 2.2× 10−7

1.94 3.75 3.91 16.16
32 3.13× 10−2 5.7× 10−2 1.1× 10−4 6.3× 10−4 1.4× 10−8

1.97 3.87 3.95 16.09
64 1.57× 10−2 2.9× 10−2 2.8× 10−5 1.6× 10−4 8.5× 10−10

1.98 3.94 3.98 16.05
128 7.81× 10−3 1.5× 10−2 7.1× 10−6 4.0× 10−5 5.3× 10−11

1.99 3.97 3.99 16.03
256 3.91× 10−3 7.3× 10−3 1.8× 10−6 1.0× 10−5 3.3× 10−12

2.00 3.98 3.99 16.00
512 1.95× 10−3 3.7× 10−3 4.5× 10−7 2.5× 10−6 2.1× 10−13

2.00 3.99 4.00 11.64
1024 9.77× 10−4 1.8× 10−3 1.1× 10−7 6.3× 10−7 1.8× 10−14

Tabelist on näha, et Runge-Kutta 4. järku meetodi korral on viga oluli-

selt väiksem (tõttöelda muutub see juba nii väikseks, et masinatäpsuse

saavutamine rikub viimase rea „teoreetilise“ tulemuse).

Samuti näeme, et Euler’i meetodi korral väheneb viga sammu pikkuse

poolitamisel umbes 2 korda, keskpunkti- ja trapetsmeetodiga 4 korda ja

Runge-Kutta 4. järku meetodiga 16 korda.

� � �

Ülesanne. Vaatleme ülesannet

y
′
= λ y,

mille täpseks lahendiks on y(t) =

y0 e
λt. Esitage lähislahendi y1

väärtus Runge-Kutta 4. järku

meetodiga liikme y0 kaudu. Võt-

tes y0 võrdseks ühega, näidake,

et sammul tekkiv viga

G1 = y1 − y(x1)

on järku O(h5).

Ülesanne. Oletame, et funkt-

siooni f parem pool ei sõltu suu-

rusest y, s.t. f(t, y) = t(t). Näi-

dake, et siis Runge-Kutta 4. jär-

ku meetodis K2 = K3 ning

Runge-Kutta 4. järku meetod

kujutab endast Simpsoni meeto-

dit integraali
ti+h∫
ti

f(s) ds leid-

miseks.
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2. Viited

Runge-Kutta meetodeid võib tuletada ka kõrgema järgu jaoks, kuid siis

tuleb igal sammul teha ka rohkem funktsiooni f arvutamisi. On teada,

et minimaalselt tuleb iga järgu m korral teha järgmine arv funktsiooni f

väärtuste arvutamist (vt. [1]):
järk m f(x, y) arvutusi

1 1

2 2

3 3

4 4

5 6

6 7

7 9

8 11
Tabelist on näha, et 4. järku meetod on viimane „efektiivne“ meetod,

alates 5. järku meetodist tuleb igal sammul teha rohkem arvutusi, kui

on meetodi järk m. Kõrget järku meetodite korral lisandub stabiilsuse

probleem, millest räägime lähemalt mitmesammuliste meetodite juures.

Märkus 2.13
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