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12 Keele väikesed ristvõnkumised

1746. aastal tuletas Jean Le Rond d’Alembert diferentsiaalvõrrandi, mille kohaselt lõpmata pika

viiulikeele osakese liikumise kiirus on võrdeline naaberosakeste keskmise nihkega. Sellest - 1727.

aastal John Bernoulli initsiatiivil algatatud veidi „mõtetust“ matemaatilisest probleemist - on aja

jooksul välja arendatud analoogilised võrrandid mitmemõõtmelise juhu jaoks, mis praktikasse

rakendatuna lubab modelleerida vee lainetust, helilaineid, elektromagnetlaineid, kvantlaineid

jne. Toodud nimekirjast on lihtne ära tunda, miks nimetatakse keele võnkumise võrrandit ka

lainevõrrandiks.

12.1 1-mõõtmeline laine levimise võrrand (keele võnkumise võrrand)

Vaatleme ühemõõtmelist laine levimise võrrandit (vt. [1]-[3])

∂2

∂t2
u(x, t) = c2 · ∂

2

∂x2
u(x, t), x ∈ [0, b], t ≥ 0 (12.1)

• u(x, t) näitab laine (keele) asendit punktis x ajahetkel t.

• c on laine levimise kiirus (m/sek). Meenutame, et keele korral c2 = T∗
ρ , kus T∗ on keele

pinge ja ρ keele tihedus, seega c sõltub keele materjali omadustest.

• Antud on algtingimused

u(x, 0) = Φ(x), ut(x, 0) = g(x).

• Keel pikkusega b on jäigalt kinnitatud, seega meil on homogeensed rajatingimused

u(0, t) = 0, u(b, t) = 0.
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12.2 1-mõõtmelise soojusjuhtivuse võrrandi lahendamine võrgumeetodiga

1. Valime lõigul [0, b] osalõikude arvu Nx, sammu pikkuse hx = b
Nx

ja moodustame sõlmed

xi = b · i

Nx
, i = 0, . . . , Nx.

2. Valime ajalõigul [0, T ] osalõikude arvu Nt, sammu pikkuse ht = T
Nt

ja moodustame sõlmed

tj = T · j
Nt
, j = 0, . . . , Nt.

3. Otsime võrrandi

utt(x, t) = c2 · uxx(x, t) + f(x, t), x ∈ [0, b], t ∈ [0, T ],

lahendi u(x, t) lähisväärtusi uij sõlmedes x0, . . . , xNx ja t0, . . . , tNt . Selleks moodustame

(Nx + 1)× (Nt + 1)-mõõtmelise maatriksi

u =



u00 u01 u02 · · · u0,Nt

u10 u11 u12 · · · u1,Nt

...
...

...
. . .

...

uNx−1,0 uNx−1,1 uNx−1,2 · · · uNx−1,Nt

uNx,0 uNx,1 uNx,2 · · · uNx,Nt


.
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Esimese veeru elemendid saame algtingimusest ui,0 = Φ(xi), i = 0, . . . , Nx. Esimese ja

viimase rea elemendid saame rajatingimustest.

4. Märgime, et keele algkiiruse tingimusest saame

ut(xi, xj) ≈
ui,j+1 − ui,j−1

2 · ht
⇒ ui,−1 ≈ ui1 − 2 · ht · g(xi) = ui1.

Viimase seose abil on meil võimalik tuletada u väärtuste leidmise skeem j = 1 korralť:


u1,1

u2,1
...

uNx−1,1

 =
1

2
·A ·


u1,0

u2,0
...

uNx−1,0

+
1

2
· σ2 ·


u0,0

0
...

uNx,0

+ ht ·


g1,0

g2,0
...

gNx−1,0

 .

5. Edasi lahendame ülesande võrgumeetodiga, mis näeb maatrikskujul välja järgmine:

Uj+1 = A · Uj − Uj−1 + σ2 · Ũj + h2t · Fj , j = 1, . . . , Nt − 1,

või siis täpsemalt
u1,j+1

u2,j+1

...

uN,j+1

 = A ·


u1,j

u2,j
...

uN,j

−


u1,j−1

u2,j−1

...

uN,j−1

+ σ2 ·


u0,j

0
...

uNx,j

+ h2t ·


f(x1, tj)

f(x2, tj)
...

f(xN , tj)

 ,

kus

A =



2− 2 · σ2 σ2 0 · · · 0

σ2 2− 2 · σ2 σ2 · · · 0

0 σ2 2− 2 · σ2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 2− 2 · σ2


ja

σ = c · ht
hx
, N = Nx − 1.

6. Toome siinkohal mõned ideed SciLab’i kasutamiseks.

u = zeros ( Nx+1 , Nt+1 )

A = zeros ( Nx−1 , Nx−1 ) // See t u l e b v e e l õ i g e s t i t ä i t a

// . . .

abiu = u( 2 :Nx , j ) // maa t r i k s i u j . veerg i lma ra j a t a

// . . .

u( 2 :Nx , j+1 ) = abiu // maa t r i k s i u ( j +1). veerg
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12.3 Praktikumi ülesanne

1. Kasutame laine levimise kiirust c = 10 m/sek. Keele pikkus b on 1 m. Olgu t ∈ [0, 2].

2. Keel on oma algasendis välja venitatud.

Viimast kirjeldab funktsioon

u(x, 0) =


0.1− |x− 0.25| , x ∈ [0.15, 0.35],

−0.1 + |x− 0.75| , x ∈ [0.65, 0.85],

0 , muul juhul.

3. Keele algkiirus on 0 m/sek, s.t. ut(x, t)
∣∣∣∣
t=0

= g(x) = 0.

4. Millised peaksid olema osalõikude arvud Nx ja Nt, et lahend käituks stabiilselt?

5. Kui palju liigub keele keskpunkt oma algasendist kogu võnkumise vältel?

6. Kuidas liigub keele keskpunkt oma algasendist, kui punktis x = 0.75 on keel kaks korda

pikemalt välja venitatud, kui punktis x = 0.25?

7. Video tegemiseks tuleks kasutada for-tsüklit (mingi hõrendatud sammuga, näiteks i =

1 : 5 : Nt) ja kuvada tühjendatud graafikule. Seejuures võib graafikud lasta piltidena

salvestada, ja hiljem mingi video programmiga ühendada (näiteks Windows Live Movie

Maker). Praktikumis piisab for-tsüklist ilma piltide salvestamiseta.

s c f ( 1 ) ; c l f ( 1 )

plot ( xx , yy ( : , i ) , ’ b :∗ ’ )

// x s2 jpg (0 , ’ p i l d i d / g raa f i k −’+ s t r i n g ( i )+ ’. jpg ’ )

8. 3D graafiku kohta võib kasutada järgmisi käske:

plot3d1 ( x , t , y , theta = −90 , alpha = 70 )

// t h e t a ja a lpha on nurgad kraad ide s g r aa f i k u pööramiseks

f f = gcf ( ) \\

f f . color_map = rainbowcolormap ( 512 )
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