Ideaalse euroouna ruumala

Kui me 16ikame 6una varre juurest pooleks, siis saadud 16ikepind meenutab matemaatikas
tuntud joont, mida nimetatakse kardioidiks. Olgugi, et kardioid ei kirjelda 6una labiloiget
iiks-iihele, siis ometigi voime teda pdris edukalt kasutada, kui tahame arvutada duna
ligikaudset ruumala, pindala voi nditeks imbermootu.

Graafikul on kujutatud kardioidi raadiusega 2, seega
labimooduga 4 tihikut (Ilithem telg 6una keskel varre
otsast vaadatuna). Matemaatikas on kardioid kirja
pandav polaarkoordinaatides valemiga

r=a(l+cosyp), ¢el0,2n], (D

kus a on siis kardioidi raadius ehk pool lithema telje
1abimootu, ¢ on kasutatav nurk ja r on antud nur-
gale vastav punkti kaugus koordinaatide alguspunk-
tist. Et seda pilti ndha klassikalisel xy-tasandil nagu
joonisel, siis tuleb meil minna {iile x ja y jaoks de-
fineeritud polaarkoordinaatidele, mis on kirja pan-

3 dav jargmiselt:
X =Trcosg
. » @el0,2m]. (2)
y =rsing

Polaarkoordinaadid tihendavad siin, et igale nur-
gale ¢ saame leida punkti (x, y) kauguse r nullpunk-
tist.
Uhendades valemid (1) ja (2) saamegi kardioidi jaoks x y-tasandil jargmised seosed:
{x =a(l+cosy) c.oscp, €027, 3)
y =a(l+cosg)sing

Ouna ruumala leidmiseks kasutame suhteliselt lihtsat meetodit, pannes kardioidi
joone timber x-telje poorlema. Paneme tdhele, et sel juhul tekib meil iga x vddrtuse jaoks
imber x-telje ringjoon raadiusega y. Ringjoone pindala oli aga teatavasti = R*. Seega tekib
meil imber x-telje péorleva kujundi ristloike pindala

S(x) = nyz. 4)

Keha ruumala kahe tasandi x = a ja x =  vahel v6ib leida kui méd4ratud integraali ristloike
pindalast

B
V:fS(x)dx, a,feR. (5)

Laheme niiid tdpsemalt meie kardioidi juurde. Esiteks peame arvesse voOt-
ma oOuna silidame juures asuvat tithimikku, kuna kujundi poodrlemisel wim-
ber x-telje tekib ringjooneline kujund, mis on keskelt tdidetud. Seega peak-
sime kogu poordpinna ruumalast maha lahutama tekkiva tiihimiku ruumala.



Arvestades valemeid (4)-(5) saame
2a 0
V:nfyzdx—ﬂfyzdx, (6)
M M

kus esimene integraal kirjeldab seest tdidetud kar-
5 dioidi ruumala ilma tiihimikuta (kasutades kumera
joone y vddrtusi) ja teine integraal kirjeldab varre
4 5 & 5 & Jjuures oleva tithimiku ruumala (kasutades nogusa
2 joone y vadrtusi vasakust otspunktist M kuni punk-

tini 0). Margime, et punktile M vastab kardioidi

: 1 V3
joonel punkt [ ——a, —al|.
4 4
Vahetades vorrandis (6) teises integraalis rajad (integraali mark muutub siis vastupidis-
eks), saame integraalid kokku liita ning tegelikult on kogu p66rleva kardioidi ruumala arvu-

tatav valemiga

2a
V:nfy2 dx. (7
0

Jargnevalt 1aheb meil vaja integreerimisvotteid nagu nditeks muutujavahetus ja diferentsi-
aali mirgi alla viimine. Suuruse y? leiame lihtsalt valemist (3). Lisaks liheb meil vaja difer-
entsiaali dx, mille leiame samuti valemist (3):

d
dx = d—xd(p =x'(p)dp = (—asing —2asingcosp)dy = —asing(l +2cos@)dp. (8)
%

Viimaseks sammuks tileminekul ainult muutujast ¢ séltuvale funktsioonile peame in-
tegraalis (7) muutma integraali rajad 0...2a. Paneme tdhele, et kui ¢ = 0, siis valemist
(3) saame et x = a(l + cos0) cos0 = a(1 +1) -1 = 2a. Analoogiliselt, kui ¢ = m, siis x =
a(l+cosm) cosmt=a(l—1)-(-1) =0. Arvestades seda ja valemeid (7)-(8) saame

2a 0
V:ﬂfy2 dx:nf[a(1+cos<p) sin(p]z[—asin(p(l+ZCos<p)]d(p
0

T

0 )
=-7 agf(l + cos<p)2 sin3¢(1 +2cos@) do.
T

Kuna —sing d¢ = d(cos¢) ja sin® ¢ = 1 — cos® ¢, siis saame

0
V= ﬂd3f(1 + cosqo)2 (1- cos?® @)(1+2cosp)d(cosy). (10)

T

Teeme muutujavahetuse cos¢ = u. Sel juhul muutuvad integraali rajad n...0 asemel
—1...1. Valem (10) teisendub kujule

1
V:na3f(1+u)2(1—uz)(1+2u)du. (11)
-1



Jaab veel {ile viia arvutus lopule. Jargnevas arvestame, et integraal paaritutest funkt-
sioonidest u,u® ja u® on siimmeetriliste rajade korral vordsed nulliga ja paarisfunkt-
sioonide 1, u* ja u* korral voime votta kahekordse pooliku integraali:

1 1
V:nagf(l+4u+4u2—2u3—5u4—2u5)du:2na3f(1+4u2—5u4)du
0

e} (12)

=2na’

4 1 4 8
u+—u3—u5)‘ :Zﬂa3(1+——1) =—na.
3 0 3 3

Tulemus
8 3

i V=—-ma (13)
3

titleb meile, et poorleva kardioidi ruumala on kaks
korda suurem sama raadiusega a olevast kera ru-

4
umalast (viimane oli teatavasti gnag). Jooniselt

voime ndha sama raadiusega 2 olevat kardioidi ja
ringi.

Kardioidi pindala

Leiame jargnevalt kardioidi pindala ehk siis ligikaudselt ka pooleks 16igatud duna sisemise
kihi pindala. Selleks voime kasutada koversektori pindala valemit polaarkoordinaatide
jaoks:

S= %f r*(p)de, a,Bel0,2n]. (14)

[e4

Seega algsest valemist (1) saame

21

2
1 2
S= 5faz(1+cos<p)2d<p:%f(l+2cosw+cosztp)d</)
0 0

a2 o (,12 2m az 21 (15)
:?((p+251n<p) +?fcosz¢d¢:na2+Zf(1+cos(2(p))d(p
0
0 0
=ma®+ a ( + L sin(2 )) Zn—na2+na2 =Zna®
- 1 (P72 Y = 2 2777
Tulemus
3
S=-na (16)
2

{itleb, et kardioidi pindala on poolteist korda suurem kui ringi pindala wa®.

Kardioidi joone pikkus

Lopetuseks leiame kardioidi joone pikkuse ehk siis ka ligikaudse duna timbermoo-
du (moddetuna keskelt ja arvestades varre osas olevat donsust). Selleks kasutame



parameetriliselt antud funktsiooni joone kaare pikkuse valemit

B
5= f VIX@P + 1Y @Pdp, aBeR. 17)

Seega algsest valemitest (3) saame

2n
s= f \/[—a(l +2cos ) sing]? + [a(cos ¢ + cos? ¢ —sin? )]2 d¢
0

2n
= af \/(1 +2cosp)?sin @+ [(1+2cos¢)cosp —1]12dg
0

2n

= af \/(1 +2cos@)?sin? @+ (1 +2cos)2cos? @ —2(1+2cos¢)cosg+1dg (18)
0

027'[ 21
:af\/40032(%)d<p:4af|cos(%)Id(%).
0 0

Teeme muutujavahetuse u = g ning arvestades funktsioonide cos x ja — cos x simmeetriat

2 27
= a[ \/[(1+2c05(p)—cosgo]2+l—cosz(pdq): af\/2(1+cos<p) do
0

16igul [0,%] ja [g,ﬂ] saame

SIE

5
s:Safcosudu:Sasinu =8a(l1-0)=8a. (19)
0
0

Kardioidi imbermoot
s=8a (20)

on sama raadiusega ringi omast veidi suurem (ringi korral on iimbermoot 2z a = 6,28a ehk
pisut rohkem kui kolmveerand kardioidi imbermo6ddust).



