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Operaatorid

Aritmeetilised operaatorid

Need leiab paletilt "Calculator” ja ei vaja eraldi kommenteerimist. Calculator
Tehete jarjekorraks on astendamine, korrutamine-jagamine, sin cos tan In log
litmine-lahutmine. Erinevalt teistest programmidest on Mathcadis aloio kT
vdimalik tehete jarjekorda ka visuaalselt kombineerida. Kui tekib :-: , 2

kahtlus, siis on alati mdistlik kasutada sulge. U O
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Operaatoreid véib sisestada klaviatuurilt voi siis valides paletilt soovitud operaatori. Kui libistada
hiirega Ule paletiosade, siis ilmub hiirekursori juurde marge kiirklahvide kohta.

Naiteks avaldise 2/3 jaoks voib esiteks kirjutada 2, siis kaldkriips /
ja 1opuks 3. Kuid sageli voib kasulikum olla kirjutada esiteks
operaator, meie juhul jagamistehe /, mille jarel Mathcad kuvab '
ise automaatselt mustad kastikesed lugeja ja nimetaja jaoks.

Naide. Astendamisel tuleb olla vaga tahelepanelik.

x=-l Olgu x=-1. Paneme x astmes 2/3 kirja erineval
2 2 moel.
x> 5 (=1)> =-0.5 + 0.866i
(%/—)2 1 Juurimistehe on matemaatikas defineeritud
X= nii, et vastuses eelistatakse reaalarve. Siin
’ saame Oige vastuse.
1
( ;j 0.5+ 0.866i Astendamistehe arvuga 1/3 annab aga teise
x = Y2+ 0.0001 tulemuse. Sama tulemuse saime astmega 2/3.
1
3 Ruutu vétmine muudab avaldise positiivseks ja
(Xz) =1 seejarel astendamine enam probleeme ei valmista.

Kui mingil avaldisel on mitu erinevat vaartust (nditeks kompleksarvudega seotud avaldistes), siis
Mathcad valib sellise, kus nurk reaalteljega on minimaalne. Selleparast -1 astendamise korral
saadaksegi komplekarv, sest -1 nurk reaalteljega on 180 kraadi, mis on suurem kui arvul

0.5 + 0.866i.

Kompleksarvu korral tuleb imaginaarosa jaoks kirjutada "1i". z:= -2 —4-i
Ekraanile kuvatakse "i". Kui kirjutate ainult "i", siis loetakse
seda tavalise muutujana (tinti on meil indeksid sellise tahisega). | =2 - 4f=
Olgu toodud méned sagedasemad valemid:

[ This variable is undefined, |

Kompleksarvu kaaskompleks: kirjuta muutuja ja jutumargid. Z=-2 + 4



Kopleksarvu moodul (norm) |z| =+/zz kirjuta | ja

Z.

Kompleksarvu argument: arg(z) = ¢

z=a+ b-i =r(cos(yp) + i-sin(yp)) = ref!

Loogilised operaatorid

|z| =4.472 \/z_; = 4472

arg(z) = -2.034

|2] €Dy 4

Boolean el

Loogilised operaatorid annavad tbese vastuse korral valjundiks —
Uhe ja vaara vastuse korral annavad valjundiks nulli. Seega ongi R .
neil tulemuse véljastamisel ainult kaks vGimalikku vaartust. s T O

On vordne 1=2=0 3.14=3.14=1

~ . 1 2 1 2 .

Vordlused. Kompleksarvude korral ei saa —<==1 —>—=0 i>2=1

kasutada vérdlustehteid, kuna neil puudub 2 3 2 3

kompleksarvude jaoks tdhendus. 1<2=1 1>22=0 i+1<3=1a

Soénede vordluse jaoks kasutatakse ASCII
kooditabelit.

Ei ole vordne

Eitus (NOT)

Ja (AND)

Véi (OR)

Valistav voi (XOR) on tdene, kui ainult tks

liikmetest on tdene.

Vektor- ja maatriksoperaatorid

Eespool vaadatud aritmeetilisi operaatoreid saab kasutada ka - —
vektorite ja maatriksite jaoks. Operaatorid, mis téGtavad ainult Matrix B
vektoritega, on méeldud kasutamiseks ainult veeruvektoritega (] %, st I
(reavektorite korral tuleks need transponeerida).

Lisaks on olemas veel jargmised operaatorid:

Defineerime maatriksid, A on 2x3 ristkllikmaatriks, 123 12 1
B on 2x2 ruutmaatriks ja C on veeruvektor. ( j B:= ( j C= ( j

"Hobune" < "Elevant" =0

"Vaalaskala" > "Elevant" =1

1#£2=1 1#£1=0

~1=0 —0=1 —~(1-1)=1
1Aal=1 1A0=0 2A3=1
1vi=1 1vo=1 2v3=1
1®1=0 1©0=1 2@3=0
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1. Maatriksi liige, indeksid (algavad nullist).

2. Pé6rdmaatriks (saab kasutada vaid regulaarsete
ruutmaatriksite korral).

3. Determinant (on olemas vaid ruutmaatriksite jaoks).
Margime, et | | on siiski erinev aritmeetiliste
operaatorite juures asuvast absoluutvaartuse margist
(viimane annab vektori korral selle pikkuse).

4. Vektoriseerimine. Kui maatriksavaldisele panna
peale vektorimark, siis rakendatakse soovitud tehet
eraldi kdikidele maatriksi liikmetele.

5. Maatriksi veergude eraldamine. Ridade
eraldamiseks voib kasutada transponeerimist.

6. Transponeerimine (ridade ja veergude vahetamine).

7. Vahemikmuutuja. Naiteks kuvame maatriksi A
esimese rea. Selleks defineerime j=0..2 ja
kasutame indeksis rea jaoks vaartust O ja veeru
jaoks indeksmuutujat j.

8. Maatriksite korrutamine (dot product). Omavahel
saab korrutada maatrikseid, kus esimese maatriksi
veergude arv vordub teise maatriksi ridade arvuga ehk
Mat(n,m) x Mat(m,k) = Mat(n,k).

Vektorite korral on tulemuseks skalaarkorrutis.

Ruutmaatrikseid saab astmesse votta tavalise
astmemargi abil.

9. Vektorkorrutis. Vektorid peavad olema antud ruumis
ehk siis kolmeelemendilised. Tulemuseks on vektor.

10. Summa vektori liikmetest. Td6tab ainult vektorite
jaoks. Maatriksite jaoks tuleb kasutada veergude
eraldajat koos indekseeritud summa margiga.

11. Maatriksite liitmine. Liita ja lahutada saab
omavahel sama jarku maatrikseid. Kui liita voi
lahutada reaalarv, siis liidetakse (lahutatakse) see
eraldi koikidest elementidest.

Ag o= A =5
1 R B

A= 15 —05

|Al = |B| =2

|| = lcl —» 5
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12. Skalaariga korrutamine ja jagamine. Maletavasti

maatriksit skalaariga korrutades, korrutatakse
eraldi koiki maatriksi likmeid sama arvuga.

13. Vastandmaatriks. Piisab, kui korrutada
maatriksit miinus Uhega véi kirjutada ette miinus
mark.

05 1
1.5 2

10 20
10-B =
(30 40)

-1 2 -3
—A =
(—4 -5 —6)

N |

Tuletis- ja integraaloperaatorid

Kaesolevas peatlkis tutvume lahemalt matemaatilise anallilsi
paletiga Calculus. Teistest rohkem tahelepanu poérame

integreerimisel ette tulevatele probleemidele.

Tuletised

d—(sin(xx) + xx3) — cos(xx) + 3~xx2
dxx

Zi=0
j—z(sin(z) + 23) =1

j—z(sin(z) + 23) -1
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Tuletis analldtiliselt. Argumendil xx ei tohi olla
arvulist vaartust, vastasel korral me analttilist kuju
ei née.

Vordusmargi kasutamisel leitakse tuletis punktis, antud
juhul tuletis punktis z=0. Muutujal z peab eelnevalt
olema vaartus.

Siumbolarvutuse vahend valjastab arvulise vaartuse,
kuna muutujal z on vaartus olemas. Soovitud tulemuse
saamiseks véime teha naiteks nii (kasutame kasku
"explicit" ja kasutame nooloperaatorit kaks korda):

d—(sin(z) + 23) explicit — d—(sin(z) + 23) — cos(z) + 3-22

dz dz

f(x) := sin(x) + x3

tuletis(x) := 3—f(x) — cos(X) + 3~x2
X

tuletis(4) = 47.346

tuletis(zz) — cos(zz) + 3-222

Uks levinud véte tuletise lintsamaks arvutamiseks
on defineerida tuletisfunktsioon. Siinjuures on
kasulik lisada ka simbolarvutuse noolekene
(viimase puudumisel tekib probleem vektorist
argumendi jaoks).

1 3.54
tuletis| | 2 || =] 11.584
3 26.01



Koérgemat jarku tuletised

2
d—z(sin(x) + x3) —sin(l) - 6
dx
ab® 23
—T3X — 641171050071552000
dx
1
47 23

o

This value must be between 0 and 5.

= 1

5 5 5
d—sd—sd—z23 =6.637x 10
dz” dz” dz

6

Summad, korrutised

) 5
Z i=199 Hj:m

=1

Zii: 17.5 H(ii—S) =-315

il il

1 n
S
i-(i+ 1) n+ 1
i=1

Kdrgemat jarku tuletise korral piisab tuletise jark
kirjutada ainult kas lugejasse v&i nimetajasse, Mathcad
lisab ise automaatselt jargu tihjale valjale.

Analidtiline vahend leiab térgeteta ka kérgemaid
tuletisi, kusjuures allpool olevat jargu probleemi ei ole.

Kui tahame leida kdrgemat jarku tuletist mingis
punktis, siis numbriline vahend lubab kasutada jarku
vahemikus 0,1,...,5 ja mitte rohkem. Sel juhul on
Uheks véimaluseks kirjutada tuletisoperaatoreid mitu
tukki jarjest.

Kuigi tuleb Utelda, et liiga kérget jarku tuletiste korral
on selline meetod vaga kohmakas ja ka vaga aeglase
arvutusprotsessiga ning pealegi veel ebatapne
(seega, ei ole soovitav kasutada, Mathcadi manuaal
Utleb, et iga jark kaotab vastuses tapsuses umbes
Uhe komakoha).

Tavaliste summade indeksid ei ole mdjutatud sellest,
kas need on defineeritud mujal tédlehel voi mitte.
Summades ja korrutistes kasutatakse indekseid
lokaalsete muutujatena.

Vahemikmuutujaga summa ja korrutise puhul on
siiski vajalik enne defineerida vastav
vahemikmuutuja.

Lihtsamal juhul suudab Mathcad ka anallutiliselt leida
osasumma avaldise.



n
3 +2 7
2 %
1
i=o ©

Piirvaartused

sinl
lim —(X) -1
x>0 X

1
lim - > ™
x> 0T X

1
lim - 5> -
x>0 X

1
lim — — undefined
x—>0X

Integraalid

i i (3

Piirvaartuste korral tuleb kasutada simbolarvutust, s.t.
vordusmargi asemel tuleb kasutada noolekest.

Parempoolne piirvaartus.

Vasakpoolne piirvaartus. Nagu naha, erinevad avaldise
1/x jaoks parem- ja vasakpoolsed piirvaartused. Seega
ei tohiks punktis x=0 mdlemapoolset piirvaartust
eksisteerida. Kontrollime:

Mathcad annab 6ige vastuse. Uldjuhul on Mathcad
piirvaartuste leidmisel Usna tubli.

Maaramata integraali korral saab tulemuse leidmiseks kasutada ainult nooloperaatorit.

Maaratud integraali korral peavad rajad olema reaalsed, integrand ise voib olla kompleksne.

Naide (vt [2]). Juure margi alt valja toomine, absoluutvaartused, signum.

J' \/?dx=‘[ | x| dx=sign(x)~J

J' J?dx—) X'\/;

2

1
| o
-1

xdx = sign(x)-X? +C=

g |x] x

+ C

Matemaatilise analliisi kursusest tuntud omadused

[3]. Margime, et \/;2 # x vaid |x| ehk sign(x)*x.

Ka teistes matemaatikaprogrammides voite naha

sarnast tulemust, kus vastusse jdetakse suurus 4 x
sisse ning ruutjuurt ei taandata ara. Sedasi ongi
Oige, programm teab sel juhul edaspidi arvestada
muutuja x marki.

Mathcad leiab siin ka dige vastuse. Allikas [2] teatab siin
mdningaid probleeme Mathcadi vanemate versioonidega.



1
J xdx —> 0

-1

1
J |x| dx —> 1

1

Margime, et kui me ei arvestaks muutuja x marki, siis
saaksime vale vastuse 0.

. 2 - .
Avaldis \/x on samavaarne avaldisega |x|.

Naide, (vt. [7]). Aritmeetiliste operaatorite juures vaatasime probleemset juurimise ja astendamise
juhtu. Analoogilised naited sobivad ka integreerimise illustreerimiseks. Peab ise olema
tahelepanelikud ja ei tohi alati kdike uskuda, mis ekraanilt vastu vaatab.

0
J Pxdx = —0.75

-1

J' %dan' Jxdx

"
| x> dx = 0375 + 0.65i
-1

I
|

0 3
J %dx—)——
_1 4

3 3
+

i3
8

Nii numbriline integreerimine kui
sUmbolarvutuse vahend annavad
korrektse vastuse.

Samas on kummaline, et maaramata
integraali ei suudeta leida.

Kirjutame juurimise astmena 1/3 ja
tulemuseks saame kompleksarvu.
Sellise kummalise vastuse annavad nii
numbriline arvutamise kui ka
sUmbolarvutuse vahend.

Maaramata integraal ndeb valja selline
ja me juba varem nagime, et
astendamine séltus astme kirja
paneku viisist (siit ka all olevad
kompleksed lahendid).

Vaatame analoogilist integraali,
astmega 2/3. Paneme selle all pool
erinevalt kirja.

Maaramata integraal, paneme tahele
et juuravaldist on seekord suudetud
leida.



Kirjutades astme 2/3 teisiti, saame

1
| 3 3/72 Oige vastuse.
J (Xz) dx= 12 1 X dx=1.2

Kokkuvotteks

Tuletise leidmisel tasub meeles pidada, et numbriline algoritm (eriti kdrget jarku tuletiste korral)
voib olla Usnagi ebatapne. Siin tasuks eelistada simbolarvutuse vahendeid (tdsi, massiliste
arvutuste korral osutuvad need palju aeglasemateks kui numbrilised vahendid).

Integreerimisel peab meeles pidama, et arvuti kasutamisel eksisteerib vaga palju ootamatuid
olukordi, mil programm ei saa ilma juhendamiseta hakkama. Sellistel juhtudel tuleks tulemust
kontrollida nii analtitilise kui numbrilise arvutuse vahendiga ja mis kdige tadhtsam: analllsida
antud olukorda ise (kasvéi siis paberi ja pliiatsiga). Vaga tundlikud kirjapildi suhtes on astmeid ja
juuri sisaldavad funktsioonid ning loomulikult nduavad erilist hoolt katkevad funktsioonid ja paratud
integraalid.

Integreerimisel peab veel meeles pidama, et arvutused vdivad olla vaga palju aega ja

arvutiressurssi ndudvad. Seega tuleb leida kompromiss arvutustapsuse ja aja faktori vahel. Seda
enam on ajamahukas kordsete integraalide arvutamine.
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