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Vorrandite ligikaudne lahendamine

Funktsioon polyroots( A ) leiab polinoomi kdik nullkohad. Siinjuures on A
polunoomi kordajate vektor, kus esimesel kohal on konstantse liikme kordaja,
teisel kohal on lineaarse liikme kordaja jne. PolUunoomi kordajad vdivad olla ka
kompleksed.

Naide.
pol(x) = 8x8 - 6-x6 + 2-x2 +x—1

M=(-112000 -6 0 8) Defineerime 9-likmelise reavektori. Kordajad
peavad olema digetes kohtades, kusjuures ei
tohi ka unustada kordajate marki.

—-0.902
—0.655 + 0.423i
—0.655 — 0.423i

( T) 0.045 + 0.773i
polyroots\M" ) = 0.045 — 0.773i Kuna késk "polyroots" kasutab veeruvektoreid,

siis tuleb reavektor transponeerida.
0.526

0.798 + 0.292i
0.798 — 0.292i

Polinoomi kordajate kasitsi kirjutamine on tllikas, kui polinoomi aste on suur. Sellisel
juhul on mugavam ja ka kindlam (s.t. ei teki inimlikke eksimusi) kordajate eraldamiseks
kasutada kasku "coeffs".

1. samm. Kirjutame parast omistamist
-1 poliinoomi (nime) koos argumendiga.

2. samm. Vajutame samaaegselt klahve
"Ctrl"+"Shift"+"punkt" saamaks musta kasti ja
noolt poliinoomi (nime) jarele. Alternatiiv on

2

0

valida see "Evaluation" kastikesest.
MM = pol(y) coeffs,y —| 0
0

3. samm. Kirjutame musta ruudukese asemele
—6 "coeffs". Soovitav on lisada ka koma koos
argumendi tahisega (kui poliinoom sisaldab ka
anallutilisi kordajaid voi teisi muutujaid, siis on
8 see vajalik).




—-0.902
—0.655 + 0.423i1
—0.655 — 0.423i1

0.045 + 0.773i
0.045 — 0.773i
0.526
0.798 + 0.292i
0.798 — 0.292i

Vdime vorrelda eespool olevat tulemust.

polyroots (MM) =

Olgu 6eldud, et mida kérgem on poliinoomi aste, seda vaiksem on tapsus, millega kask
"polyroots" nullkohti leiab. Sama probleem on kordsete nullkohtade korral.

Naide (vt [2]). Vaatame seekord natukene kdrgemat jarku polinoomi.

Wwol(y) = y76 B 3.y72 +y71 295 6y 2

=2 Ay1=-6 Defineerime kordajad. Kuna poliinoom on "hére",
As:=2 Aq1 =1 siis hoidume pikkadest vektoritest. Vektori A
defineerimiseks ei pea sugugi koiki likmeid
A7p=-3 A76:=1 defineerima, kuid peab olema kindel, et muutujal A
oma indeksitega ei ole varem defineeritud teisi
vaartusi.

Lei llkohad, kuid tul t ei truki.
W _nullkohad = polyroots(A) elame nullkonad, kuid tulemust ei truki

wol( W_nullkohad 10) = 2.887x 107 1 —3.411ix 10713 Jargnevalt lelame poliinoomi wol
vaartused moénes neis nullkohtades.

wol(W_nullkohadl) = —5426%x 107 O Nagu ndeme, erineb méni neist ikka
paris tublisti nullist,mis naitab

wol(W_nullkohad35) = —37.42 + 92.055i arvutusvigade kuhjumist.

Funktsioon root( f(x ), x) leiab funktsiooni f(x) Uhe nullkoha (vt [2]).

Siinjuures x peab olema muutuja, millele on omistatud arvuline suurus ja
muutujat x tdlgendatakse kui Uhte konkreetset alglahendit, mille Iahedalt
hakatakse siis seda nullkohta otsima.

Muutuja x vaartus voib olla ka kompleksne. Funktsiooni f(x) asemel vaib olla
teise argumendi suhtes olev avaldis.

Funktsioon root kasutab vérrandi f(x)=0 lahendamiseks |6ikajate meetodit.



Naide. xx =1

x:=1 root(xx3 +1 ,xx) = 0.5 + 0.8661
A=

root(x3 + 1 ,x) =-1

root(xx3 +1 ,xx) = 0.5 — 0.8661

Tiiiipilised vead

1. Funktsioon antakse ilma argumendita, néiteks root( F, x )

2. Argumendi v&artus Kirjutatakse otse teise muutuja kohale, néiteks root( F(x), 1.234)
3. Argumendi nimed ei (ihti, néiteks root( F(x) , u)

4. Argumendiks peab olema lihtmuutuja, mitte indeksiga muutuja, néiteks root( F(x,), x4 )

Valides liiga kauge alglahendi vdi kui meetod ei koondu méistliku aja jooksul, siis Mathcad
teatab, et lahendit ei ole véimalik leida. Vétame selle sama Ulemise naite:

5

=50 root(x3 + l,x) =1

X
AMA

Veateate "Ei saa lahendit leida" pdhjuseks vaib olla, et vorrandil puudub lahend, alglahend asub
liiga kaugel, funktsioonil f(x) on lokaalseid miinimume ja maksimume alglahendi ja lahendi vahel,
vorrandil on kompleksne lahend, alglahend on aga esitatud reaalselt.

Funktsiooni root kasutamisel on kasulik teha joonis, et naha teid huvitavas piirkonnas f(x) graafiku
I6ikumisi x-teljega.

Naide ootamatust tulemusest (vt [2]).

4 5

1 root(g(f),1) = 1.83x 10~ — 7.004i x 10

£(x) = x — asin(x) t:

Tulemuseks on kompleksarv, mis ei vasta paris sellele, mida vdiks oodata. Pohjus peitub selles,
et alglahendi 1 korral saadakse jargmised lahendid Uhest suuremad arvud ja arkussiinuse jaoks
kasutatakse sel juhul kompleksarve (arkussiinuse maaramispiirkond on teatavasti 16ik [-1,1]).

Seega tuleks alati méttes Ule kontrollida, kas saadud tulemus voiks vastata ka tegelikkusele ja
alati ei tohi arvutitulemusi pimesi uskuda. Sama llesande jaoks teise alglahendi korral saame

1 _
= root(g(tf) , 1) = 2.616x 10~ °
J=0 root(g(tt),tt) =0

Teeme graafiku



0.517

0.3331

0.1677

z I !
8) 0 0.5 1

- 0.1677

—0.3331

Graafiku jargi véime "avastada", et funktsiooni g vaartused on paris suure ala peal vaga
lahedased nullile. Tegelikult on see meile teada matemaatilise analtilisi kursusest, kus
naidati, et arctan(x) ja x on protsessis x->0 ekvivalentsed suurused. See omadus on aga
paris suur probleem I6ikajate meetodi jaoks, sest sirge, mida médda lahendit otsitakse,
on peaaegu paralleelne x-teljega ja enne nullpunkti jdudmist pakutakse lahendina valja arv,
mille korral hinnatav viga on programmi meelest kiillalt vaike.

TorL ;= 10~ 1° )

Uks vbimalus vaikeste vaartuste jaoks on tosta
1 Mathcadi slisteemisisest muutujat TOL. Siiski on

A= By sellel véimalusel omad piirid peal ja vaga vaikseks

muuta ei ole seda samuti motet.

root(g(tf) , tt) = 8.954x 10~

it = root(g(tt) ,tt)

14%3%%

Mida teha, kui voiks eeldada, et funktsioonil on rohkem kui tiks nullkoht?

Uks véimalus on kasutada andmete jada, massiivimuutujat ja vektoreid, maatrikseid.

Néide
f(x) = 41 X=0 Defineerime funktsiooni ja alglahendi.
-1.5 Defineerime Uhe 3x1 maatriksi, milles kasutame
M = i erinevaid alglahendeid.
—i
Maatriksi M kasutamiseks peame ara defineerima,
0.2 mis piirides muutub meie indeks.
1:=0..
Paneme tahele, et dige tulemuse

-1 saavutamiseks peame kasu root

moz(f (Mi,o + x) ,x) +M; o =105+ 0.866i véljundile juurde liitma vektori M

. vaartuse, kuna nullkoht leitakse kujul
0.5 — 0.866i X[i]=y{i]-M[i.0].



Kontrollime tulemust polyroots kdsuga. Seda saame siin kasutada, sest meie funktsioon on
poliinoom.

1 Et saada f(y) jarele tihikut, tuleb valida
"Evaluation" menuust mark "kast + nooleke" voi
siis vajutada Uheaegselt klahve
"Ctrl"+"Shift"+"punkt". Seejarel triikime "coeffs,y"
ja noolekese. Kask "coeffs" valjastab polinoomi
kordajad, mida vajab omakorda juurte leidmise
kask "polyroots".

Sa= S () coeffs,y —

oS O

-1

; o =1 o 0.8661 Sedasi peaks siis valja nagema meie poliinoomi
polyroots (C) = | 0.5 - 0.866i kdik nullkohad. Tulemus kattub Uleval pool

0.5 + 0.866i olevaga.

Markus. Otsitava lahislahendi piirkonda saab k&sus "root" piirata 3. ja 4. argumendiga.
Antavate vaartuste korral tuleb jalgida, et funtksiooni vaartused oleksid erineva margiga.

= _5 Algvaartus

Piiramata
root(x3 —exp(x) ,x) = 1.857
3 Piiratud 1..3
root\x” — exp(x) ,x,1,3) = 1.857
root(x3 —exp(x),x,3, 5) = 4.536 Piiratud 3..5 ja tulemus on teine

Piiratud, kuid funktsiooni vaartus ei ole

3
root(x —ep(x),x,1 ’5) - antud punktides erineva margiga.

Meetod Given - Find aitab lahendada vorrandististeeme, nii lineaarseid kui
mittelineaarseid. Vorduste asemel voib kasutada ka vorratusi.

Margime, et lisaks kasule "Find(z0,z1,...)" saab veel kasutada kaske "Minimize(f,z0,z1, ...)"
funktsiooni f minimeerimiseks, "Maximize(f,z0,z1,...)" funktsiooni f maksimeerimiseks,
"Minerr(z0,z1,...)" vorrandi(te) lahendamiseks vahimruutude méttes. Klikates antud funktsioonidel
hiire parema klahviga voib soovi korral automaatse meetodi asemel valida mone teise (lineaarse,
mittelineaarse).

Naide (vt [4]).

yI(x) =6 —2-exp(-0.5x) Defineerime kaks funktsiooni ja seejarel ei tee pahe

2 joonestada Uks graafik.
y2(x) :==45+02-x"



8| T
7+
y1(z)
2
o+ ///,
4 !
0 2
=1 yi=4

y =yl(x)

Yy =y2(x)

Anname alglahendi nii argumendi x kui funktsiooni
vaartuse y jaoks.

Lahenduskasti "Solve-Block" algus

Siia vahele tulevad vérrandid, tingimused, piirkonnad
Kahjuks ei margista Mathcad lahenduskasti ara.
Soovi korral voib seda ise teha, "properties...".
Siinjuures tuleb vérrandid kirjutada "paksu"
vOrdusmargiga.

Lahenduskasti "Solve-Block" 16pp koos Uhe
lahendusega. Jooniselt on naha, et eksisteerib veel
teine lahendus. Selle leidmiseks vdime
algtingmuses muuta naiteks x=4.

Naide Leida ringjoone R ja ellipsi E I6ikepunktid, kui nad on antud jargmiste kanooniliste valemitega:

o Polaarkoordinaatides
R :
ingjoon (x+ 0.5)2 + y2 =9 -
x =-0.5+3cos(¢p)
y = 3-sin()
Ellips : 2 2
X J . .
IR =1 Polaarkoordinaatides
x = 4cos(@)
y =1/8:sin(¢)
1 2
05 1 Eeldada vaib nelja I16ikepunkti (hiljem naha ka
xo= Ri= joonisel). Selleparast defineerime alglahendite vektorid.
-1 -2 Mainime, et alglahendi ette andmisel Iahtusime all
0.5 -1 olevast graafikust, kus veel 16ikepunkte kantud ei
olnud. Valides naiteks teises reas s=0.5 ja y=1 me
esimese rea lahendist erinevat ei saaks.
; Lahenduskasti "Solve-Block" algus
Given



(x+ 0.5)2 +y2 =9

2 2
2=
8

=~

lahendus = Find (x, ) Lahenduskasti "Solve-Block" 16pp koos lahendusega.

{41} Vastusest loeme vilja, et tegu on kahe neljarealise
lahendus = -
4,1 vektoriga.
0.581 Loikepunktide x-teljel olevad vaartused, simmeetria
_258] téttu peavadki topelt tulema.
lahendusqy =
—2.581
0.581
2.798 Léikepunktide y-teljel olevad vaartused.
2.161
lahendus| =
-2.161
—2.798
x:=0,001..27 Defineerime x muutuma nullist
kuni 2 piini (ring Umber x-telje).
Ellipsi ja ringjoone 16ikumine
4
3-sin(x)
\/_S-Sin(x)
lahendus,

—0.5+3:cos(x),4-cos(x) , lahendus,



Vérrandite tapne lahendamine kasuga solve. Kui on kirjutatud vérrand, kus on
kasutatud "paksu" vérdusmarki, siis vdib hiirega valida muutuja, mille suhtes
vorrandit lahendatakse ja valida menuust "Symbolics" => "Variable" => "Solve".

Naide
2 Kirjutame voérrandi kasutades "paksu" vérdusmarki.
xx +1=0
i Parast muutuja "xx" valimist (siin piisab ka lihtsalt selle
- ette klikata) ja meniist dige koha kasutamist

kuvatakse ekraanile selline vastus.

Nagu koikide asjadega, siis tuleb ka kasu "solve" kasutamisel olla ettevaatlik. Vaga tihti vdidaks:
saada vale vastus ja ilma omapoolse kontrollita ei tohiks tulemust pimesi uskuda.

Kokkuvote. Kdik siin peatlkis vaadeldud meetodid nduavad kasutaja poolt vaga hoolikat
jalgimist. Kasutaja peab ise juurde anallidsima, milline on tema funktsioon, milline on
funktsiooni maaramis- ja muutumispiirkond ning milline vdiks olla loogiline tulemus. Tihti on
kasulik lisada joonis (kuigi ka siin tuleb aeg-ajalt ette ootamatuid tulemusi) ja Ule kontrollida,
kas leitud lahend(id) ikka vastavad tegelikkusele (nditeks asendades leitud vaartused
algsesse avaldisse) [1], [5].
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Lineaarvorrandisusteemid

Lineaarvdrrandisiisteeme on arvutis mugav lahendada, kui esamalt defineerida kordajate
maatriks A ja vabaliikmete vektor F ning tundmatute vektori x leidmiseks tuleb lasta arvutil
lahendada susteem Ax=F. Sedasi kaib see enamuse matemaatikaprogrammides.



Naide.
x+2-y+3z=1

3x+2y+z=2

x—y—-z=3
1 2 3
A=|3 2 1
1 -1 -1

1
F:=12
MW

3

Olgu meil vasakul toodud vérrandid, siin kirja
panekuks kasutame "paksu" vérdusmarki.

Kirjutame vélja meie vdrrandistusteemi kordajate
maatriksi.

Vabaliikmete vektor.

Meetod 1. Isolve(A,F) lahendab siisteemi Ax=F, kus lahendiks on vektor x.

1.875
lahend = Isolve(A ,F) =| -2.5
1.375

0

A-lahend — F = 0

1.332x 10

Selline tuleb meie otsitav tundmatute
vektor.

Kontrollime tulemust, lahutades korrutisest Ax
vabaliikmete veeru F.

Kolmas rida ei ole null (seega mingi vaike
arvutusviga eksisteerib), kuid

siiski vaga lahedane nullile.

Kasku "Isolve" saab kasutada ka analidtilise lahendi leidmiseks (parast kasku tuleb kasutada
sumbolarvutuse paketist noolekest). Sel juhul valditakse arvutuskaigus Umardamisvigu (vt
naiteid all pool). Siiski olgu margitud, et simbolarvutuse véimalused on piiratud vdi siis on liiga
aeglased vaga suurte vdrrandite ja tundmatute arvu korral.

lahend := Isolve(A ,F) —

0
A-lahend —F = 0
0

Tulemuseks on lahend, mis on antud
murdudega.

Seekord on tulemuseks nullidega taidetud
vektor.



Meetod 2. Kui A on regulaarne ruutmaatriks (s.t. A determinant ei vérdu nulligaja
ridade-veergude arv on sama), siis voime leida A podrdmaatriksi ja korrutada sellega
vabaliikmete veeru. Omaette peavalu valmistavad siin maatriksid, mille determinant on nullist
erinev kuid siiski vaga lahedale nullile.

|4] = -8 Ruutmaatriksi A determinant on nullist erinev.
Seega leidub pdérdmaatriks.

0.125 0.125 0.5 Selline on A péérdmaatriks.

4V o5 o5 -1

0.625 —-0.375 0.5

lahend 2 = A 'F

Tulemus Uhtib eelnevaga.
1.875

lahend 2 =| -2.5
1.375

Naide (vt [4], Example 1.5.1.). On vaadeldud vérrandeid

ex+y=1 Siin € on selline vaike arv, et arvuti voi kalkulaator
loeb tehet 1 + € = 1. Sellisel juhul voib kergesti
x=y=0 saada ootamatuid tulemusi.
E= 10_4 Anname epsilonile vaikese vaartuse. Antud juhul on see iseqgi
paris suur. Tehe 1 + ¢ vordub Uhega selleparast, et ekraanil
l+e=1 vaikkimisi kuvatakse ainult kolm komakohta ja seega antud arv

loetakse ekraani jaoks Uheks.

() ()

A= F =

1 -1 0 Kui me niiiid seda "Isolve" poolt leitud lahendit
usuksime, siis saaksimegi petta.
Visuaalselt ndidatakse meile lahendit, kus
mdlemad otsitavad on vdrdsed ihega. Olgu

1 margitud, et ndrgematel kalkulaatoritel on

x = Isolve(4 ,F) = (1) vdimalik saada vaga vale tulemus, kus x=0 ja y=1

(vt [4]).

10



0.99990001 Tellides rpenUUs.t "Format => Result" tapsust
juurde, ndeme pisut paremat tulemust.

Isolve(A ,F) =
(4.5 (0.99990001

Arvutades viga muutuja x jaoks ndeme, et enne
0.000000000000000 visuaalselt kuvatud tihed olid malus salvestatud
Ax—F= 0.000000000000000 siiski tapsemalt, kui meile ekraanil naidati.
Toome lisaks analldtilise lahendi:

e 1 1 e+1
Isolve(A ,F) explicit,A ,F — Isolve L) - |

Siit ka jareldus, et ei tohi uskuda ko&iki komakohti, mida ekraanil kuvatakse.
Arvutusmatemaatikas kasutatakse tihti votet, kus naiteks alates 15. komakohast (v6i ka varem)
kuvatakse taiesti suvalisi numbreid, kuna kahend- ja kimnendsusteemi arvud ei ole alati tapselt
Uksteiseks teisendatavad. Antud

juhul me oma naite konstrueerisime ja probleem oli rohkem visuaalne, kuid reaalelus on arvuti
piiratud tapsus paris suur probleem.

Siisteemil Ax=F on rohkem kui liks lahend

Vaatame oma esimest naidet, kus viimast vorrandit ei

xX+2y+3z=1 ole. Saame sisteemi, kus voérrandite arv on vaiksem kui
tundmatute arv. Olgu ette 6eldud, et sellel siisteemil on
3x+2y+z=2 [6pmatu arv lahendeid.
1 23 . ) ) )
A = Siisteemi kordajate maatriks.
321
1 e
F = Vabaliikmete vektor.
2
L= augment(4 , F) Moodustame laiendatud maatriksi.
rank (L) =2 Laiendatud maatriksi L astak on 2.

Seega A ja L astakud on vordsed ja
Kronecker-Capelli teoreemi pdhjal leidub
vahemalt Uks lahend.

rank(4) =2

11



Kasutame Gaussi meetodit. Késk "rref" viib laiendatud
maatriksi kujule, kus saame lahendi vélja lugeda.
0 -1 05 Vétame vabaks muutujaks z. Siis
j meie sisteemi uldlahend (x,y,z) on kujul
(0.5+z, 0.25-2z, z), kus z on suvaline reaalarv.

1
rref(L):(o 1 2 025

0.5 Kask "Isolve" ei hoiata meid sellest, et sisteemil
Isolve (A oo on rohkem lahendeid, vaid annab ainult Ghe nendest
solve(d ,F) = | 0.25 (selle, kus z=0).

0

Sama kask "Isolve", kuid lahendamiseks

1 kasutame analldtilisi vahendeid (vordusmargi
2 1 asemel kasutame noolekest). Seekord
. saame vastuse, kus esimene vektor on
abi := Isolve(4,F) > | 1 |, -2 siisteemi tiks erilahend E=(1/2,1/4,0) ja teine
4 1 vektor on vastava homogeense sisteemi
0 Ax=0 fundamentaalsisteemi lahend

X=(1,-2,1). Kogu sisteemi lahend on sel juhul
kirjutatav kujul E+aX, kus a on suvaline
reaalarv.

Kokkuvote. Lineaarvorrandisisteemide puhul on maistlik kasutada maatrikskuju Ax=F. Sel moel
saab lihtsasti kontrollida, kas maatriksi A ja laiendatud maatriksi L astakud langevad kokku voi
mitte. Vastavalt sellele vdib eeldada, kas vérrandiststeemil leidub lahend vai ei leidu. Kask
"Isolve" on mugav kasutada, kuid peab teadma moningaid ohte selle kasutamisel (naiteks
arvutusvigade moju Idpptulemusele, nullile 1ahedane A determinant, lahendi puudumisel
pakutakse lahislahendit vahimruutude moéttes, mitme lahendi olemasolu korral valjastatakse
arvutuspaketis ainult Uks lahend).
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