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Funktsioonide lahendamine kuupsplainidega

Kaesolevas peatikis kasutame kohati loengus [1] toodud materjale.

Vaatleme veel praktikas tihti kasutatavat interpoleerimist splainidega, eriti kuupsplainidega.

Splain on kas pidev voi katkev funktsioon, mis koosneb sama véi erinevat jarku poltinoomi tikkidest.
Eelmises loengus vaadeldud sirgldikudega tihendatud "k&éver" on samuti splain ehk pidev
lineaarsplain.

Kuupsplainiks on funktsioon, mis koosneb kuuppoliinoomide "tiikkidest" - iga kahe punkti vahel
I&hendatakse andmeid kuuppoliinoomiga. Erinevates I6ikudes on need kuuppoliinoomid uldiselt
erinevad. Kokku sobitatakse need tikid nii, et interpoleeriv funktsioon ise, samuti tema esimene ja
teine tuletis on sélmpunktides pidevad. Lisaks neile tingimustele peab kuupsplain taitma
rajatingimusi, mida tavaliselt antakse ks kummaski otspunktis.

Kask Ispline( x-vektor , y-vektor ) valjastab koefitsientide vektori, mis on mdeldud
kasutamiseks koos interp() funktsiooniga. Koos interp() funktsiooni kasutamisega valjastatakse vaartus
punktis x splaini peal, mis Ghendab vektoris "y-vektor" olevaid vaartusi kuupsplainiga, mis laheb
rajapunktides Ule sirgeks.

Kask pspline( x-vektor , y-vektor ) valjastab koefitsientide vektori, mis on mdeldud
kasutamiseks koos interp() funktsiooniga. Koos interp() funktsiooni kasutamisega véljastatakse vaartus
punktis x splaini peal, mis Uhendab vektoris "y-vektor" olevaid vaartusi kuupsplainiga, mis laheb
rajapunktides ule ruutpoliinoomiks.

Kask cspline( x-vektor , y-vektor ) véljastab koefitsientide vektori, mis on maeldud
kasutamiseks koos interp() funktsiooniga. Koos interp() funktsiooni kasutamisega valjastatakse vaartus
punktis x splaini peal, mis Ghendab vektoris "y-vektor" olevaid vaartusi kuupsplainiga, mis laheb
rajapunktides Ule kuuppoltiinoomiks.

"x-vektor" on x-teljel olevate (reaalarvuliste) vaartuste vektor (ehk moédtmishetked, moédtmispunktid).
Andmed peavad olema jarjestatud kasvavas jarjestuses.

"y-vektor" on vastavad (reaalarvulised) vaartused y-teljel (ehk siis méotmistulemused), kusjuures
nende kahe vektori dimensioonid peavad olema samad.

Kask interp( kordajate-vektor , x-vektor , y-vektor , x ) valjastab Iahisvaartuse punktis x,
kasutades mddtmishetki (kohti) "x-vektor", moédtmisandmeid "y-vektor" ja naiteks kaskudega Ispline(),

bspline(), pspline(), cspline(), regress(), loess() leitud poliinoomide kordajate vektorit "kordajate-vektor".

Tavalisel interpoleerimisel valjastatakse kdver, mis tingimata |abib ette antud punkte. Kui teie
mootmistulemused sisaldavad vigu voi on nn. "mirased", siis on ilmselt maistlikum kasutada
regressioonikdveraid, mida vaatlesime eelmises loengus.
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Nagu jooniselt ndha, on Idigu [0,5] keskel kolm splaini praktiliselt kokkulangevad. Erinevusi voib mérgata
rajapunktide |&heduses ja valjaspool 16iku.

1900 30
1901 47.2
1902 70.2
1903 774
1904 36.3
1905 20.6
1906 18.1
Vaatleme veel valgejaneste ja ilveste naidet eelmist loengust. andmed? - 1907 21.4
1908 22.0
1909 25.4
1910 27.1
1911 40.3
1912 57
1913 76.6

1914 523

1915 19.5



lin_janesed(x) := lintefp(andmed2<0> ,andmed2< v ,x)

) (o (1 )

splain_janesed(x) := interp(cspline(andmedZ ,andmed2< 1>),andmedZ ,andmed2 "~ ,x
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lin_janesed(1913.5) = 64.45

splain_janesed(1913.5) = 69.326

Runge fenomen

Naited parinevad raamatust [3].

Moodustame 12 punkti x-teljel ja lisaks ihe keskmise punktis (0,0), mis on nullist erinev.

. 1.
i:=0,1..12 Xu, := -3+ 5~1 yu, = 0 YU = 1



Lag(x,xu,i,j):= |[L« 1 if i=j Moodustame ka Uhe kérget jarku polinoomi
Lagrange'i fundamentaalpoliinoomi abil.
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Markate, kuidas poliinoomidega lahendamine tingib samal teljel olevate punktide vahel liigse
vonkumise (ka kuupsplainil on see efekt olemas). Siinjuures on splaini kaitumine veel Gsna talutav,
samal ajal kui kérget jarku poliinoomi korral on vénkumine taiesti Uleliigne. Olukorda leevendab
Regressioonikdvera kasutamine. Olukorra teeb keeruliseks see, et tegelikkuses me ei ta, kas otsitav
funktsionaalne seos vongub nagu joonisel vai tegelikult on punktid lihtsalt sirgetega Uhendatud.

Kuupsplainid on mingis méttes kompromiss korget jarku polinoomide ja lineaarse interpoleerimise
vahel.



Vaatleme veel Runge néidet.
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Kdrget jarku poliinoom lahendab funktsiooni 18igu keskosas paris hasti, aga 16igu otstes on muutused
vaga suured. Kuupsplain kaitub hoopis stabiilsemalt.

Mitmemootelised kuupsplainid

Kui interpoleeritav funktsioon on mitmemdd&tmeline (séltub rohkem kui Uhest muutujast, naiteks
kahe muutuja korral z = f(x, y) ), tuleb kasutada mitmem&dtmelisi kuupsplaine. Nende
konstrueerimise tehnika on samasugune nagu themd&dtmeliselgi juhul, Uksnes funktsioonide
argumentide dimensioonid on suuremad.



Kahe muutuja korral peab argumentide vektori asemel olema defineeritud kaheveeruline maatriks,
kus esimene veerg kujutab x-le vastavaid vaartusi ja teine veerg y-le vastavaid vaartusi (interpoleerivat
funktsiooni otsitakse ristkiliku-kujulises piirkonnas). Kumbki veerg peab olema jarjestatud.

Naide vt. [1].
x1:=(0.31 0.04 049 022 -0.34 )T Olgu antud kaks vektorit andmetega.

x2:=(0.95 -0.14 0.51 -0.22 0.89)T

n := rows(xl) =5 Leiame ridade arvu.

M := augment(sort(x1), sort(x2))

Moodustame nn. koordinaatide
034 022 maaatriksi médtmetega (n x 2). NB!
molemad vektorid tuleb kasvavas

0.04 -0.14 jarjekoras sorteerida.
M=| 022 0.51
Siinjuures saadud andmed iseloomustavad
0.31 0.89 e : .
ristkliku [xx,yy]x[xx,yy] punkte diagonaali
0.49 095 lahedasel joonel.

Olgu meil antud mingid andmed nxn maatriksis. Praegusel juhul genereerime nad ise juhuslike arvude
generaatori abil.

i=0,1.n-1 j:=0,1.n-1 Kuna maatriksi indeksid algavad nullist, siis ligume (n-1)-ni

Andmedi i := rnd(1) Anname andmete vaartustele juhuslikke suurusi.

Andmed3 = Andmed3 .+ FRAME Antud kaks rida on selleks, et koostada animatsiooni.
> . 20 Globaalne muutuja FRAME on seotud (ihe videokaadriga.
Kuna kaadrites FRAME vaartus muutub, siis saabki iga
FRAME kaadri jaoks lasta arvutada erinevad suurused.
Andmedz’j = Andmedz’j - ”

Moodustame kahemuutuja funktsiooni, kasutades interp() ja cspline() kasku. Valjundisse peame
panema vektori muutujatest x ja y, kuna meil on kahemuutujafunktsioon ja valjund on samuti vastavalt
kahedimensionaalne.



X
ff(x,y) := interp|:cspline(M,Andmed),M,Andmed,( ):|

y
f£(0.5,1) =0.984 Funktsiooni vaartus punktis (0.5,1).
Ni= 50 Jargneva graafiku jaoks koostame nii palju punkte kummagi
telje jaoks.
i=0,1.N-1
ji=0,1.N-1

max(x1) — min(x1) ;
N-1

X-teljel asuvad punktid, vordse sammupikkusega h

xtelgi = min(x1) +

lo = min(x2 max(x2) — min(x2) .
ytelg; := min(x2) + N-1 ! Y-teljel asuvad punktid, vordse sammupikkusega h2

MAATRIKS, , = ff(xtelgi,ytelgj)

Alumistest graafikutest saab animatsiooni koostada, kui valida menudst "Tools" => "Animation" =>
"Record". Tekkivas aknas tuleks maarata kaadrite arv ja mitu kaadrit sekundis naidatakse. Seejarel
tuleb hiirega lohistada Ule graafiku ja klikata nupul "Animate". Parast animatsiooni koostamist saab
selle oma arvutisse salvestada.

MAATRIKS
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