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Kontrollt66 teemad

1. Funktsiooni I ja II tuletise omadused (jargneb tdpsem loetelu, mida peaks oskama).
2. Oskama leida, millal funktsioon on kasvav voi kahanev.

3. Oskama leida, millal funktsioon on kumer voi nogus.

4. Oskama leida funktsiooni maksimaalseid ja minimaalseid vaartusi.

5. Teadma, mis on funktsiooni graafiku kddnupunkt ja kuidas seda leida.

Eksamiteemad

1. Taylor’i valem ja selle rakendamine ligikaudsel arvutamisel (ndide 11.1).
2. Taylor’i valemi jadkliikme Lagrange’i kuju (ndide 11.2).
3. Maclaurin’i valem.

4. Funktsiooni I ja II tuletise omadused (Teoreemid 11.3 ja 11.4. Definitsioonides 11.3 - 11.7 olevad

moisted).
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11.1 Sissejuhatus

Kas te olete kunagi moelnud, kuidas arvutada vaértust sin(37.8°) voi néiteks
In(12.678)7 Tosi, te voite votta kitte taskukalkulaatori voi oma arvuti ja lasta
tal arvutada, kuid sel juhul, mis moodi tema seda teeb? Millise eeskirja jargi
neid vaartusi arvutatakse? Me oskame arve liita, lahutada. Me oskame neid
niiiteks korrutada. Seega 23 — 2z arvutame niiteks kui x-x -z — 2 - x. Voime

todeda, et oskame arvutada mistahes poliinoomi
™ + ap_12" L+ agz + ag

vadrtust kohal z. Osutub, et keerulisemad funktsioonid annab teatavatel tin-
gimustel samuti arvutada kuitahes tédpselt poliinoomide kaudu. Néiteks eks-
ponentfunktsiooni e* voib kirjutada kui

2 43 4

x
z _ 1
tot o+ gy Ral@),

kus R4(z) on teatav jadkliige, mis on samuti a-st s6ltuv funktsioon. Jattes
jadkliitkme &ra, saame ligikaudse vorduse

2 1.3 1.4

T
~1 — 4+ — + —
e’ +x+2+6+24

Viimast on juba lihtne ise arvutada voi siis arvuti jaoks “programmeerida”.

11.2 Taylor’i valem

Vaatleme funktsiooni f, mis on (n+ 1) korda diferentseeruv punkti ¢ mingis

timbruses (a — d,a + §), 6 > 0. Moodustame poliinoomi

11. Taylor’i valem

Kéesolev peatiiki mater-

jal parineb suuresti 6pikust

(8]-

k! on faktoriaal, mis leitak-

se seosega

Kl=1.2-3-. k.

Siinjuures 0! := 1.

"1
Zk— f®(a) - (z —a)* (11.1)
= k!
voi siis pikalt vélja kirjutades
"(a () (g
Pu(@) 1= f(@)+f @) )+ T e DD ooy (119)
Definitsioon 11.1]
Poliinoomi
1
Pa@) =Y. M) (@ — a)f (10.3)
k=0 "

nimetatakse funktsiooni f n-astme Taylor’i poliinoomiks P,, kohal a.

Siin P, (z) on muutuja x suhtes n-astme poliinoom, mis on arendatud (z —a)

astmete jargi. Kerge on kontrollida, et kehtivad seosed

Pu(a) = f(a), Pu'(a)=f'(a), ..., P{"(a)=/f"(a).
Téhistame erinevuse f(x) — P,(x) siimboliga «,(x), millest

f(z) = Po(x) + an(2). (11.4)

's N
Nali. Mis on inseneride

matemaatiline  alusprint-

siip?

Igal funktsioonil on olemas

Taylor’i rida, mis sisaldab

vaid lineaarset liiget.
&
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11. Taylor’i valem

/[Deﬁnitsioon 11.2} N
Valemit (11.4),

nimetatakse funktsiooni f Taylor’i valemiks, funktsiooni «,, aga Taylor’i
valemi jadklitkmeks. Jadkliige o, () néitab, kui suure vea me teeme, kui

asendame funktsiooni y = f(x) tema Taylor’i polilnoomiga y = P, (z).
\ J

A Teoreem 11.1 N

Kui funktsioon f on punkti @ mingis imbruses (n + 1) korda diferent-
seeruv, siis kehtib funktsiooni f Taylor’i valem jadkliikmega Lagrange’i
kujul:
1
f@) =35 @ (@~ ) +an(a), (11.6)
k=0
kus (na1)
an(x) = m (z—a)"t, €€ (a,n). (11.7)
\ J

Toestus. Naitame, et tehtud eeldustel funktsiooni f kohta kehtib seos
an(z) = o ((x — a)™), kui £ — a ja avaldame o, (z) tuletise f(**1 (z) kaudu.
Seosest (11.4) jareldub, et funktsioonid a, (), o, (), . . . Lol (x) on diferent-

n

seeruvad punkti a imbruses ning

ap(a) =0, a,'(a)=0, o™ (a) = 0.
Olgu
pn(z) = (z —a)"*!,
siis ilmselt ka
enla) =0, ¢,'(a) =0, W (a) =0.
Kerge on veenduda, et fuktsioonid o, ... Lo ning ©n, @, - <p5ln) tai-

davad Cauchy keskvdirtusteoreemi eeldusi igal 16oigul punkti @ timbruses

(a —0,a+9), § > 0. Seetottu voime kirjutada

rJ[irgnev loik pdrineb dm-1

berjutustusena raamatust
[2]. 1919. aastal Odessas
fitisika professorina too-
tanud Igor Tamm (Nobeli
1958)

jargmise loo.

laureaat jutustas

Kuskil 1919. a.

joudis ta Odessa ldhedale

paiku

punaste
tud killa.

vélja

poolt  okupeeri-
Tamm uritas
selgitada, mitu
kana ta saaks wahetada
hobelusika

vastu. Ta arreteeriti the

oma tosina
Makhno (punastest eraldi
voidelnud vdepealik) salga

litkme poolt.

Tamm vitdi atamani juur-
de. Viimane oli habetunud
ja kandis pikka karusnahk-
set mditsi, imber keha oli
lindid

kdsigranaadi-

seotud automaadi
koos paari
ga. Ataman  sttdistam
Tamme kommunistlikus
agitatsioonis, Emakese
Ukraina rivetamises ja
noéudis surmanuhtlust.
et ta on
Ulikooli

kiilasse

Tamm selgitas,
Odessa

professor ja tuli

koigest

“Jama!”
“Mis

toitu ostma.

oelnud ataman:
sorti

oled?”
alandlikult,

matemaatikat.

professor sa oige

Tamm wvastanud

et ta opetab

“Matemaatikat?” imesta-
nud ataman ja kisinud:
“Sits peaksid sa oskama n-
litkmelise Maclaurin’i rea
jadkliiget hinnata.” Vari-
seva kdega koostas Tamm
pissitoru ees oige vastuse

ja tal lasti minna. Seni-

(Jén($) — O[n(.lf) — an(a) — Qn /(ml) — Qn /($1) —Qn /(CL) ni et ole teada, kes oli

Pn (LE) Pn (.’b) — Pn (a) ©n /(xl) ©n ,(1'1) — ¥n /(a) ataman, kellel olid tead-

1 s mised ka kérgemas mate-

o Qo H(xZ) o o a1(’bn) (xn) o a’g}n) (‘rn) - agln) (a) _ OZ%M_ )("En+1) Lmaatikas. )
on”(22) P (@) o (@) — o (@) o (@ng)

kus x; asub vahemikus otspunktidega a ja =, x2 asub vahemikus otspunkti-

dega a ja x; jne. Kuna @%"'H)(:c) =(n+1)!ja

o) (g) = ) () — 0 = D (g),



siis tdhistades ¢ = x,,41, voime kirjutada

an(e) _ o) aala) _ fIE
enl@) L (g) on(z)  (n+1)°

millest saame seose

L FE) (-

" G

kus £ on mingi punkt vahemikust otspunktidega a ja z. Viimasest seosest on

niha, et tehtud eeldustel toepoolest o, (z) = o ((x — a)™), kui  — a.

Mirkus 11.1
Taylor’i valemi juures motleme kirjutise & € (a, z) all seda, et & kuulub

vahemikku otspunktidega a ja x, seega & € (a, z) voi £ € (x,a). Lithiduse

mottes kirjutame neist vaid iihe.

Markus 11.2

Erijuhul ¢ = 0 saame Maclaurin’i valemi

f(z)= Zﬁ . f(k)(o) SIS M L

(n+1)! (11.8)

e (0,x).

Niide 11.1 Leiame funktsiooni f(x) = sin(z) Taylor’i valemi punktis

a =0 (Maclaurin’i valem). Kirjutame tuletised

f'(x) = cos(x), f"(x) = —sin(z), f""'(z) = —cos(x), ...,

£1(0) = —sin(0) = 0,
) (0) = cos(0) = 1,

f(0)  =cos(0) =1,
FB(0) =sin(0) =0,

Valemi (11.8) pohjal

sin(0))" $in(0 (n)
sintr) = sin(0)-+ in(0)) -+ (R g ROV ),
kus (1)
(sin(§))"™ n
) = S e e 0.
Seega voime siinust arvutada valemi
1 (sin(0))(™)
— .34 =5 e
sin(z) =z T —|—5! x° 4+ o " + ap(z).

abil.

11. Taylor’i valem

Brook Taylor (1685 - 1731)‘

oli inglise matemaatik.

Brook Taylor. Allikas:
Wikipedia
Taylor’i poolt tuletatud
valem (1712) jai kauaks
suurema tahelepanuta, kuni
J. L. Lagrange avastas valemi

“toelise” vaartuse.

Maclaurin’i nimi tuleb Soti
matemaatiku Colin Maclau-

rin’i (1698 - 1746) nimest.

Colin Maclaurin. Allikas:
Wikipedia

N\
Viimati saadud siinuse vale-
mit voib l6pmatu reana kirju-

tada ka kujul

sin(z)
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11. Taylor’i valem

Kui votta 2 = 1 (mis asub péris kaugel punktist 0 ja n = 9), siis saame

in(l) ~1-— — — =0.84147101,
sin(1) 3 + 5' 7 + 9,
mis erineb arvutiga leitud védrtusest sin(l) =~ 0.84147098 suuruse

3-1078 vérra.

Jadkliiget ennast voime siin hinnata {ipris jamedalt:

@)
o)l = | =0 <

[ <1,

millest

g (x )Iél—o,gs 1077, |zl <1

Viimane tdhendab, et —1 < x < 1 korral voime siinuse vaartuse leida

poliinoomi Py(x) abil nii, et viga ei ole suurem kui 2.8 - 107.

)]
Analoogiliselt voime leida, et » Px B }
22 ozt 28 o8 |
COS(I):I 7+E—a+§+ 7“’ w‘\ \\
RS o
Allikas: [9]

Osutub, et Taylor’i valem kehtib ka natukene norgematel eeldustel.

A Teoreem 11.2 N

Kui funktsioonil f on punktis a 1oplikud tuletised kuni jarguni n, siis

kehtib funktsiooni f Taylor’i valem jaikliikmega Peano kujul:

n

Zl ®(a) - (& — &) + an(@), an=o((z—a)®). (11.9)

k=0

w

Kui punkt z on kiillalt ldhedane punktile a, siis voime funktsiooni f vaértust

arvutada ligikaudu Taylor’i poliinoomist P, (x), s.t. voime votta

kusjuures tehtav viga vordub jadklitkmega a, (x). Kui niitid punkti a vaadel-

davas timbruses on tuletis ("1 (z) tokestatud, s.t. leidub konstant M > 0,

et |f+D(x)] < M vaadeldavas iimbruses, siis Taylor’i valemi jaskliikme

jaoks Lagrange’i kujust kehtib hinnang

M _ ‘n+1
)

o ()] < CE |z

(11.10)

mis voimaldab hinnata funktsiooni f ldhendamisel Taylor’i poliinoomiga

tehtavat viga.

137



11. Funktsiooni uurimine esimese tuletise abil

Niide 11.2 Leiame funktsiooni f(z) = e® Taylor’i valemi punktis a =
0 (Maclaurin’i valem) ja arvutame selle abil ligikaudu arvu e, vottes

Taylor’i valemis n = 8. Et
fE (@)= ()P =e", keN,

siis £(0) = 1 ja f*)(0) = 1. Valemi (11.8) pohjal

v _q 2?2 a3 "
e’ = +x+§+§+-~-+ﬁ+an(x),
kus

xn-&-l ¢

On teada, et 0 < e < 3, siis juhul |z| < 1 korral saame jaaklitkme jaoks

iilalt hinnangu

"t 3
lon (z)] = | —— -ef| < ———,  |z| < 1.
(n+1)! (n+1)!
Kui z =1, n = 8, voime kirjutada
. 1 1
e=e ~14+1+ =44+ = ~2.7T1828,

2! 8!

kusjuures tehtud vea jaoks kehtib hinnang

3
log| < o7 < 0:000009 =9- 1076,

11.3 Funktsiooni uurimine esimese tuletise abil

ATeoreem 11.3 ~

Kui funktsioon f on diferentseeruv vahemikus (a,b) ja f’(z) > 0 iga

argumendi x € (a,b) korral, siis funktsioon f kasvab selles vahemikus.
Kui funktsioon f on diferentseeruv vahemikus (a,b) ja f'(z) < 0 iga

argumendi z € (a,b) korral, siis funktsioon f kahaneb selles vahemikus.

{ A
Funktsiooni e” erinevad la-

hendid.

Allikas: [3]

\ J

Toestus. Toestame tulemuse kasvava funktsiooni kohta. Olgu f’(z) > 0 iga
x € (a,b) korral. Valime suvalised punktid 1,z € (a,b) nii, et z1 < z2. Ku-
na funktsioon on diferentseeruv vahemikus (a, b), siis ka pidev igas osaloigus
[1, 2] C (a,b). Saame kasutada Lagrange’i keskvéértusteoreemi, s.t. leidub
punkt & € (x1, z2) nii, et kehtib vordus

Fe) = 1@) _ pre), g (on,ma)
Et f'(x) > 0, siis

fw2) = f(21)

T2 — X1

>0 = f(z2)— f(z1) >0,

mis titlebki, et f(x2) > f(x1), s.t. funktsioon f on kasvav antud piirkonnas.
L]

Erijuhul v6ib funktsiooni
esimese ja teise tuletise
kohta saada palju erinevaid
tulemusi. Esitame siinkohal
meie arvates kdige olulise-

mad.
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11. Funktsiooni uurimine esimese tuletise abil

A Markus 11.3 ~

Geomeetriliselt tdhendab tingimus f’(x) > 0 (funktsioon kasvab) seda,

et joone y = f(x) puutuja moodustab z-telje positiivse suunaga iga = €
(a,b) korral teravnurga ja tingimus f’(z) < 0 (funktsioon kahaneb) seda,

et joone y = f(x) puutuja moodustab z-telje positiivse suunaga iga = €

ﬁ negative

positive slopes
slopes
p q p q

Allika: [6]

(a,b) korral niirinurga.

Niide 11.3 Uurime funktsiooni f(z) = e~ . Leiame tuletise
f'(z)=—2x- e,

Eksponentfunktsioon e* on iga arvu z korral positiivne. Jarelikult piir-
konnas = € (—00,0) kehtib f'(x) > 0 ja funktsioon kasvab ning piirkon-
nas z € (0,00) kehtib f’(x) < 0 ja funktsioon kahaneb selles vahemikus.

OO0

,[Deﬁnitsioon 11.3] N

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis a lokaalne maksimum, kui leidub

selle punkti timbrus (a — §,a + §), 6 > 0, nii et
f(z) < f(a), Yz € (a—9d,a+9).

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis a lokaalne miinimum, kui leidub

selle punkti timbrus (a — d,a + §), § > 0, nii et

f(x)zf(a)a VCEG((Z*(&(I#’O‘).

Diferentseeruva funktsiooni lokaalse ekstreemumi (maksimum voi miinimum)
leidumiseks punktis a on Fermat’ teoreemi pohjal tarvilik, et f/(a) = 0. Kui
funktsioon ei ole diferentseeruv (kuid on siiski méératud), siis sellises punktis
voib samuti lokaalne ekstreemum leiduda (niiteks y = |x| korral on = 0

miinimumpunkt).

Definitsioon 11.4}

Magramispiirkonna punkte, kus f/(z) = 0 ja punkte, kus funktsioon f

ei ole diferentseeruv, nimetatakse funktsiooni f kriitilisteks punktideks.
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ATeoreem 11.4

11. Funktsiooni uurimine esimese tuletise abil

Olgu funktsioon f pidev kriitilises punktis a. Siis kehtivad viited:
1. Kui punkti a ldbimisel (positiivses suunas) f’(z) méirk muutub
"4+ —' —' siis on funktsioonil f punktis a lokaalne maksimum

(funktsiooni kasvamine 14dheb iile kahanemiseks);

2. Kui punkti a labimisel f’(z) mirk muutub ' — —’/ +/ siis on
funktsioonil f punktis a lokaalne miinimum (funktsiooni kahane-

mine ldheb iile kasvamiseks);

3. Kui punkti a labimisel f'(z) mirk ei muutu, siis punktis a ekst-

reemumit ei ole.

monotonicity 7 | “w | w ‘ A

Allika: [6]

\.

A Markus 11.4

Niide 11.4 Funktsioon f(z) = 23 on pidev kogu reaalteljel, kuid ei
ole diferentseeruv punktis x = 0, s.t. 0 on funktsiooni kriitiline punkt.

Leiame tuletise
2 21

/ _ 2 -3 _‘2_-
Samas, f'(x) < 0, kuiz < 0ja f'(x) > 0, kui z > 0. Funktsioon kahaneb
ja kasvab, seega x = 0 on funktsiooni f lokaalne miinimum.

OO0

Peale lokaalsete ekstreemumite voivad meile huvi pakkuda globaalsed
ekstreemumid, s.t. piirkonna X punktid, milles funktsiooni vdartus on

koige suurem voi koige viiksem vorreldes f(z), ¢ € X, viirtustega.

Globaalsete ekstreemumite leidmiseks tuleb leida koik lokaalsed ekstree-
mumid ja leida funktsiooni vdartused nendes. Eraldi tuleb leida funkt-
siooni véirtused piirkonna otspunktides (kui tegemist on 16iguga) ning
katkevuspunktides. Saadud suurim voi véikseim vaartus ongi funktsiooni

globaalseks ekstreemumiks.
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11. Funktsiooni uurimine esimese tuletise abil

Niide 11.5 Lennukompanii “Miiiime Pohku Téustes Ohku” arvestab
pileti hinnaks iga istekoha eest 300 eurot, lisades baashinnale juurde
2 eurot iga vélja miilimata istekoha eest. Kui mitu kohta tuleks 200-

istmelises lennukis vélja miiiia, et lennufirma kasum oleks suurim?

Esmapilgul voiks tunduda, et triviaalne 200 piletit ja kasum 200 - 300 =
60000 eurot voiks olla vastus, aga péris nii lihtne see ei ole. Olgu z miiii-

dud piletite arv, 200 — z miitimata piletite arv. Siis {ihe pileti hind on
p(z) = 300 + 2(200 — z) = 700 — 2z.
Koikide miitidud piletite pealt saab tulu
T(z) =z - p(z) = 700z — 227,

Kasumifunktsiooni T'(x) maksimumi leidmiseks leiame tuletise ja paneme
ta vorduma nulliga (kuna maksimum vo6ib leiduda vaid kriitilises punktis

voi siis piirkonna otspunktides):

700 — 42 = 0.
Saame, et x = 175 istekohta. Sel juhul teenib lennukompanii
175 - (300 + 2(25)) = 175 - 350 = 61250 eurot. Kuigi erinevus on

véike, annab see ettekujutuse optimeerimise voimalustest.

Paris elus kogu mudel muidugi nii lihtne ei ole. Lisada tuleks tegurid,
mis arvestavad turu olukorda, konkurentsi, tarbijate ostujoudu jne.

OO0

Niide 11.6

Teatud optimaalseid védrtusi voib vilja lugeda ka graafikult, ilma et
peaks teadma konkreetseid funktsioone. Olgu v auto litkumise kiirus ja
g kiituse kulu ajaiihikus. Vaatleme graafikut, kus iihel teljel on auto
lilkkumise kiirus v ja teisel teljel on kiituse kulu ajas. Oleme huvitatud
kiitusekulust pikkusiihiku kohta G' = £ (siin gallonit miili kohta, niide

périneb opikust [4]).

Me soovime leida G minimaalset vadrtust. Vottes graafikul joone peal
punkti P, tekib taisnurkne kolmnurk, mille iiks kaatet on g ja teine v,
iiks nurkadest asub nullpunktis. Seega hiipotenuus asub sirgel, mille tous
on %. Edasi on lihtne aru saada, et G = % on minimaalne punktis, kus

vastava sirge tous on minimaalne (kbige véiksem niirinurk).

Funktsiooni tuletise leid-
mise kohta on olemas {iiks
suur klass praktilisi raken-
dusi: optimeerimine. Tava-
liselt huvitab meid kulu-
de minimeerimine ja tulu-
de maksimeerimine. Viima-
ne taandub aga funktsiooni
globaalse ekstreemumi leid-

misele.

N

&l

50

10!

pob

g

(gal/hour)

(]

r  Slope = g (gal/mi)
v

ot
T

v

v (mph)

Figure 4.35: Graphical representation of gas
consumption per mile, &' = g/v

Allikas: [4]
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11. Funktsiooni uurimine teise tuletise abil

Antud juhul saame, et kiiruse v = 50 korral on kiituse kulu miili kohta
koige vdiksem. Sedasi saab andmeid lugeda suvalise suhte @ kohta.
Meie tehtud analiiiis on sisuliselt sama, mis leida funktsiooni @ tuletis

I
ja lahendada vorrand (M> =0,

xT

(f(rc)) Ly o f@ee— @)

. e =0 = f'(z)=

SO0

11.4 Funktsiooni uurimine teise tuletise abil

Jooneks y = f(x) nimetame funktsiooni f graafikut. Olgu funktsioon f
diferentseeruv vahemikus (a,b). Siis igas punktis P = (=, f(z)) on joonel

y = f(x) olemas puutuja.

{Deﬁnitsioon 11.5}

Joont y = f(z) nimetatakse kumeraks vahemikus (a, b), kui selle joone

puutuja on igas punktis P = (z, f(x)), = € (a,b), tlalpool joont.

Joont y = f(x) nimetatakse nogusaks vahemikus (a,b), kui selle joone

puutuja on igas punktis P = (z, f(x)), « € (a,b), allpool joont.
G J

f[Deﬁnitsioon 11.6]
Olgu funktsioon f kaks korda diferentseeruv vahemikus (a,b). Kui

f"(x) < 0iga z € (a,b) korral, siis on antud joon kumer selles vahe-
mikus.
Kui f"”(z) > 0 iga z € (a,b) korral, siis on antud joon nogus selles

vahemikus.

. J

f[Deﬁnitsioon 11.7]
Joone y = f(x) graafiku punkti C' = (¢, f(c)), mis eraldab joone kumerat

osa nogusast, nimetatakse selle joone kidnupunktiks (eeldame puutuja

olemasolu punktis C'). Kddnupunktis puutuja 16ikab joont.

Point %f inflection Concave down Pglnt of inflection
[ (p)=0 <0 (p)=0

\ Concave up
)
\ ff>0
% S
\ T—

\ —
b

|
[
|
[
|
|
P

Allikas: [4]

g (gal’hour)

20 30 40 50 60

Figure 4.36: Velocity for maximum fuel efficiency

Allikas: [4]

Concave Down

L

Allikas: [6]

hc_)ff?_nml, ftp):?, g

—— —

- concave down, T
Jp) <0
|
p
concave up,
(q) >
"--H-..x__f_"_ () >0 _/:v

!mrjznnmf‘,-?'(q) =0
I
q
Allikas: [6]
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11. Funktsiooni uurimine teise tuletise abil

Niide 11.7 Vaatleme funktsiooni f(z) = x - e . Leiame kumeruse ja

nogususe piirkonnad ning kiddnupunktid (kui need leiduvad). I tuletis,
flx)=e"—az-e"=(1-z)-e".
Punktis z = 1 asub lokaalne maksimum. Leiame II tuletise,
f'a)y=—e"=-(1—-2)-e¥=(@x—-2)-e "

Piirkonnas z < 2 on f /() < 0 ja funktsioon on kumer. Piirkonnas « > 2
on f"(x) > 0 ja funktsioon on négus. Kuna punktis = 2 kumerus liheb

iile nogususeks, siis on punkt z = 2 ka kddnupunktiks.

é decreasing

Critical point oncave down

Locg| max /

Inflection point

f increasing
Concave down decreasing

oncave up

Allikas: [4]

Naiide 11.8 Vaatleme logistilist koverat, mis iseloomustab populatiooni

kasvu ajas, kusjuures populatsiooni piiriks on L ja kddnupunktiks on é

Enne punkti £ on joon ndgus, s.t. kasvamise kiiruse muutumise kiirus
2 b

(ehk kiirendus) on positiivne.

Seega nogus, kasvav funktsioon tdhendab, et kasvamise kiirus on igas
jargmises punktis suurem kui eelmises ja koige suurem on see kddnu-
punktis % Edasi hakkab kasv aeglustuma, s.t. ndgus kasvav funktsioon
tdhendab, et kasvamise kiirus igas jargmies punktis on véiksem kui eel-
mises (kiirendus ehk funktsiooni II tuletis on negatiivne).

OO0

A Markus 11.5

Analoogiliselt voib analiitisida koiki nelja pohitiilipi: kasvav-kiirendav,

kasvav-aeglustav, kahanev-aeglustav ja kahanev-kiirendav.

"< "0 f”<0

—
—

Allikas: [1]

population

L_ _______________

<~—— Inflection point

time

Allikas: [4]
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11. Funktsiooni graafiku joonestamine (*)

tousuga.

Ulesanne 11.1 Vaasi valatakse vett konstantse kiirusega. Graafikul on
ndha vee taseme tous ajas. Selgitada tekkiva graafiku kddnupunkti, no-

gususe ja kumeruse piirkondade tdhendust seoses vaasi kuju ja veetaseme

~

y (depth of water)
'/'-lCorcave down
Inflection point,
| / comesponding fo
) | narrowest point on vase
/ e ___ \ Concave up
— - t (fime)
Allikas: [4]
. J
11.5 Funktsiooni graafiku joonestamine (*)

Uldjuhul on kasulik jilgida jirgmist skeemi:

1. Leiame funktsiooni m&&ramispiirkonna (kui lihtsalt on voimalik, siis ka

muutumispiirkonna) ja katkevuspunktid. Teeme kindlaks, kas funkt-

sioonil on iseloomulikke jooni, néiteks paaris voi paaritu funktsioon,

perioodiline funktsioon.

2. Leiame astimptoodid (sirged, millele funktsioon voiks l6pmatus prot-

sessis 1dheneda, vt. all pool).

3. Leiame kasvamis-

ja kahanemispiirkonnad ning

ekstreemumid

(miinimum- ja maksimumkohad). Uldiselt, leiame info, mille annab

meile funktsiooni I tuletis.

4. Leiame antud funktsiooni graafiku kumeruse ja nogususe piirkonnad

ning kddnupunktid. Seega info, mida saab funktsiooni II tuletise kaudu.

5. Joonestame saadud tulemuste pohjal graafiku.

Definitsioon 11.8]
Sirget © =
| f(a+)| = oo voi | f(a—)| = oo.

a nimetatakse joone y =

f(z) plstasiimptoodiks, kui

On selge, et graafikul saab
piistasiimptood olla vaid kat-

kevuspunktides.

Niide 11.9 Joone y = —— vasak- ja parempoolseks piistasiimptoodiks

r—1

on sirge x = 1, sest et

) 1
lim = —00,
z—1— 1 — 1

F-) =

F4) =
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11. Funktsiooni graafiku joonestamine (*)
,[Deﬁnitsioon 11.9}
Sirget

y=kx+b

(11.11)
nimetatakse joone y = f(x) parempoolseks (vasakpoolseks) kaldastimp-

toodiks, kui selle sirge ja funktsiooni graafiku vaheline kaugus laheneb
lopmatus protsessis nullile, s.t.

zlggo [f(z)— (kz+b)]=0 <wli)r_noo [f(z) = (kz+b)] = 0> . (11.12)

J

Lihtne on tuletada (tdusunurga tangensist), et kaldasiimptoodi tous k peab
vorduma piirvaartusega

r—00 I

k= lim ) (k:

lim f(;)) : (11.13)

Siinjuures, parempoolse kaldastimtoodi korral kehtib protsess  — oo ja

vasakpoolse kaldastimptoodi korral protsess x — —oo. Kauguse avaldisest
f(z) — (kx + b) saab avaldada

b= Jim ()~ k] (b= tim_[f() - kal).

(11.14)
Kui k voi b tulevad 1opmatused, siis vastav kaldastimptood puudub.

Niide 11.10 Leiame joone y = z - arctan(z) kaldasiimptoodid (kui need

iildse leiduvad). Esiteks sirge tous (leiame molemad 16pmatud protsessid
korraga),

-arct
i LA an(z)

lim arctan(z) = +7
rx—+oo €T T—+oo
Parempoolse kaldasiimptoodi korral k = 7 ja
T arctan(z) — %
lim (:L‘ -arctan(z) — fm) = lim S ) =5
T—00 2 T—00 z
/ 1 2
S L'H | . —x
=7 lim 2 = lim =
Ts00 — L z—oo 1 + :132
Vasakpoolse kaldasiimptoodi korral £ = —% ja analoogiliselt
arctan(z) + =
lim (x -arctan(z) + va) = lim #
T——00 2 T——00 T
0 / 1
ol H m I
T——00 —% ’
x
Seega parem- ja vasakpoolne kaldasiimptood leidub ja on vastavalt
0 ™
y—§x—1, y=——zxz—1
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11. Funktsiooni graafiku joonestamine (*)

Naide 11.11 Joonestame funktsiooni

3

fz) =

xr — 2

graafiku (vt. [7]).

R \ (0,2]. Lihtne on
kontrollida, et funktsioon ei ole paaritu (f(—z) # —f(x)) ega paaris
(f(—z) # f(x)) ja [ ei ole perioodiline. Kuna f(z) >

siis funktsiooni graafik asub iilalpool z-telge.

1. Funktsiooni maéadramispiirkonnaks on X =

0iga x € X korral,

2. Sirge * = 2 on funktsiooni f parempoolseks piistasiimptoodiks

(f(24) = o0). Leiame kaldasiimptoodid y = kx + b. Selleks arvutame

Leiame

2
= lim x =1

z=o0 /& — 2 (/T + V2 —2)

ja analoogiliselt

3 S —9 _
lim ( a: + m) = lim z- u =-1.
T——00 r—2 T——00 v —2

Saime, et parem- ja vasakpoolne kaldasiimptood on vastavalt

y=z+1, y=-z—-1

3. Leiame funktsiooni tuletise (logaritmilisest diferentseerimisest)

3 1 ' B (3 1
(@) = f(z)- (2lnjz| — ~ln|z —2|) = S (P -
P = @) (3lel - gk =21) =255 (5 - 5005
_Vz-(z-3)
Viz =23
Tuletis ei ole médratud punktis = 0, kuid vorrandist f’(z) = 0 saame

kriitiliseks punktiks x = 3. Lokaalseks miinimumiks saame f(3) = /27,

kuna f'(z) < 0 piirkonnas z € (2,3) (kahaneb) ja f'(z) > 0 piirkonnas
x € (3,00) (kasvab). Kui z < 0, siis f’(z) < 0 ja funktsioon on kahanev.

Kuna f(0) = 0, siis z < 0 jaoks asub punktis = 0 globaalne miinimum.

4. Leiame funktsiooni teise tuletise (logaritmilisest diferentseerimisest)

fl(@)= f'(z)- (3ml|z|+ |z -3 3|z -2)) = ff%

.(L_FL_L):\/E'(-T—B’). 6 _ 3
2z z—3 2(x—2) \/(z72)3 2z-(x—3)-(x—2) \/x-(x72)5 :
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11. Viited

Piirkonnas « < 0 kehtib f’/(x) > 0 ning piirkonnas = > 2 korral

f"(x) > 0 ja funktsioon on oma méiramispiirkonnas koikjal nogus.

5. Joonestame graafiku ... siinkohal konspekti jaoks kahjuks kiill arvuti

abiga :-D

10
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