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12.1 Sissejuhatus

Vaatleme objekti liikumist seaduse s = s(t) alusel, kus s néitab ldbitud
teepikkust ajahetkel ¢. Funktsiooni s tuletis andis meile hetkkiiruse v(t) =

s'(t) hetkel ¢ ja teine tuletis kiirenduse a(t) = s”(¢),
a(t) =v'(t) = s"(t).

Vaatleme niitid olukorda, kus me néiteks teame objekti kiirust v(¢) igal aja-
momendil. Meid huvitab, kas kiiruse v(t) alusel saab teada objekti asukoha
s(t) igal ajahetkel t. Osutub, et teatud tingimustel on see voimalik. Sellist
vastupidise suunaga info leidmist me nimetamegi méaramata integraali leid-
miseks (sonastame tdpsemalt all pool). Kohe me ndeme, et kiirenduse voi

kiiruse teadmisel kehtivad jargmised omadused:

MQZ/W@ﬁ:/dﬂﬁ qw:/y@ﬁ:/uﬂﬁ

12.2 Algfunktsioon

Definitsioon 12.1]

Funktsiooni F' nimetatakse funktsiooni f algfunktsiooniks vahemikus

(a,b), kui F'(z) = f(x) iga z € (a,b) korral.

Niide 12.1 Funktsiooni y = 23 iiheks algfunktsiooniks on funktsioon

Yy = %4, iildiselt iga funktsioon kujul

xT
=—+C
y=7+6C

kus C on suvaline konstant. Toepoolest,

F%@::(Z{+O>/:x?

OO0

Naiide 12.2 Arvestades sissejuhatuses toodud kommentaare, on lihtne
ndha, et kiirenduse a(t) algfunktsiooniks on kiirus v(t) ja kiiruse alg-
funktsiooniks on teepikkus s(¢). Matemaatiliselt kehtib véide vihemalt

siis, kui @ ja v on pidevad funktsioonid aja t jérgi.

Olgu néiteks punkti litkumise kiirus konstantne v(¢) = 1. Sel juhul v
algfunktsiooniks on s(t) = ¢ + C (kuna (¢t + C')’ = 1). Kui me liikumise
kohta rohkem infot ei tea, siis v algfunktsiooniks voib olla iga sirge t + C,
mille téus on {iks, kuid 16ikepunkt y-teljega suvaline (s.t. koik sirged,

mille tous on iiks).

12. Algfunktsioon

N
Funktsiooni f algfunktsioo-
ni leidmine on sama, mis

leida diferentsiaalvérrandi

y = f(=)

lahend y = y(x). Diferent-
siaalvorrandid on looduse

modelleerimisel {iks véga

levinud vahend.
&
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12. Mddramata integraal

, N
Te soidate autoga maan-

teel kiirusega 90 km/h.

o Kui suur peab olema

7 auto konstante aeglustus
(negatiivne kiirendus, a),
et auto peatuks 73 meetri

- pérast?

Tahistame auto liikumise
4 seaduse s = s(t). Siis saa-

4 me diferentsiaalvorrandi

s'(t)=a

tingimustega
v(0) = s'(0) = 60 ja
A . 5 A A s(0) = 0. Viimase lahen-
Kui me niiteks teame, et alghetkel ¢ = 0 objekti asukoht oli punktis 1, damine taandub algfunkt-
siis vordustest siooni leidmise peale. Seega
v(t) = s'(t) = at + C. Ku-
s0)=1 = 0+C=1 na v(0) = 60, siis C = 60
ja kiiruse avaldiseks tuleb
saame, et C = 1 ja punkti liikumisseaduseks on iiks konkreetne sirge o(t) = at + 60,
s(t) =t+ 1. Kui s(0) oli midagi muud, siis saame mingi teise paralleelse )
. Edasi, s(t) = at- +60t+C,
SIrge. millest algtingimuse s(0)
SO0 korral saame C = 0 ja
s(t) = ag + 60¢.

Kiirus v = 0, kui t = 7(31—0.
Markus 12.1 Jaab veel asendada see aeg
Kehtib viide. Funktsiooni f koik algfunktsioonid F avalduvad kujul vorrandisse
F(z) + C, kus F on funktsiooni f mingi algfunktsioon ja C' € R on % :ag + 60t

suvaline konstant.
Parast tihikutega opereeri-

mist saame vastuseks a =
—1.9 m/s2.

\ J

12.3 Maaramata integraal

,[Deﬁnitsioon 12.2] N
Funktsiooni f koikide algfunktsioonide tildavaldist F'(x)+ C nimetatakse

funktsiooni f méadramata integraaliks. Siin F' on funktsiooni f mingi

algfunktsioon ja C' € R on suvaline konstant. Téhistame

/f(x) dx = F(x)+ C. (12.1)

Definitsioon 12.3]

Funktsiooni médramata integraali leidmist nimetatakse selle funktsiooni

integreerimiseks.

Naide 12.3 Leiame
/Qz de =22+ C.
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12. Integraal pohilistest elementaarfunktsioonidest

A Markus 12.2

L ([ f(@)dz) = f(z),
2. d([ f(z)dz) = f(z) - da,

3. [dF(x) = F(z)+ C.

Maéaadramata integraali definitsioonist jarelduvad jargmised seosed:

Seega diferentseerimine ja integreerimine on teineteise péérdoperatsioo-
nid (konstantse liidetava tapsusega). Inglise keeles kasutatakse tuletise
jaoks valjendit “derivative” ja méadramata integraali jaoks valjendit “an-
tiderivative”, mis on tegelikult tdpsem, kui eesti keelne “integreerimine”.

Miks, seda selgitame siis, kui tutvume maaratud integraali moistega.

Markus 12.3

Funktsioonil f on olemas méadramata integraal parajasti siis, kui sellel

funktsioonil on olemas algfunktsioon. Igal vahemikus (a,b) pideval

funktsioonil on olemas algfunktsioon selles vahemikus.

12.4 Integraal pohilistest elementaarfunktsioonidest

Astmefunktsioonid

2

/cdx:cx—i—C /xdx:%—l—C

xa+1
/xadx: +C
a+1

1 1 1 1
/;d$=1n|$|+0 /—Pda&:;JrC /—Qﬁdxzx/ﬂﬂ-c

Eksponentfunktsioonid

/e”’dx:em—i—C'

Trigonomeetrilised funktsioonid

/sin(:z:) dx = —cos(z) + C

1
/cosz(x)dx = tan(z) + C

/

cos(z) dzr = sin(z) + C

Hey guys, it's
( e*!l Come and
have a beer
with us!!!

..(Sigh)..
You know... Even
if | want to integrate
myself, nothing
change....
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12. Integraal pohilistest elementaarfunktsioonidest

Trigonomeetriliste funktsioonide péordfunktsioonid

1 1
/ Wi dx = arcsin(z) + C / Wi dx = — arccos(z) + C

1 1
/ ]_—f——l'z di‘ = arctan(x) —+ C /m dZU = — arccot(w) + C

Hiiperboolsed funktsioonid

/sh(x) dx =ch(z)+C /ch(x) dx =sh(z)+ C

/Chz;(x)dxzth(m)—i—C /;)dx:—cth(a:)—i-C’

Hiiperboolsete funktsioonide poérdfunktsioonid

1 1
/ \/1:2=_|_1 dQL' = arsh(x) + C /\/ﬁ dLL’ = arch(ac) + C

/ 1 dx = arth(z) + C /; dx = arcth(z) + C

1— 22 1—z2

A Markus 12.4 ~

Koikidel funktsioonidel ei pruugi leiduda algfunktsiooni elemetaarfunkt-

sioonide kujul (selliseid funktsioone saab leida ainult ligikaudsete meeto-

ditega). Naiteks jargmisi integraale ei saa esitada elementaarfunktsioo-

nide abil: .
/(f””2 dz, /cos (z°) dz, /Lnéx) dx.

12.5 Tehetega seotud integreerimisreeglid

A Teoreem 12.1 ~

Kui on olemas integraalid [ f(z)dx ja [ g(x)dx, siis koikide reaalarvude

@, 8 € R korral on olemas integraal [(a f(z) + 8 g(z)) dz, kusjuures

[@r@+8g@) do=a [ 1@ dz+6 [gwyds. (22)
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12. Tehetega seotud integreerimisreeglid

Toestus. Eelduse jargi leiduvad algfunktsioonid F' ja G, nii et F'/(x) = f(x)

ja G'(z) = g(z) ja r , ~
If there is a 50-50 chance

that something can go

Oé/f(.’L') dx + 5/9(33) dr = OZF(.’L') + BG(‘T) wrong, then 9 times out of

ten it will. (Paul Harvey

Tuletise leidmiste omadustest kehtib | News, 1979) )

’

(@F(z)+ BG(x) =aF'(z)+ LG (x) = af(x)+ Bg(x).

(1 gather, young man, that
Viimane iitlebki, et (« f(z) + S g(z)) algfunktsiooniks on (a F'(z) + 8 G(z)). you wish to be a Member

0 of Parliament. The first
lesson that you must le-

arn is, when I call for sta-

tistics about the rate of

Niide 12.4 Leiame médramata integraali . )
infant mortality, what I

9 1 want is proof that fewer
/ <x5 + 10 sin(x) — ) de = /x5 dx + 10/sin(x) dx — 2/ —dx babies died when I was
z o T Prime Minister than when
= % — 10 COS((E) —21In |{E| + C. anyone else was Prime
Mainister. That is a po-

C0 0 litical statistic. (Winston
Churchill)
. J
Niide 12.5 Auto soidab konstantse kiirendusega a. Leida lébitud
teepikkuse seadus, kui auto algkiirus oli v(0) = v ja esialgne asukoht (If you torture data enough)
5(0) = s0. it will confess, 6eldud iihe

statistikaprofessori poolt.
\ J

Leiame kiiruse

u(t) :/adt:at—i—Q

kus tingimusest v(0) = vy saame, et C' = vg. Leiame teepikkuse

t2
s(t) :/v(t)dt:/(at+vo)dt:a§+vot+0,
kus tingimusest s(0) = s¢ saame, et C' = 5. Seega auto liigub seaduse

1
s(t) = iatg—l—vot—i—so

alusel. Kui liikumine ei ole konstantse kiirendusega, siis saaksime mingi
muu litkumise seaduse.

OO0

12.6 Muutuja vahetamine

Integreerimine on iildjuhul ‘“raske” tehe. Tuletise leidmisel kasutasime
korrutamise ja jagamise reegleid, liitfunktsiooni leidmise reeglit jne. Integ-
raali leidmisel selliseid universaalseid reegleid eriti palju ei ole. Enamasti
taandub integreerimine algfunktsiooni dra arvamisele, mille jérel saab teatud

abitulemustega néidata, et vastus tuleb see, mis ta peab tulema.

Seoses sellega on integreerimise jaoks vélja to6tatud palju erivotteid (moni-
kord ainult kindlat tiitipi funktsioonide jaoks), millest tutvustame siinkohal

ainult kahte koige olulisemat: muutujate vahetamine ja ositi integreerimine. 154



ALause 12.1 N

[5]. Kui funktsioonil f on intervallis X olemas algfunktsioon F' ja ¢ on in-
tervallis T' diferentseeruv funktsioon muutumispiirkonnaga X, siis kehtib

valem

[t@do= [ sew) e a. (12.3)

Téestus. Funktsioon F' on funktsiooni f algfunktsioon ja jirelikult

/ F@)de = F(z) + C.

Meie eeldustel eksisteerib funktsioonide F' ja ¢ liitfunktsioon F' o ¢ mééira-
mispiirkonnaga T'. Liitfunktsioon F o ¢ on toodud eeldustel diferentseeruv,

kusjuures iga t € T korral kehtib seos
(Fop)'(t)=F'(e(t) - ¢'(t) = fo(t) - ().

Saime, et funktsiooni (f o ¢) - ¢’ algfunktsiooniks intervallis T on F o ¢,

mistottu

/ﬂwmwﬁﬂhﬂmew+C=ﬂMm+G

Kuna funktsiooni ¢ muutumispiirkond on intervall X, voime votta x = ¢(t)
ja seega

/f(w(t)) @' (t)dt = F(z) + C.

Kasutades eelnevaid seoseid, saamegi vorduse (12.3). O

Naiide 12.6 Leiame integraali

/629073 dzx.

Teeme muutujavahetuse y = 2z — 3. Sel juhul dy = d(2z — 3) = 2dz ja

dr = %. Jarelikult

Asendades y = 2x — 3 tagasi, saame

e2r—3
/62””73 de = 5 +C.

Markus 12.5

Muutuja vahetamise votte erijuhuks on diferentsiaali mérgi alla viimise

vote. Sel juhul on enamasti lihtne leida diferentsiaali dv(t) = v'(t) - dt.

12. Muutuja vahetamine
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Naiide 12.7 Leiame integraali

/cos(4w) dz.

Me teame, et koosinuse algfunktsiooniks on siinus. On lihtne niha, et

d(4z) = 4 dz. Seega voime kirjutada
1 1.
/cos(4x) dx = 1 /cos(4x) d(4x) = 1 sin(4z) + C,

mille voib leida ka muutuja vahetamise y = 4 = abil

/COS(4 z)dx = i /cos(y) dy = isin(y) +C= isin(4 x) + C.

OO0

12. Muutuja vahetamine

/devil =evil +C

&

Néiide 12.8 Leiame integraali

/(m —3)%dx.

Me teame, et ruutfunktsiooni algfunktsiooniks on teatav kuupfunktsioon.

On lihtne néha, et d(x — 3) = dz. Seega voime kirjutada

r—3)3
/@—3fmﬁi/u—3fﬂx—a=§—§§7+c

mille v6ib leida ka muutuja vahetamise y = x — 3 abil

3 _2)3
/(x—3)2dm:/y2dy=y§+C:w+C.

Naiide 12.9 Leiame integraali

/Sin2 (z) - cos(x) dx.
Miérkame, et d sin(x) = cos(zx) - dz. Seega voime kirjutada

sin® ()

/mﬂ@wM@M:/mﬂ@mmwz e

Kontrolliks voib leida, et

() o sl

3 3 -cos(z) = sin(x) - cos(x).
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12. Ositi integreerimine

12.7 Ositi integreerimine

A Lause 12.2 N\  GUIDE ©
[5]. Olgu funktsioonid u ja v mingis intervallis X diferentseeruvad funkt- INTEGRATION BY PARTS:
S . N GNEN A PROBLEM OF THE FORM:
sioonid ja eksisteerigu integraal fF(x)g(x) =?

CHOOSE VARIABLES L AND v SUCH THAT

[ee)v@ s " o

dv =g dx
NOW THE ORIGNAL EXPRESSION BECOMES:

fudv:?

/ u(z)v'(x) dw WHICH DEFINITELY LOOKS EASER.
ANYAY, T GOTTA RUN.

BUT (GOOD LUCK!

Siis eksisteerib ka integraal

ja kehtib seos

/u(x) v/(x)dx = u(x) v(x) — /v(x) u’(x) dx. (12.4)

Toestus. Tehtud eelduste korral on korrutis u - v diferentseeruv,
[u(z) - v(@)] " =u'(2) - v(z) + u(z) - v'(2).

Kuna on olemas integraal [ v(z)u’(x)dx, siis leidub funktsiooni v - u’ alg-

funktsioon F'. Jarelikult
[u(z) -v(2)] " = F'(x) +u(x) -v'(z),

millest saame

Saime, et (u-v— F') on funktsiooni u - v’ algfunktsioon. Tulemus iitlebki, et

/u(z) v'(x)dr = u(z)v(z) — F(x) + C = u(z) v(x) — /U(:Z:) u'(z) dx.

O

A Markus 12.6 \

Valemit (12.4) nimetatakse madramata integraali ositi integreerimise va-

lemikis. Kuna u’(z) dx = du ja v’'(z) dx = dv, siis esitatakse seos sageli

/udv:uv—/vdu. (12.5)

kujul

Niide 12.10 Leiame integraali
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12. Ositi integreerimine

Naiide 12.11 Leiame integraali

/:17 - cos(x) dx.

Kui meil on integraali mérgi all poliinoom korda teine funktsioon, siis

on tihti lootust leida vastus ositi integreerimise teel.

Uldiselt voetakse funktsiooniks v selline funktsioon, millest on lihtne leida
integraali ja funktsiooniks u selline, et u tuletis lihtsustab avaldist. Kuna
tuletis alandab poliinoomi jérku ja integreerimine tostab, siis kasulik on

valida,

Siit
uw'(z)=2'"=1 = du=dx
ja vorduse dv(x) = cos(x) dz integreerimisel saame
/dv(m) = /cos(:r) dr = ov(z) =sin(z).
Seega ositi integreerimise valemi abil leiame
/x -cos(x)dx = x - sin(x) — /sin(m) dx = x - sin(x) + cos(x) + C.

OO0

Naiide 12.12 Vaatleme iihte sageli esinevat integraali

/sin2 (z) dx.

Leiame selle integraali mitmel erineval moel. Esiteks ositi integreerimi-

sega, vottes u = sin(x) ja dv = sin(x) dz. Siis
du = cos(z) dx, wv(x)= —cos(x).
Saame
/sin2(33) dx = —sin(z) cos(x) + /cos2 () dzx
1
=3 sin(2z) + /(1 — sin®(z)) dz.
Siit saab leida, et
5 1. . 9
/Sln (x)dx = —3 sin(2x) + x — /sm () dx.

Viies [ sin?(z) dz paremalt poolt vasakule, tekib vorrand Ik sin?(z) dx

suhtes. Jarelikult

/sinz(a:) dx = g — —sin(2z) + C.

==

OO0
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12. Ratsionaalsete funktsioonide integreerimine

Niide 12.13 Teine voimalus [ sin?(z) dz leidmiseks on kasutada trigo-

nomeetrilist valemit

1 I'm still waiting for the
sin?x = 5(1 — cos(2z)). day that | will actually use
Siis
oy 1 5 1 : e
sin’(z) do = 3 2sin? (z) do = 5 (1 — cos(2x)) dx in real life
1
= g - zsin(Qx) +C
Allikas:
OO0 http://joyreactor.com/post /951597

Naiide 12.14 Kolmas voimalus on kasutada siinuse kompleksarvulist esi-

tust (imaginaariithik ¢ kditub siin kui konstant),

ir _ —ix\ 2 i(2x) —i(2z) _
. 9 _ e e _ e +e 2
/sm (x)dx—/<2i > dx—/( ) ) dz.

Arvestades, et

. 1 . i(2x)
/ez (22) Jp = /272.62 (2x) d(2iz) = € % +C,

sin(2x) + C.

1 (el (22) _ —i(22) T r 1
a2 e d _ T _
/bm(m)d:c— 4( % )—1—2—1—0 5 1

Analoogiliselt leitakse eraldi [ cos?(z) dz, kuid praegu saaksime otse leida

/cosz(:n) dx = /(1 —sin®(z))de = = — g + isin@x) +C

1

OO0

12.8 Ratsionaalsete funktsioonide integreerimine

Vaatleme jargnevalt lihtsamaid juhte poliinoomide P(x) ja Q(z) jagatise ggg

integreerimisel.

Naide 12.15 Leiame integraali

5 — 1
[t

S5z—1

Antud poliinoomi saab lahutada teguriteks

z2—x—2
o1 _ A B _ 2 3
2—x—-2 z+41 -2 z+41 -2
Seega
-1 2
/de:/idx—i—/ 5 dz =2In|z+1|+31n |z—2|+C.
2 -z -2 r+1 r—2
00
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12. Ratsionaalsete funktsioonide integreerimine

Naiide 12.16 Leiame integraali

et

Antud poliinoomi m saab lahutada teguriteks

1 _A Bx+C

x-(2244) = 2244
Vottes tegurid uuesti iihisele nimetajale

A Br+C  As® +4A4+ B2 +Cx  (A+B)a* +Cx +44A

x+x2+4 B x- (22 +4) N x- (22 +4)

saame konstantide A, B ja C' jaoks vorrandid
A+B=0, C=0, 4A=1.
Seega A = %, B = 7% ja C = 0. Kokkuvétteks

1 1 1 T 1 1
————dr = - —— | dz=-1 ——Injz?+4 :
/a:-(m2+4) x 4/($ x2+4) x 4n|1:| 8n|x+ |+C

OO0

Naide 12.17 Leiame integraali

/ 222 4+ 1 d
2 (z—1) -
22241

Antud poliinoomi 2. @oD) saab lahutada teguriteks

222 +1 7& E C

- 2

22-(z—1) =« 22 x-1
Vottes tegurid uuesti iihisele nimetajale

A B C _sz—Ax—FBx—B—i-Cm?

T et 2 (z—1)
_ (A+0)*+(B—Ax—B
B 2?2 (x—1)

saame konstantide A, B ja C' jaoks vorrandid
A+C=2, B-A=0, —-B=1.
Seega A = —1, B = —1 ja C' = 3. Kokkuvotteks

202 +1 1 1 3
/mQ'(xl)dx_/(_x_xz—i—xl) de

1
:—ln|$|—|—;—|—31n|x—l|—|—0.

OO0

Mboningaid erijuhte vaatleme veel lisaks praktikumides.
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