1.

Marek Kolk, Kérgem matemaatika, Tartu Ulikool, 2013-14.

14 Riemann’i integraal (maaratud integraal)

Sisukord

14 Riemann’i integraal (mé&#ratud integraal) 163
14.1 Sissejubatus . . . . . ... L 164
14.2 Riemann’iintegraal . . . . . . . . .. ..o L Lo 165
14.3 Maaratud integraali omadused . . . . . . .. .. oL 167
14.4 Newton’i-Leibniz’i valem . . . . . . . . . ... ... 168
14.5 Kovertrapetsi pindala . . . . . . . . .. ..o 169
14.6 Integraalarvutuse keskvadrtusteoreem . . . . .. ... . ... ... ... 171

é )
Kontrollt66 teemad

1. Riemann’i integraali omadused.

2. Newton’i-Leibniz’i valem.

3. Kovertrapets ja selle pindala leidmine.
\ J
( )

Eksamiteemad
1. Riemann’i integraali definitsioon ja peab oskama seda kasutada konstantse funktsiooni korral
(néide 15.1).

2. Riemann’i integraali omadused.

3. Newton’i-Leibniz’i valem.

4. Kovertrapets ja selle pindala leidmine.

5. Integraalarvutuse keskvaartusteoreem ja kuidas leida funktsiooni keskmist vaartust iile 16igu.
\ J

163



14.1 Sissejuhatus

Alustame koigepealt niitest ja hiljem anname Riemann’i integraali jaoks
tdpse definitsiooni. Vaatleme maanteel liikuvat autot, mille kiirus on igal

ajahetkel ¢ kirjeldatav funktsiooniga v = v(t).

Kui litkkumine on iihtlase kiirusega, siis labitud teepikkus vordub kulutatud
aeg korda (keskmine) kiirus s = v - At. Paneme téhele, et tegemist on samal

ajal ristkiiliku pindalaga, kus aluseks on At ja funktsiooni korguseks v.

\
|
| ) .
-—:— Area = Distance traveled = 200 miles
|
|

time (hours)

Allikas: [3]

Olgu jargnevalt kiirus ebaiihtlane. Vaatleme ajavahemikku [0, T ja konkreet-

semalt iiksikuid ajahetki
O=to<ti<ta < - <tph_1=<t, =T, n € N.

Sel juhul tekivad viikesed ajaintervallid At; = ¢; — t;—1, 4 = 1,...,n. Kui
need ajaintervallid on piisavalt vaikesed, siis voib kiirusi iile nende intervallide

lugeda konstantseks ja labitud teepikkus avaldub ligikaudselt

S(ti) — S(tifl) ~ ’U(t*7) . Ati7 ty. € [tifl,ti].

i

velocity velocity velocity
50 50 —
40 40
30 30
20 20
10 10
2 4 6 10 e 2 4 6 10 fime

Allikas: [3]

ajahetk | intervall | kulunud aeg | ligikaudne teepikkus | tegelik teepikkus
t*l [to, tl} Atl ’U(t*l) . Atl S(tl) — S(to)
t*2 [tl, tg} Atg U(t*z) . Atg S(tg) — S(tl)
ty, [tn-1,tn] At, v(ty, ) - Aty s(tn) — s(tn-1)
>ov(ts,) - At > = s(tn) — s(to)

Eelnevast méletame, et kiiruse v(t) algfunktsiooniks on lébitud teepikkus
s(t). Minnes ajaintervallide lisamisel piirile n — oo, saaksime

n

Aaniogv(t*i) - At; = s(tn) — s(to)-

14. Sissejuhatus
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Viimasena saadud piirviidrtust summast Y . v(t,,) - At; nimetataksegi
T
Riemann’i integraaliks ja tdhistatakse f t) dt. Seega kiiruse graafiku v(t) ja

0
ajatelje vahele jddva ala pindala on vordne auto poolt labitud teepikkusega

s(T) — s(0): ,
/’U t)dt = s(T) — s(0).
0

Vaatleme niiiid maanteel liikumas kahte autot, millest esimese auto kiirus igal
hetkel ¢ on f(t) ja teise auto kiirus on g(t). Olgu lihtsuse mottes molemad

kiirused positiivsed.

v

v=g(t) A

t

Allikas: [7]

Sellisel juhul esimese auto poolt l&abitud teepikkuse saab arvutada funktsiooni

f(t) graafiku ja ajatelje vahele jddva ala pindala kaudu,

T
51(T) - 51(0) = / f(t)dt,
0

ja analoogiliselt teise auto poolt ldbitud teepikkuse

T
s2(T) — s2(0 /g
0

Joonisel toodud mérgitud pindala S niitab seda, kui pikalt on iiks auto
teisest ees (voi taga). Selle pindala (antud juhul samas ka autode vaheline

kaugus) saab arvutada integraalide abil:

S= [ (f(t) —g(t))dt.
/

Kui tulemus on negatiivne, siis on teine auto esimesest ees pool.

14.2 Riemann’i integraal

Olgu l6igus [a, b] antud funktsioon y = f(x). Teeme 16igu [a, b] alajaotuse
a=z9 <z <23<--<xp,=b, neN, (14.1)
valime igas osaldigus [z;_1, x;] suvaliselt iihe punkti

& € [zim1, i (14.2)

14. Riemann’i integraal
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14. Riemann’i integraal

ja olgu maksimaalne osaldikude [2;_1, ;] pikkus

A= max (x; —x,-1)= max Auz,. (14.3)
i=1,...,n 1=1,...,n
,[Deﬁnitsioon 14.1] N
Kui soltumata 16igu [a,b] alajaotusest zg,...,x, ja punktide & €

[€;—1, ;] valikust eksisteerib piirvairtus Riemann’i integraali nimi
tuleb saksa matemaatiku
Georg Friedrich Bernhard
;13% E f(&) - Az =1, (14.4) Riemann’i (1826-1866) jir-

siis seda piirvidrtust nimetatakse funktsiooni méaaratud (Riemann’i) in-

b
tegraaliks 16igus [a, b]. Madratud integraal tahistatakse / f(z) dz, seega

b

/f(x) dr = ;ig});f(fi) - Az (14.5)

a

Allikas: Wikipedia J

/ f(rz) ﬂr3) f(fgl) }‘(f ) sustatult (Iopmata) viike-

n ste ristkiilikute pindalade

|

|

I ( . .. .
| Riemann’i integraal on liht-
!

)‘(tl) : : : ! summa piirvaartus.

FAX]—I—sz—F Ax;—'—/_\x4 —l— —J— Axn—|

\

Allikas: [5] 'Intagraali rakendustes nie- |
me, et integraal téhistab
funktsiooni joone ja x-telje
vahele jaava kujundi pind-
ala. Pindala leidmisega

Niide 14.1 Niitame definitsiooni pohjal, et konstantne funktsioon sidusid integraali mdiste ka

. ~. . . . Newton ja Leibniz.

f(@) = ¢, ¢ € R, on suvalises osaldigus [a,b] integreeruv Riemann’i .

mottes (Vt. [6]) Leibniz kasutas algul
integraali tahistamiseks
siimbolit “omn.” sGnast

Olgu f(x) = c iga x € [a,b] korral. Vaatleme 16igu [a, b] suvalist jaotus- omnia (summa, ladina kee-

o les). Hiljem muutis Leibniz

V1IS1

tahise valjavenitatud s-ks:
a=xg< a1 <x2<--<xp=>b neN. J (sonast summa).

Soltumata 16igu jaotusviisist ja punktide &; valikust osaloikudes [x;_1, ;], Newton siistemaatilist

. moistet integraalide t&his-

t=1,...,n, saame . .
| tamiseks ei kasutanud.

n n
O'Zg f(&) Az, = E c-Az;=c- E i—xi—1) =c-(b—a).
i=1 =1
Seega
b
cdr=limo=c-(b—a).
A—0
a
OO0
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14. Madratud integraali omadused

oo 00

14.3 Maaratud integraali omadused

Riemann’i nimega on

r )

@0 _a_ 9w Q 0 tuntuks saanud Riemann’i
Koigis jargnevates omadustes eeldame vaadeldavate integraalide olemas-

hiipotees (seotud zeeta-
olu vastavas loigus. funktsiooni  nullkohtade
leidumise probleemiga),
mida pole tadnini suudetud
1. omadus. Kehtib seos tGestada. Selle kohta on

olemas rida anekdoote.

b a
/f(x) da?:—/f(x) dz. (14.6) Matemaatik  on  aas-
@ b tatd dritanud  téestada
Riemann’i hipoteesi kuid
2. omadus (aditiivsus). Kehtib seos edutult.  Uhel péeval sol-
mib ta lepingu Saatanaga,
b kes lubab talle nadala

saab vastu matemaatiku

b c
/f(z‘) dgg:/f(m) dx+/f(1‘) dx. (147) lopuks tuua téestuse, kui

€ hinge.  Matemaatik on

vaga elevil, saadab laiali

pressiteateid, suhtleb
telefoni teel, lepib kokku
= + konverentside esinemistes
ja on igati meedia tdhele-
a c b a c c b
pany orbiidi all.
Allikas: [5]

Nddala lopp saabub, aga
3. omadus (lineaarsus). Kehtib seos Saatanat  pole  kusagil.
Meedia on vdga pettunud
b b b ja matemaatik wvabandab
_ end vditega, et vajab veel
[af(z)+Bg(@)] de=a [ f(x)dr+ B [ g(x)dz, a,BER. :

pisut aega. Kuu mdoddudes
@ @ @ ei ole Saatanat endiselt
(14.8) - .
kusagil ja  matemaatik

. . . satub naerualuseks.
4. omadus (monotoonsus). Kui f(z) < g(z) iga = € (a,b) korral, siis

Viimaks, kuus kuud hil-

b b jem ilmub wvdlja Saatan.

/f(.’L’) dx < /g(l’) dz. (149) “Kus sa oled olnud?” pd-

@ @ rib matemaatik pettunult,

“Sa hdvitasid terve mu

\ y karjadari!”. “Vdga wvaban-

dan, ka mina ei suutnud

Riemann’i hipoteesi toes-

Naide 14.2 Olgu b > a. Niitame, et iga sellise reaalarvu a ja b puhul tada” pomiseb Saatan mo-
ka otsast, kuid jdtkab vai-
kehtib hinnang

mustunult: “Aga ma leid-

sin  paar wvdga huvitavat

/sin(ac2) de <b—a. lemmat!”.

Toepoolest, kuna sin(y) < |sin(y)|, siis

b

b b
/sin(xz)d:v < /|sin(z2)|dx < /1dx:bfa.

a

Teoreem 14.1

Kui funktsioon f on pidev 16igus [a, b], siis ta on integreeruv (Riemann’i

mottes).
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14.4 Newton’i-Leibniz’i valem

A Teoreem 14.2 N

Matemaatilise analiiiisi 2. pohiteoreem. Kui funktsioonil f on ole-
mas Riemann’i integraal 16igus [a, b] ja algfunktsioon F' selles 16igus, siis

kehtib Newton’i-Leibniz’i valem

Newton’i-Leibniz’i valem

b

/f(x) dx = F(b) — F(a). (14.10)

a
\ J
Toestus. Kuna F on funktsiooni f algfunktsioon, siis F'/(z) = f(z)

iga x € [a,b] korral. Algfunktsioon F on pidev 16igus [a,b], kuna ta on
diferentseeruv seal. Sellest jareldub, et me saame kasutada Lagrange’i

keskvéaartusteoreemi.

Enne selle kasutamist moodustame 16igus suvalise jaotuse
a=x0<x1<...Zp_1<x, =0,

kuid ikkagi sellise, et A = max (z; — x;,-1) — 0, kui n — oc.

i=1,...,n

Sel juhul Lagrange’i keskvédartusteoreemi pohjal leidub igas osaligus selline

punkt &; € (x;—1,x;), et kehtib vordus
F(ai) = F(zi1) = F'(&) - (v —2i1) = f(&) - Ay

Kuna f on integreeruv Riemann’i mottes, siis leidub definitsiooni jérgi piir-

vaartus
n b
li A -
A%Z f(e) - Az /f(x) dx
i=1
a
soltumata xg,...,x, ja ci,...,c, valikust. Seega leidub see sama piirvadrtus
meie konkreetse jaotuse xg, ..., z, ja punktide &;,...,&, jaoks. Siit saame
b n
d = 1. 2) . A .
f oo = 3 st6)- A

= lim (F(z1) — F(wo) + F(xz) = F(w1) + -+ F(ea) = F(1))

= lim (F(ra) — F(a0)) = F(b) — F(a)

Naide 14.3 Leiame
3 x=3
/(3x2—4)dx:(x3—4x) =27-12—(1-4)=15+3 =18.
1

OO0

Newton’i-Leibniz’i va-
lemit kasutatakse ka
Riemann’i integraalist
erineva méédratud integ-
raali definitsiooniks. Kui
selline integraal leidub,
siis radgitakse Newton’i-
Leibniz’i integraalist.
Meile piisab Riemann’i
integraalist ja loeme, et
teatud tingimustel kehtib
Newton’i-Leibniz’i  valem.
Viimane iitleb, kuidas
saab arvutada Riemann’i
integraali nii, et ei peaks
16putult summeerima
mingeid 16pmata vai-

keste pindalaga olevaid

ristkiilikuid.
.

Voi siis jargmine lugu kuul-

saks saamise teemal.

Matemaatik kutsutakse
konverentsile esinema ja
tema teema pealkirjaks
reklaamitakse “Riemann’t
hipoteesi toestus.” FEtte-
kande lopuks peavad aga
kuulajad kévasti pettuma,
kuna wvdlja  kuulutatud
toestuse  asemel  rddagib
matemaatik hoopis mingil
teisel teemal ja lubatud

toestusest ei sonagi.

Parast ettekannet kiisi-
takse tema kdest, et kas
ta leidis oma toestuses vii-
masel hetkel vea, et selle
esitusest loobus. “Ei, mul
pole seda toéestust kuna-
gt olnudki.” “Miks Te stis
kuulutasite oma ettekande
teemaks Riemann’t hipo-
teesi?” paritakse talt ar-
mutult. “Vaadake ... Kind-
luse mottes ... juhuks, kui
ma peaksin teel konverent-

sile dkki surema.”
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14. Kovertrapetsi pindala

Naiide 14.4 Oluline on, et Newton’i-Leibniz’i valemi kasutamisel oleks

funktsioon pidev. Vaatame néiteks funktsiooni

1 ,zel0,1]
2 Lze[l,?]

fz) =

Lihtne on néha, et tekkivate kovertrapetsite pindalad kokku (16igul [0, 1]
ja[1,2]) on S = 3 voi ka

2 1 2
S:/f(x)dx:/ldx+/2dx:x
0 0 1

Samas kui Newton’i-Leibniz’i valemi vale kasutamisega saaksime

+ 2z

r=1
x=0

=2

2
/f@Mx% =2.2-0=4.
0

Vastus erineks oigest vastusest. Pohjuseks oli see, et meie funktsioon ei
ole pidev 16igus [0, 2] ja seega Newton’i-Leibniz’i valem antud juhul ei
kehti.

OO0

14.5 Kovertrapetsi pindala

Definitsioon 14.2]

Me nimetame kovertrapetsiks funktsiooniga f(z), a-teljega ning piistsir-

getega x = a ja x = b piiratud kujundit.

y=gx)

Allikas: [7]

r N
Sellisel juhul z-teljest iilespoole jaiva kovertrapetsi pindala avaldub m&a-

ratud integraaliga
b
S = /f(m) dzx. (14.11)
a

Kui kovertrapets asub allpool z-telge, siis tuleb pindala miinusmérgiga.

Kui meil on kaks funtksiooni f ja g, mille korral g(z) < f(z), = € [a, ], siis

saab f ja g graafikutega piiratud kujundi pindala arvutada valemist
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b
5= [t -

9(x)) da.

14. Kovertrapetsi pindala

(14.12)

~

kogu pindala osade kaupa.
YA

AMirkus 14.1
Kui f ja g omavahel ristuvad, siis tuleb leida 16ikepunktid ja arvutada

x=b

v =glx)

=

0 A
Allikas: [7].
~ J
Mairkus 14.2 N
Soltumata f ja g mérgist kehtib alati
b
S =/|f(w) —9(z)|dz. (14.13)
~ J

Niide 14.5 Arvutame funktsiooniga f(x) = 22 +2 ja g(z) = x—1 vahele

jaéva kujundi pindala 16igul [—1, 2].

VA
Y=211  y=x+2
x=—1
5__
y=x—1
N
i — >
-1 01 2 3 4 x
Yy
Allikas: [7]
Kirjutame
2 2 5 5 =2
S :f(1172+27x+1)d:c:f(x27x+3)dx:(%—%+3x)
—1 —1 r=—1
=3-24+6—(—3—4—-3)=105.

OO0

(f(z) — g(=))
fl=z)

a(z)

@

Allikas: [3]
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14. Integraalarvutuse keskvddrtusteoreem

Niide 14.6 Arvutame funktsiooniga f(z) = 23 — 722 + 11z ja 2-teljega
eraldatud kujundi pindala 16igul [0, 4].

Esiteks méargime, et antud funktsiooni nullkohtadeks on = =0 ja LQ‘/E,

millest 16igu [0, 4] sisse ja&b 7_2\/5 ~ 2.38. Loigul [0, 2.38] on funktsioon

positiivne ja iilejadnud osas negatiivne.

5 F

Ay =772
4 .
2.38 v
~— A =15.05
Allikas: [3]
Seega
4 2.38
S= [lz® -T2+ 1lz|dz~ [ (2* — 72?4+ 11z)dz
0 0
4
— [ (2% = 72% + 11z) dz = 7.72 — (=5.05) = 12.77.
238
000

14.6 Integraalarvutuse keskviirtusteoreem

A Teoreem 14.3 N

Integraalarvutuse keskvairtusteoreem. Kui funktsioon f on pidev

16igus [a, b], siis on olemas punkt ¢ € [a, b], nii et

/f(x) dx = f(c) - (b—a). (14.14)

Naiaide 14.7 Me teame, kuidas leida aritmeetilist keskmist. Selleks tu-
leb koik olemasolevad vaartused kokku liita ja jagada védartuste arvuga.
Olgu meil antud 24 tunni viltel tdistundidel moddetud temperatuurid

f(t1), ..., f(taa). Sel juhul temperatuuride keskmine on

Ty =

Ft) 4 flt2) + -+ fltos) 1 o
4 & *ﬂlz_;f(ti)'

Kui me teeme rohkem mo6otmisi, aga taheme leida 24 tunni keskmise, siis

@)+ f) + -+ ftn) _ 24 f(0) + ft2) +---+ f(tn)

T, =
n 24 "
= o [F) + F) 4ot f()] 2 = S ste)-ar, A= &)

Néeme, et n kasvades saame Riemann’i integraali iile 16igu [0,24] ja

24
- 1
0

OO0

flx)/

Area under curve =
Area of rectangle

Average
value
- of f
Ly,
a
b—a i'?
Allikas: [3]
Integraalarvutuse kesk-

vadrtusteoreemi praktiline
rakendus on funktsiooni f
keskmise véaartuse leidmine

16igul [a, b].
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A Markus 14.3

Loigul [a, b] pideva funktsiooni f keskvéértus iile 16igu [a, b] on arvutatav

integraaliga

f= ! /f(x)da:. (14.15)

~

Niide 14.8 Olgu elanike arv kirjeldatud funktsiooniga y = z2, = on

néiteks aastad. Leiame keskmise elanike arvu esimese viie aasta kestel,

1 [, 12°

__ P

Y=5-0) " " 753
0

=5 195 95
=222 _g(3).
5 3 (3)

=0

OO0

Ve

Ulesanne 14.1
Olgu C(t) funktsioon, mis néitab sinu maja paevast kiittekulu. Olgut = 0

(1. jaanuar 2014). Mida néitab sel juhul suurus

90

1
o / Ct) dt?

0
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