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16. Mddratud integraal ilemise raja funktsioonina

16.1 Maaratud integraal iilemise raja funktsioonina

Olgu funktsioon f pidev 1digus [a, ], siis eksisteerib tal algfunktsioon selles

16igus ja vastavus
xr
T — / f(t)dt
a

méaérab 16igus [a, b] funktsiooni G, kus
G(z) = /f(t) dt.

A Teoreem 16.1 ~

Matemaatilise analiilisi esimene fundamentaalteoreem. Kui

funktsioon y = f(z) on pidev l6igus [a, b], siis eksisteerib tuletis G'(x)

selles 16igus ja

G%m:éé/ﬂﬂﬁ:f@) (16.1)

Téestus. Olgu meil 16igul [a, b] antud pidev funktsioon y = f(z). Sel juhul

voib iga argumendi x € [a, b] jaoks funktsiooni

m@:/}mﬁ

vaartust tolgendada, kui joone y = f(z) ja a-telje vahele jaéivat pindala l6igus

[a, x]. Sel juhul véiikese osaldigu [z, z + h], h > 0, peal on pindala
A(x + h) — A(x).

Viimast pindala v6ib ligikaudu arvutada ka kui ristkiiliku (joonisel paremal

olev kitsas ristkiilik) pindala h - f(x) ehk
Alx+h) — A(z) = h - f(z).
Téhistame ligikaudse valemi kasutamisel tehtud vea R(z). Siis
Az +h)— A(z) =h- f(z)+ R(z).

Avaldame siit funktsiooni f véértuse

A(x +h) — A(z) R(z) '

Saab néidata, et }llin}) RE:U) =0, kuna @ kujutab endast viiksemat suurust,
—

kui joonisel funktsiooni f timber oleva véikese ristkiiliku kérgus (ja viimane

laheb nulli, kui ristkiiliku alus h laheb nulli). Seega

fa) = }{lg% A(w—i—h})L—A(x) _ A,

kNewton, Gottfried Leibniz.

, \
Esimene fundamentaalteo-

reem ttleb meile sisuliselt, et
funktsiooni tuletise leidmine ja
pindala leidmine on teineteise

poordoperatsioonid.

Kuigi pindala leidmise idee
lopmata vaikeste ristkiilikute
summeerimise teel kandub
Vana-Kreeka aegadesse, siis péa-
ris pikka aega ei olnud selge, et
need kaks operatsiooni: kiiruse
leidmine ja pindala leidmine
toepoolest nii tihedalt seotud

on.

Paneme tidhele, et teoreem
ei tltle meile, kuidas midagi
algoritmiliselt  tapselt leida.
Teoreemi sisu on pigem teo-
reetiline: diferentseerimine
ja integreerimine on otseselt
teineteisega seotud, seda siis
viahemalt pidevate funktsioonide

jaoks.

Teoreemi toestusega ja tdiendus-
tega on tegelenud néiiteks Ja-

mes Gregory, Isaac Barrow, Isaac

J

Allikas: Wikipedia
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16. Mddratud integraal tilemise raja funktsioonina

A Markus 16.1 N

Teoreemist 16.1 ja algfunktsiooni definitsioonist jéreldub, et funktsioon

G on funktsiooni f iiks algfunktsioone, mistottu pideva funktsiooni f

suvaline algfunktsioon F' avaldub kujul
F(z)=G(z) + C = / f(t)dt + C (16.2)
ning médramata integraali saab kirja panna jargmiselt:

/ (@) do = j £t dt+C. (16.3)

Niide 16.1 Mérgime, et kui keha liigub kiirusega v = v(t), siis pideva

(positiivse kiirusega) liikumise korral avaldub teepikkus kui

s(t) = 5(0) +/U(x) da,
0

analoogiliselt avaldub kiirus v = v(t) kiirenduse a = a(t) kaudu,

OO0

Teoreemi 16.1 jargi
S'(z) = cos(z).

Mida itleb lisaks meile viimane tulemus? Kui me vaatame joone cos(z) ja

z-telje vahele jddva ala pindala S(z), siis selle pindala muutumise kiirus

igas punktis x on S’(x) = cos(x). Teisiti, pindala muutub kiirusega, mis

vordub kovertrapetsi korgusega cos(x).

OO0

Niide 16.3 Leiame F’/(x), kui

sin(x)
1
F(x) = / T dt.
0

Teoreemi 16.1 jargi ja liitfunktsiooni reegli abil saame, et

oo 1 _dsin(z) _ cos(z) _ 1
Fllw) = 1—sin®(z)  dz cos*(z)  cos(x)
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16. Lopmatute rajadega integraal

16.2 Paratud integraalid

b

Maéaratud integraali / f(z) dx defineerimisel eeldasime, et —co < a < b <

a
oo. Lisaks on méédratud (Riemann’i) integraali olemasoluks tarvilik tingimus

funktsiooni f tokestatus 16igus [a, b] (kui funktsioon ei ole tokestatud mingis

punktis, siis saab Riemann’i summas moodustada ristkiiliku, mille korgus

on tokestamata ja seega ka kogu summa on tokestamata).

Osutub, et toodud eeldustest saab vabaneda, kui sobivalt tildistada ma&aratud

integraali moistet. Vaatleme kahte erinevat liiki paratut integraali: lopmatute

rajadega integraalid ja lisaks integraalid tokestamata funktsioonidest.

16.3 Lopmatute rajadega integraal

r )
M
Eksisteerigu / f(z)dx, iga M € [a,00) korral, siis defineerime pératu
integraali piirkonnas [a, 00) seosega
9] M
/f(a:) dx = lim /f(x) dx. (16.4)
M — o0
. ‘ ‘ J
r )
b
Eksisteerigu / f(z)dx, iga M € (—o0,b] korral, siis defineerime pératu
M
integraali piirkonnas (—oo, b] seosega
b b
/ f(x)der = lim /f(x) dx. (16.5)
M ——o0
—o0 M
\ J

\.

,[Deﬁnitsioon 16.1}

Kui eksisteerib 16plik piirvéértus seoses (16.4) (seoses (16.5)), siis nime-

tame vastavat paratut integraali koonduvaks, vastasel korral hajuvaks.

Naide 16.4 Leiame paratu integraali

1

Miérgime, et funktsioon y = =5 on pidev igas piirkonnas [1, M], kus M €

172 1 1
(1, 00), sel juhul saab kasutada Newton’i-Leibniz’i valemit. Kirjutame 1 2 3 45
) 1 . M 1 . ] =M . 1 Allikas: [1]
—dr = lim —dr= lim [—-— = lim (—-——+4+1) =1
(E2 M—o0 .’)32 M—o0 xT =1 M —o0 M
1 1
Joone y = w% alune pindala piirkonnas [1, 00) on tokestatud ja S = 1. 192
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Naiide 16.5 Leiame pératu integraali

1
/fdx.
X

1

\ Bq
\ /
\ / —dr=Inf3 — o
14 N 1T
|
1 } —1
1 2 3 5 — o
Allikas: [1]

Mérgime, et funktsioon y = % on pidev igas piirkonnas [1, M], kus M €

(1,00), sel juhul saab kasutada Newton’i-Leibniz'i valemit. Kirjutame
0o M _
1 =M
- In ||
x -
1 1 r=1

1
—dr = lim
M— o0
Joone y = % alune pindala on piirkonnas [1, c0) tokestamata ja S — co.

dzx lim
M—oc0 x

lim (ln|M|—In|l|) = occ.
M —o00

OO0

Naiide 16.6 Kui molemad rajad on tokestamata, siis tuleb oma jéreldus-

tes olla ettevaatlik. Leiame péaratu integraali

oo
x
— dx.
/x2+1 o

_ — \
o0 « 1
|
y | r ol '
T I T T T
-2 1 =1 1 2
B 3 — o0

Allikas: [1]

1

Mérgime, et funktsioon y = 5 on pidev igas piirkonnas [—M, M], kus

M € (—00,00), sel juhul saab kasutada Newton’i-Leibniz’i valemit. Kir-

jutame
M M
=M
x 1 1 1
—dr = ———dz*+ 1) =-Inl2* +1 =0.
/x2+1x 2/x2+1 (@ +1) 2n|x+|$}M
-M -M

Ometigi ei jareldu sellest, et esialgne integraal ise on vordne nulliga.
Osutub, et selline integraal on hajuv (selles mottes, et tal ei ole {ihest

vadrtust).

16. Lopmatute rajadega integraal
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0o 0
Kui vaadata eraldi integraale [ ja [, siis
0 —0o0

T . 1 9
[ o= g, (ke 1
0

r=

ja
fo%daz = lim 11n|962—|—1| =
—oom+1 M——oc0 2 =M
. 1 9
= lim 771n|M +1| = —00.
M——oco 2
Saime, et
/de:oo—oo,
2 +1
— 00

mis on madramata suurus ja seepérast litleme, et antud integraal hajub.
o0

Tegelikult piisas leida ainult iiks integraal | — oo, et jéreldada kogu
0

esialgse integraali hajumist.

oo
Siin voiks ju védita, et saaksime integraali f leida kui piirvdartuse
— o0
M
N}im , kuid péris nii lihtne see ei ole. Nimelt, vaatleme kahte erinevat
— 00
-M

I6pmatuse protsessi:

M

1
lim x dr = lim fln‘x2+1|
M—oc0 2 +1 M—oo \ 2
M

=M
= ()7
r=—M

kuid samas

2M 1 e=2M
lim ———dr = lim fln|x2+1’
M—o0 1’2 + 1 M— o0 2 =M
-M
1. [2M)?+1
= li —In|—F—
Mlgloo(Qn’ M2 41 D
44 3
= lim [In A/1[2 = In(2).
M—o0 1+ i

Paneme téhele, et protsessis M — oo molemal juhul (—M,M) ja
(=M, 2M) kaetakse éra kogu reaaltelg (—oo, 00), kuid piirvidrtused in-

tegraalidest annavad erinevad tulemused. Sellepdrast me kasutame jérg-

mist markust.

16. Lopmatute rajadega integraal

x=M 1
): lim <1n|M2+1y) = 00
0 M—oo \ 2

000
Mirkus 16.2
0 ')

Kui molemad rajad on 16pmatud ja iiks integraalidest [ voi [ on t6-

- 0
o oo
kestamata, siis integraal [ hajub.
— 00
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16. Integraal tokestamata funktsioonist

16.4 Integraal tokestamata funktsioonist

Olgu funktsioon f tokestamata punkti b imbruses ja eksisteerigu

M
/f(a:) dx

iga M € [a,b) korral, siis defineerime pératu integraali 16igus [a, b] seosega

b

[ f@ydo= Jim- / e (16.6)

a

Olgu funktsioon f tokestamata punkti a iimbruses ja eksisteerigu

b
/f(x) dx

iga M € (a, b] korral, siis defineerime pératu integraali 16igus [a, b] seosega

b

/f( dx—Mll_r};jL/f (16.7)

a

\

{Deﬁnitsioon 16.2]

Kui eksisteerib 16plik piirvéiértus seoses (16.6) (seoses (16.7)), siis nime-

tame vastavat paratut integraali koonduvaks, vastasel korral hajuvaks.

\.

Niide 16.7 Leiame pératu integraali

2T 1
1
! a— 0t —dr — 2
! = [~
I -
e I
| -
] 1 Il
I T T T
1 2 3
0F — «a
Allikas: [1]
Mérgime, et funktsioon y = ﬁ on pidev igas piirkonnas [M, 1], kus

M € (0,1), sel juhul saab kasutada Newton’i-Leibniz’i valemit. Kirjutame
=1
r= M)

Joone y = ﬁ alune pindala on piirkonnas [0, 1] tokestatud ja S = 2.

1 1
1 . 1 .
0 M

= Jim (2ﬁ -~ 2\/M) —9.

OO0
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16. Integraal tokestamata funktsioonist

Niide 16.8 Integraal
1
/ dx
) V1—x2?
ei eksisteeri Riemann’i mottes, sest integreeritav funktsioon pole tokes-

tatud punkti x = 1 timbruses. Selle funktsiooni pdratu integraal on aga

=M
=0

1 M
dz . dx . .
= lim ——— = lim | arcsin(z)
1— 2 M—1— 1 — 22 M—1—
0 0

= lim arcsin(M) =
M—1—

SIE

Niide 16.9 Integraal

ei eksisteeri Riemann’i mottes, kuna funktsioon y = m—12 on katkev

punktis 0 olles samal ajal tokestamata punkti 0 imbruses.

fx) Fix)

(-1 1

(1, =D

1 x F(x) =’i_'l'

flx) = x%

Allikas: http://www.vias.org/calculus/04 integration 03_ex09.html

Voib leida, et pool pindalast on

1 1
dx . dx . ( 1
= lim — = lim -

2 M—0— x M—0— T
M

=1 1
z:M) - A/[h_{%_ <M - 1) -

Kuna pool pindala on tokestamata, siis ka terve pindala.

0

Allikas: internet

Margime, et vale oleks kohe Newton’i-Leibniz’i valemit kasutada:

/dm 1
— s ——
2 T

Viimane on ilmselgelt vale, sest juba jooniselt ndeme, et pindala peab

tulema positiivne. Vale tulemuse saame, kuna funktsioon y = 3%2 ei ole

r=1
=—-1—-1=-2.

rx=—1

pidev 16igus [—1, 1], kuid Newton’i-Leibniz’i valemit vois kasutada ainult
pideva funktsiooni jaoks.

00O
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16. Integraalide rakendusi statistikas

16.5 Integraalide rakendusi statistikas *

Toendosusteooria baseerub juhusliku suuruse moistel, mida me siin rangelt
andma ei hakka. Uldjoontes, suurust nimetatakse juhuslikuks, kui see suurus
soltub juhuslikest siindmustest ja mille viartust pole seetottu voimalik enne

stindmuse toimumist kindlalt ette ennustada.

A Definitsioon 16.3) <
Kui x on pidev juhuslik suurus, siis toenéosus, et x asub arvude a ja b

vahel, defineeritakse integraaliga

b
Pla<z<b) = /p(x) dx, (16.8)

a

kus funktsioon p on pideva juhusliku suuruse x tihedusfunktsioon véi ka

lihtsalt tihedus.

Seejuures tiheduse algfunktsiooni F', kus F'/(z) = p(x), nimetame pideva

juhusliku suuruse z jaotusfunktsiooniks.

,~  Area is the probability that

the value of the random
y=plx) -

variable X occurs in [a,b]

a b

Allikas: [3]

Kuna toendosus on alati mittenegatiivne, siis peab kehtima omadus p(z) > 0

iga x € (—o0,00) jaoks ja lisaks tdendosus, et x € (—00,00) on 100% ehk
o0
P(—o00o <z < 00) = / p(z)dr = 1. (16.9)

Statistikas uuritakse teatud jaotusfunktsioonide (ja tihedusfunktsioonide)
klasse. Enim tuntud jaotused on iihtlane jaotus, normaaljaotus, eksponent-
jaotus. Nende jaotuste tihedusfunktsioonid on teada ja selle jargi on lihtne

arvutada toendosusi.

Definitsioon 16.4]
Pideva juhusliku suuruse keskvaartuseks nimetatakse suurust

oo

E(x) = / x - p(x) de. (16.10)

— 00

Paneme tdhele, et kui meil on homogeensest materjalist plaat massiga 1, mis
on piiratud tiheduse p(z) ning z-telje vahele jadva alaga, siis sellise plaadi

masskese z-telje sihis ongi jaotuse keskvéaartus.

*
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16. Integraalide rakendusi statistikas

/Definitsioon 16.5] \
Pideva juhusliku suuruse dispersiooniks nimetatakse suurust
D(z) = / (x — E(x))? - p(z) dz. (16.11)

Dispersioon néitab jaotuse hajumist keskviidrtuse E(x) suhtes. Standard-
hilbeks o nimetatakse suurust /D(z), mille korral toendosus P(FE(z) —
c<z<E(w)+o)~2

\ J

Naide 16.10 Olgu juhuslikuks suuruseks ajaintervall T, mis jaab kahe
erineva kliendi teenindamise vahele, né. ooteaeg. Kui p on nende ajain-

tervallide keskmine, siis 7" jaotub eksponentsiaalselt tihedusega

0 , 1 <0

t) =
p(t) Lot 40

Olgu konkreetselt vaatluse all restoran, kus laud vabaneb keskmiselt iga
5 minuti jarele. Kui laud vabaneb néiteks kell 6:00, milline on tGen&osus,

et jargmine laud vabaneb kella 6:05 ja 6:10 vahel?

Siin g = 5 minutit. Sellisel juhul tihedusfunktsiooniks on

0 ,t <0

p(t) =
%e*t/5 >0

Me otsime toendosust P(5 < T < 10), mille leiame integraalist

10

10
t
P <T<10) = /p(t)dt = —/eft/‘r’d (—5) = —e /5
5 5

ehk 23.3%. Paratud integraalid tekiks meil, kui me kiisiks naiteks, et

t=10
~ 0.233,

t=>5

milline on toen#osus, et ooteaeg T on suurem kui 20 minutit. Sellisel
juhul otsime téendosust P(20 < T < o),
P20<T <o0) = [p(t)ydt=— [e?/d(—Lt)=— lim e */®
2£ 2fo (=5) M—o0 =20

— — lim (e*M/5 _ 6*4) — 1~ 0018,

M— o0

ehk 1.8%. Voib leida, et dispersioon

o0

D)= [ (t=5Pp(t)t =

— 00

(t —5)2e~t/5 dt = 25,

o] =
0\8

ja standardhélve on ¢ = y/D(x) = v/25 = 5. Viimane tédhendab, et u.
66% juhtudel on ooteaeg vahemikus [5 — 5,5 + 5] = [0, 10] minutit.

OO0

*

0.2
Area equals probability
of waiting 5 to 10
minutes for service
0 5 10 15

Allikas: [3]
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16.6 Gabriel’i trompet *

Vaatleme piirkonnas [1,00) joont y = % Kui me paneme selle joone imber
z-telje poorlema, siis tekib ruumiline kujund, mida nimetatakse Gabriel’i

trompetiks voi siis ka Torricelli trompetiks.

Selle trompetiga on seotud huvitav paradoks. Nimelt, trompetil on loplik
ruumala, kuid 16pmatu vilispinna pindala. Trompetit saaks teoreetiliselt
seest poolt virvida, kallates sinna sisse 16pliku koguse vérvi, aga valispinda

ei ole voimalik 16pliku koguse vérviga katta.

Leiame p66rdpinna ruumala

V:ﬂ/dexzw/—zdx:—w lim (
T M—oo \ X

1 1

z=M
=T.
=1
Pinna pindala tuleb aga

o0 o0
1 1
S:27T/y~\/1+[y’]2dx:27r/7-\/1—|——4dx.
x x
1 1
Viimast integraali on tédpselt lisna raske leida, aga meile piisab hinnangust.

Kuna1/1+zi421,siis
I
8227{'/*d1‘=2ﬂ" lim (In|M|—In|1]) = oco.
X M —o00
1

Seega pinna pindala S on tokestamata.

Viited

16. Gabriel’i trompet *

r ~
Trompeti nimi tuleb peaingel

Gabriel’i nimest, kes peaks siis
Viimse Kohtup&eva kuulutamisel
puhuma trompetit siimboliseeri-
maks lopmatut ja loplikku iihes-

koos.

Allikas: internet

Gabriel’i trompeti esmauurimise
au kuulub itaalia fiiisikule ja
matemaatikule -  baromeetri
leiutajale - Evangelista Torricel-

Ii’le.

T

Allikas:
http://www.h33.dk/
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