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4 Y
Eksamiteemad

1. Astmerea moiste.
2. Mis on astmerea koonduvusraadius ja koonduvuspiirkond ja kuidas neid leida.
3. Absoluutse koonduvuse piirkonna méaiste.

4. Astmeridade omadused.
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21. Astmerea koonduvusraadius ja koonduvuspiirkond

21.1 Astmerea moiste

,[Deﬁnitsioon 21.1] N
Astmereaks nimetatakse rida, mille liikmeteks on funktsioonid f,, kus

folx) = a, 2™, s.t. rida
o0
Yoana" =agtamz+aza’ +agz’ + ... (21.1)
n=0

voi ildisemalt rida

Zan(xfc)”:a0+a1(wfc)+a2(:rfc)2+.... (21.2)

n=0

21.2 Astmerea koonduvusraadius ja koonduvuspiir-
kond

4 Lause 21.1 N

Abel’i teoreem ([4, 5]). Kui astmerida (21.1) koondub punktis z¢ # 0,
siis see rida koondub absoluutselt igas punktis z, kus |z| < |zg|. Kui

astmerida (21.1) hajub punktis =, # 0, siis see rida hajub igas punktis

x, kus |z| > |2

Toestus. Toestame koondumise osa. Kirjutame rea (21.1) kujul

0o 2 n

n T 2 - n T
E an T :a0+a1x07+a2x0 — +"'+an$0 — +...
n=0 Zo s} i)

ja vaatleme selle rea liikmete absoluutvéiartustest moodustatud rida

X 2 X "
+-~-+|an|x0|"’ +....
T

Lo

T
\+|a2 zol?
0

o0
> lan| [2]" = lao|+las| |zl
n=0

Kuna rida (21.1) koondub puntkis g, siis arvrea koondumise tarviliku tin-
gimuse tottu kehtib

: n
lim a, z5 =0.
n— 00

Viimane {itleb meile seda, et jada (a, ) on tokestatud (kuna iga koonduv

jada on tokestatud). Seega leidub konstant M > 0, nii et kehtib vorratus
lan||zo|” <M VYn=0,1,2,....

Seega saame absoluutvaartustest moodustatud rida hinnata kui

° 0 n o0 n [e'e]
D lanl 2" = lan] |zo|" <3 M —uy
n=0 n=0 n—0 "0

n

T T T
Lo Lo Zo

< 1, siis rida

Kuna z on valitud nii, et Iio
n

x
Zo

Yy
n=0

224



21. Astmerea koonduvusraadius ja koonduvuspiirkond

=z

koondub kui geomeetriline rida kordajaga ¢ = 2| < 1. Positiivsete ridade

vordluslause pohjal koondub ka esialgne rida Z lan| |z|" ja kokkuvotteks
n=0
koondub meie esialgne rida absoluutselt.

Vaatleme niitid lause teist osa, hajumise véidet. Kui rida hajuks punktis .,
aga koonduks punktis z, kus |z| > |z.|, saaksime vastuolu lause esimese
osaga, mille pohjal koonduvusest punktis x jarelduks koonduvus punktis x,.

Jarelikult peab rida hajuma punktis x, kus |z| > |z./|.

,{Deﬁnitsioon 21.2]

Astmerea (21.1) koonduvuspiirkond X ja absoluutse koonduvuse piir-

N\

kond A defineeritakse jargnevalt:

X = {xo : arvrida Zan x; koondub } (21.3)

n=0

ja

A= {xo : arvrida Z an xy koondub absoluutselt } . (21.4)
n=0
\ J

A Markus 21.1 ~\

Astmerea (21.1) koonduvuspiirkond on jargmise struktuuriga: leidub arv

R > 0, nii et astmerida (21.1) koondub absoluutselt vahemikus (—R, R)

ning hajub véljaspool seda vahemikku. Punktides © = —R ja x = R tuleb

koonduvust eraldi uurida, s.t. uurime arvridade

00 00
D an (R D an R,
n=0 n=0

koonduvust.

radius of radius of
convergence convergence

-R,_&_JL_\AR
e e f—

diverges converges for diverges
for x<-R X <R for x>R
-R<x<R

Allikas: [2]

Definitsioon 21.3]

Arvu R nimetatakse astmerea koonduvusraadiuseks, vahemikku (—R, R)

astmerea (21.1) koonduvusvahemikuks.
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21. Astmerea koonduvusraadius ja koonduvuspiirkond

ALause 21.2 N

voi lim 3}/|ay,| siis koondu-

n—r oo

Kui eksisteerivad piirvadrtused lim
n— oo

Ap41
vusraadiust R saab leida vastavalt jargmiste valemite abil:

R = lim

n—r oo

1
voi R= lim —— (21.5)
An+1 n—oo Y \an

voi siis lahtudes d’Alembert’i ning Cauchy tunnustest,

1

n—00

Ap+1
Qnp

_ 1 D
VoL o= C= nlgr;o Van|. (21.6)

Toestus. Kasutame rea koonduvuse uurimiseks niiteks d’Alembert’i tun-

nust,
+1
.| Ungt . |Gy 2™ . |ang
lim [— = lim M| = 2| lim |/ = 2| D.
n—o0 | Uy n—o0o Ay xn n—oo
D’Alembert’i tunnuse jirgi rida koondub absoluutselt, kui
1 1 . a
lz| - D<1 < |x|<5:7:hm L
. An+1 n—oo | A
lim |—F el
n—oo | Ay

Rida hajub, kui |z| - D > 1. Analoogiliselt saab ndidata tulemust Cauchy

tunnuse kohta. O

Naide 21.1 Leiame astmerea
S
n=1 \/ﬁ

koonduvuspiirkonna X ja absoluutse koonduvuse piirkonna A. Siin

an = T
Valemi (21.5) pohjal saame
vV 1 1
R= lim | -2 zlim’ DL gm0

Seega vaadeldav rida koondub absoluutselt vahemikus (—1,1). Kui z =

—1, siis saame arvrea
o0 o0
1 1
S =3
— vno =yn

mis hajub (iildistatud harmooniline rida astmega o = 5 < 1). Siit on

1
2
ka néha, et rida ei koondu absoluutselt punktides x = —1 ja x = 1. Kui

x = 1, siis saame arvrea
= SR 1
1) = 1)
n;( T ;( )=
mis koondub Leibniz’i tunnuse pohjal. Saime, et
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X=(-11, A=(-11).
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21. Astmerea koonduvusraadius ja koonduvuspiirkond

Naide 21.2 Leiame astmerea

oo

Z(nJrl)!:r"

n=0
koonduvuspiirkonna X ja absoluutse koonduvuse piirkonna A.
Siin

an = (n+ 1)L

Valemi (21.5) pohjal saame

1)!
R = lim = lim ) — lim _
n—00 | p41 n—o00 (’I’L + 2)' n—oo 1 + 2
Seega
X =A={o}.
OO0

Naide 21.3 Leiame astmerea
o0
1 n
>
n=1

koonduvuspiirkonna X ja absoluutse koonduvuse piirkonna A.

Siin

R = lim = lim Vn" = lim n = oco.
n— oo "/|an‘ n— o0 n—00
Seega
X =A=(—00,00).
RS

A Markus 21.2

Tehes muutujavahetuse ¢ = x — ¢, on lihtne veenduda, et astmerea (21.2)

koonduvusvahemik on (¢ — R, ¢+ R).
center
C

radius \L radius

R ¢ R

| | |
diverges for converges for  diverges for
Xx-c<-R x-¢| <R x-c>R
-R<x-c<R

Allikas: [2]

~
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Naide 21.4 Leiame astmerea

n=1
koonduvuspiirkonna X ja absoluutse koonduvuse piirkonna A.
Siin
—1)"
ap = (=1 .
Vvn

Selle astmerea kordajad a,, on samad, mis paar naidet tagasi. Siin ¢ = 5,

R =1 ning

X=(5-1,5+1=(-4,6, A=(5-1,5+1)=(4,6).

21.3 Astmerea omadused

Teame, et kui funktsioonid f1, fa,. .., fn on pidevad (diferentseeruvad) piir-
konnas X voi integreeruvad 16igus [a, b] C X, siis samad omadused on funkt-
sioonil

S(@) = fr(x) = fi(@) + fo(x) + - + ful@).
k=1

Need viited ei pruugi kehtida, kui vaatleme funktsionaalrea (16pmatu rea)

summat

S(x) = fulw).
k=1

Osutub (vt. [4]), et astmereal on eelnimetatud omadused. Esitame need toes-

tuseta.

ALause 21.3 ~

o0

Astmerea Zak z¥ summa S = S(z) on koonduvusvahemikus (—R, R)
k=1

pidev funktsioon, s.t. igas punktis zg € (—R, R) kehtib

T—rT0

lim S(z) = S(xp) = Zak zE,
k=1

ALause 21.4 N

oo

Astmerida Z ar, =¥ voib igas punktis « € (—R, R) liikmeti diferentsee-
k=1

rida, s.t.

[ee] b oo
S'(z) = (Z ay, xk> = Zkak zh=t
k=1 k=1

. Astmerea omadused
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21. Funktsioonide arendamine astmereaks

ALause 21.5 N

Astmerida Z ar, =¥ voib igas Idigus [a,b] C (=R, R) liikkmeti integreeri-
k=1
da, s.t.
b b o b
/S(m)dw = / <Zakxk> dx = Z/akxkda:.
. Y \k=1 k=1
\ J

21.4 Funktsioonide arendamine astmereaks

,{Deﬁnitsioon 21.4] N\
Kui iga # € X = (¢ — R,c + R) korral

f(z) = Z an, (x — )", (21.7)
n=0

s.t. funktsioon f on vaadeldava astmerea summa, siis 6eldakse, et funkt-
sioon f on vahemikus X arendatud astmereaks. Sel juhul astmerea kor-

dajad a, avalduvad valemitega
L e
anzﬁf (¢), n=0,1,2,..., (21.8)

kusjuures 0! = 1 ja f(@(c) = f(c).

rAjalooliselt on kujunenud, et1

. J

Definitsioon 21.5]
Rida (21.7), mille kordajad a,, on antud valemitega (21.8), nimetatakse

funktsiooni f Taylor’i reaks, erijuhul ¢ = 0 korral Maclaurin’i reaks.

A Markus 21.3 \

Olgu a,, Taylor’i valemi jadkliige Lagrange’i kujul, s.t.

_ S0

9T ge (o) (21.9)

Qn

Valem (21.7) kehtib parajasti siis, kui

lim «, =0. (21.10)

n—oo

tuntuks on saanud Taylor’i ja
Maclaurin’i nimed. Tegelikult
tegeles Soti matemaatik ja
astronoom James Gregory (1638
- 1675) selliste ridadega juba
kiimneid aastaid varem, kui
Taylor ja Maclaurin. Gregory
vottis oma tulemused kokku
1667. aastal ilmunud raamatus
“Vera Circuli et Hyperbolae
Quadratura”. Taylor esitas
oma tulemused hiljem (1715)
soltumatult Gregory t60st ja
Maclaurin viitas omakorda

Taylor’i raamatule.

James Gregory. Allikas:
Wikipedia

Niide 21.5 Kui f(z) = e*, siis f(™(z) = e* ja f™(0) = 1 iga n =
0,1,2,... korral. Osutub, et tingimus
xn+1

e = lim 2y =0

on téidetud iga x € (—o00, 00) korral ja seetottu funktsiooni f(z) = e*
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21. Tdhtsamate elementaarfunktsioonide Maclaurin’i read

Maclaurin’i rida on jargmisel kujul:

— 1
ezzzﬁz”, x € (—00,00).
n=0

21.5 Tahtsamate elementaarfunktsioonide Maclaurin’i

read
-
ew:i£:1+x+_2+ _|_ﬁ_|_ x € (—00,00) (21.11)
o n! 2! n! ’ T
0 22t B 8 p2nt1
i = -1 " 4 ... -
sin(z) T;O( ) Gn T 1) a7 T ( Gn T 1 +..., z€(—o0,00),
(21.12)
co x2n m2 .2?4 an
_ _1\n _ _ - _ _1\n —
cos(x)—ngo( 1) @n)! =1 TR (1) (2n)!+" , =€ (—00,00), (21.13)
(x+1) —Z()C’mx =1+mz+ 5 <+ o
n—=
+..., xe(-1,1),

(21.14)

o | 2 3 1
1 1) = -1H" =r— — 4+ — — —-1)" .. —1,1 21.15

oo 22+ 23 P 220+l
t = 1" =r——4+—— 1) —1,1]. (21.16
aretan(a) = 311Gy == b (g e 2 €1 (LI

Allikas: Internet




21. Integreerimine astmeridade abil *

21.6 Integreerimine astmeridade abil *

Niide 21.6 Leiame integraali

a

/e‘”z dx, a>0.

0

T . . . .
Funktsiooni e™* algfunktsioon ei ole elementaarfunktsioon. Integraali
arvutamiseks arendame integraalialuse funktsiooni reaks, asendades e”

arendis = suurusega —x?:

0 2n 4 6 2n

—z? _ et 2T Tyt
e —2)( D' =l-a? 4 r e (D)
Siit saame
a 00 22+ r=a o g2n+1
e T dr = (1) ——— = (-t ——
R P ) R W
3 5 n 2n+1
:a—%“r%o_...(_l) n'a(2n+1)+

Selle vorduse abil saab integraali arvutada mistahes tdpsusega iga a > 0
korral.

SO0

Niide 21.7

Leiame integraali

T

/ sin(z) dx, a>0.
0

sin(x)

Funktsiooni algfunktsioon ei ole elementaarfunktsioon. Integraali

arvutamiseks arendame integraalialuse funktsiooni reaks:

sin(x) 1 i( ) p?ntl i( ) x?n
= = —1 n___ = -1 n___—
T | |
x o @n+1)! —~ (2n+1)!
1;2 4 2

|
—

®

z z¢ n_ x°"

Viimane rida koondub kéigi = € (—oo, 00) véértuste korral. Siit saame

]lsin(oc)dx _ Z(_l)n a2t
S 2 D@t y)

n=0 =
o0 2n+1
=> (- : !
2 o ) e+ 1)
a3 ao n a2n+1
=a—33+35 (1) CIES IS LR

Selle vorduse abil saab integraali arvutada mistahes tdpsusega iga a > 0
korral.

OO0
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21. Integreerimine astmeridade abil *

Naiide 21.8 Leiame integraali

1

1
— dx.
/1+m7 o

0

Integraalialune funktsioon ei tundu just keeruline, aga algfunktsiooni
leidmine ei ole sugugi lihtne. Uks vdimalus on astmeritta arendamine.

Kui |z| < 1, siis geomeetriline rida koondub

> 1
n_ __ -

7

Seega vottes ¢ = —x ', saame
1 o0
n,m
- = E (=1)"x"™.
1+ =

Viimane rida koondub absoluutselt iga « € (—1,1) korral. Integreerime

1 1 1 ) ; 00 SL‘7n+1 x=1
dx = )"z | dx = -nH"
/1+x7 ! / 2 (1Tt o= (15|
0 0

n=0 n=0 =0

> 1
S (-~
m+1
n=0
Maérgime, et punktis z = 1 tegelikult meie rittaarendus ei té6ta (kuna
o0

Z(—l)” hajub), aga antud juhul integraali vadrtus tuleb punktis z =1

n=0
oo

16plik (rida » (—1)"

n=0

1 koondub Leibniz’i tunnuse pohjal).

OO0

Niide 21.9 Kuigi funktsioone saab astmeritta arendada, kasutades kor-

. Ca. . . (m) .. ~.

dajate a, leidmiseks tuletise votmist a,, = fT(O), siis see voib osutuda
vaga toomahukaks ettevotmiseks. Monikord saab dra kasutada juba tea-
da olevat infot. Néiteks, arendame astmeritta funktsiooni y = In(1 — z).

Paneme téhele, et

—/1 ! de =In(l—z)+ C.

Kui |z| < 1, siis geomeetrilisest reast saame

1 oo
1—x :an'
n=0

Seega
e > xn+1
ln(l—x)—i—C:—/ Zx" dx:—z 1+C
n=0 n=0n+
ja
> 1
In(l—2z)=-— —_— —-1,1
n(l —x) nz:%wrl’ x€[-1,1)
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21. Diferentsiaalvorrandite lahendamine

21.7 Diferentsiaalvorrandite lahendamine *

Kui diferentsiaalvorrandit ei lahendata numbriliste vahenditega, siis tihti on

abiks astmeritta arendamise meetod.

Niide 21.10 Leiame teist jarku diferentsiaalvorrandi

y"(z) =22 y'(z) +4y(z), y(0)=0, y'(0)=1,

lahendi. Selleks esitame tundmatu lahendi y astmereana
x) :Zanx” —aot+arz+asz®+....

Algtingimustest saame, et
y(0)=0,9'0)=1 = ay=0,a; =1

Teiste kordajate as, as, a4, . . . leidmiseks asetame ritta arendatud lahendi

y algvorrandisse:

12

oo oo / oo
(Z an x") =2z <Z an, J;") +4Zan "
n=0 n=0 n=0

ehk
Zn(nf 1)ana:"*2 = QIZnan:cnfl +4Zanx
n=2 n=1 n=0

Viimast saab kirjutada kujul

2CL2+Z E+2)(k+1) ak+2m ZQkakx +Z4akm + ag.
k=1

Kui z = 0, siis siit tuleb, et 2a2 = ag. Kogudes kokku z-astmete kordajad,

saame
S (ke +1) (k+2) appz — (2k +4) ax] 2% = ag — 2a5 = 0.
k=1

Kuna antud vordus peab kehtima iga = korral, siis peavad kehtima vor-
randid

(k+1)(k+2)akso — 2k +4)ar, =0, k=1,2,3,....

Avaldame siit ajyo:

(2/€+4) ar 2ay

= = , k=1,2,3,....
T T (k+2)  k+l
Arvestades, et ag = 0,a1 = 1, a2 = 0, leiame
a0:a2=a4=---=a2k20, k‘:O,l,Q,...,
20,1 1
a3 =—F-=m=1=3,
2(13 1
ar, — — — — — —
°T 4 T2 ar

*
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2as 1 1
ar = — = — = —
"6 2.3 30
2a2k_1 1 1
A2k+1 = = 7

2k E(k—1)1 &
Kokkuvotteks oleme saanud

5 1,7 $2k+1

— 3 r
ylz) =z +=x +2!+3!+ + A

Siin on voimalik = sulgude ette tuua ja mérgata, et jargi jadb funktsiooni

2 e
e* Maclaurin’i rida:

22)2 22)3 22)k R
y(x)=x<1+(:v2)1+(2!) +(3!) +-~-+(k!) —i—...):xez.

OO0

40 HOW TO LIE WITH STATISTICS

af

Allikas: Internet
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