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23. Ringjooneline litkumine, tsiklid

23.1 Ringjooneline liikumine, tsiiklid

Euleri valemist teame, et komplelstasandil saab iihikringjoont kujutada
funktsiooniga

e't = cos(t) +i sin(t), %= —1.
Kuna avaldis sisaldab nii siinust kui koosinust, saab siit idee Fourier’ rea
kasutamiseks komplekskujul. Lisaks, tsiiklilist voi perioodilist siindmust saab
iseloomustada ringjoonelise liikumisega. Iga punkti asukoht iihikringjoonel
on aga leitav koordinaatidega (cos(t), sin(t)).

Ringjoon ja siinus

Ringjoon on omakorda seotud siinuslainega Asin(wt + ¢) jargnevalt: kui
fikseerida ringjoonel mingi punkt ja panna see vastupéeva ringjoonel kons-
tantse kiirusega litkuma, siis punkti asetatud ajateljega paralleelne laserkiir

joonistab siinuse kontuuri. Siinjuures
e Ringjoone raadiusele vastab siinuslaine amplituud A.
e Punkti liikumiskiirusele vastab siinuslaine nurksagedus w.
e Punkti algpositsioonile ringjoonel vastab siinuslaine faasinihe .

Edaspidi, kui me leiame Fourier’ rea komponente komplekskujul, siis me
saame teada ringjoonega seotud parameetrid ning me voime nendele para-
meetritele vastavusse seada konkreetse siinus- voi koosinuslaine (ja vastupidi

samuti).

23.2 Fourier’ read komplekskujul

Valemite tuletamisel 1dhtume (27)-perioodilise funktsiooni f Fourier’ reast

f(z) ~ % + nzl (an cos(nx) + by, sin(nx)). (23.1)
Esitame koosinuse ja siinuse komplekskujul:
einx + e—inx ei nr __ e—inx _einx i+ e—in;cz'
cos(nx) = — sin(z) = 57 = 5
(23.2)

Sel juhul saame
(o9} . .
b . b .
f(gj) ~ % + <a" n Zeznz + ay + by, Zeznx). (233)

Tahistame
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ja positiivsete n vadrtuste jaoks

Qn

Cn :_T /f cos(nx) d;v——/f ) sin(nx) i dzx

/f (cos nz) — sin(nr) ) de = — / F(@)e™im® da.

Analoogiliselt toome sisse negatiivsete indeksitega liikmed,

_ap t+byi

5 = % /f(x) cos(nz) dx + % / f(x) sin(nz)idx

/f (COS nx) + Sm(nz) ) der = — / f et =)z 1.

,[Deﬁnitsioon 23.1]
Kui kordajad ¢, on méaratud valemitega

™

1
27

—T

siis trigonomeetrilist rida

n——oo

nimetatakse funktsiooni f Fourier’ reaks komplekskujul.

.

ch=— | f(x)e '™ dx, neZ, (23.4)

i cp el X (23.5)

Kordajaid ¢, nimetatakse funktsiooni f Fourier’ komplekskordajateks.

A Markus 23.1

Olgu funktsioon f perioodiga T' = 2L. Siis

L
1 .
n =57 /f(x) e im/Lxqx  nez, (23.6)
“L
ja
Z cp el (/L)X (23.7)
n=—oo

23. Fourier’ read komplekskujul
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A Markus 23.2

23. Fourier’ read komplekskujul

N\
Olgu stindmuse sagedus o = % perioodiga T' = 2L. Téhistame nurksage-
duse

2
w= % = % = 2no. (23.8)
Uhikringi elemente
elnwt (23.9)
nimetatakse harmoonikuteks ja arve
2 ", nez (23.10)
nw=mn =—=n—, n .
w o 7 T ,
funktsiooni -
f(t) _ Z cn einwt
lainearvudeks. Lainearvude hulka nimetatakse spektriks. Kordajaid
T/2
1 .
o =7 / f(t)e '"“tdt, ncZ, (23.11)
-T/2
nimetatakse kompleksamplituudideks.
Mboningates elektro- ja raadiotehnikaalastes t66des nimetatakse ampli-
tuudide moodulite |c,| hulka samuti funktsiooni f spektriks.
. J

Naide 23.1 Leiame 1 kH z ithikamplituudiga siinsulaine Fourier’ rea ja

vastava spektri.

Esiteks mérgime, et sagedus ¢ = 1000 H z, s.t. periood T = Tloo s. Siit

saame nurksageduse (baassageduse),
w=2mo =20007r rad/s.
Vastav siinuslaine on kirja pandav valemiga
sin(wt) = sin(20007t), teR.

Koige kiirem viis Fourier’ rea leidmiseks on siin kasutada siinuse komp-
leksset kuju:
ezwt _ efzwt 1

sin(wt) = —————— = ——ie'“t 4 1ie
B 2i 2 2

—twt
Niaeme, et

co =0, 01:—52', c_1 =<1 ¢,=0, n=4243,44,....
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23. Komplekssete ja reaalsete kordajate omavaheline seos

Siinuslaine, 1 kHz

AN AAAAAAAAAANNAN
SVVVVVVVVVVVVVVVVVVY

Harmoonikute amplituudid [c[n]|

RS EEEE RN
- e
f———e

Harmoonikute faasid arg(c[l)

T I
I,

Teeme juurde kokkuvotva tabeli.

O N I I N N O
sagedus -2kHz | -1kHz | OkHz | 1 kHz | 2 kHz
harmoonik || e~#2%t | e~iw? 1 piwt | gi2wt
Cn 0 1 0 ~1; 0
|cn] 0 3 0 : 0
age) | 0 | 5 | 0 | -3 | o

23.3 Komplekssete ja reaalsete kordajate omavaheline

Seos

Vaatleme T' = 2 L-perioodilise funktsiooni reaalset Fourier’ rida

F(t) ~ % + Z (an cos(nwt) + by, sin(nwt)> (23.12)
n=1
ja kompleksset rida
fla)~ Do cae” 8, (23.13)
n=-—oo

kus w = 27” Sel juhul eelnevast teame, et

¢, = % e, = % n=123,.... (23.14)

On lihtne néha, et ¢, ja c_, omavahel liites voi lahutades, saame jérg-

mised seosed:

ap =2cp, a,=2Re(ch), bp=-2Im(c,), n=1,2,3....
(23.15)
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23. Ndide. Ruutlaine

23.4 Naide. Ruutlaine

Vaatleme perioodilist ruutlainet, mille baassagedus on 100 H z ja thikampli-

tuudine pulss kestab 3 millisekundit:

,x € (=1.5-1073,1.5-1073
fla) = zel e (23.16)
0 ,z€(1.5-1073,10-1073]

Ruutlaine

— aaslaine

08—

08—

0.4

02—

00—

0.2 T T T T T
-0.020 0015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 ooto 0015 0.020

Margime, et sagedus o = 100 Hz, periood T = 10ms ja baassagedus w =

2ro = 2007 rad/s. Leiame antud funktsiooni Fourier’ rea komplekskujul.

Esiteks
T/2 5x1072 1.5x107%
/ £(1) / Pt dt = — / it =2
10><103 10 x 103 10
7T/2 —5x10-3 —1.5x10-3

Viimane {itleb, et konstantse laine osakaal on 0.3. Jérgnevalt leiame n =

1,2,3,... jaoks, et

T/2 5x1073
1 , 1 )
— t) - —znwtdt: ) - —znwtdt
T/f()e 10x 103 / f(@)-e
—T/2 —5x10-3
1.5x107% ) —1.5%103
1 —tnwt dt 1 e_ant el
T 10 x 10*371 5103 ‘ 10X 1073 inw |,_ g0
B e~ 2007 1.5x1073 _ £t n 200 1.5x1073 B ein 037 _ o—in0.37 Sin(0.37rn)
B 10 x 10~34n 2007 B 2imn B ™
Lihtne on néha, et ¢, =c_, igan =1,2,3,... korral. Oleme saanud rea
e .
> enet@mt W =200, (23.17)
kus
in(0.3
0=03 ¢ =003 ) o 43
™n
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Paneme tahele, et koik kordajad c, on reaalarvud, seega harmoonikute amp-

lituudid saab otse kétte ¢, vddrtustest ning faasinihked on koik 0 voi 7 ra-

diaani.

Ruutlaine

Harmoonikute amplituudid |c[n]|
. ‘ ‘ 1 1 I
Harmoonikute faasid arg(c[i])
Teeme véikese tabeli harmoonikute kohta:
no o | 1 | 2 3 4
sagedus 0 Hz | 100 Hz | 200 Hz | 300 Hz | 400 Hz
harmoonik 1 ei wt ei 2wt ei 3wt ei 4wt
¢ 3 sin(0.3 ) sin(0.6 7) sin(0.9 ) sin(1.2 7)
n 10 T 27 37 47
lcn| 0.300 0.258 0.151 0.033 0.047
arg(en) 0 0 0 0 ™

Komplekskujust saab tuletada Fourier’ reaalarvulise kuju,

™n

= sin(0.3 . ‘
f(t)~03+zw el(wn)t+e—l(wn)t
n=1

— 2 sin(0.
:O.3+ZMCOS(wnt).

n=1

™n

Jargnevalt vaatleme leitud komponente.

Kui n =1, siis

St (.T) =03+

2 sin(0.3 )

cos(2007 t).

23. Ndide. Ruutlaine
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23. Ndide. Ruutlaine

Ruutlaine, n=1

f

e Bauslaine

N /7N

Bl

o
v
P I N N O A A O

o
w

o
@

o
i

o
o

N N N

0018 -0.010 -0.008 0.000 0.005 0010 0.015 0.020

a
i

a
S
&
g
B
B

1. komponent cos(200"pi*t), amplituut = 0.515

A A WA
2R VRV

-0.020 -0.015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
Esimesed komponendid koos kaaludega

o8

= /N /\ /N

- [N N

DD;

-02;

,D4;

-DE-ODZO -0.015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

Kui n = 2, siis

2 sin(0.3 5in (0.6
2sin(03m) cos(200m t) + sin(0.6 )
T ™

Sa(x) = 0.3+ cos(4007 t).

Ruutlaine, n=2

— Baaslaine
FA A FAY

> N N Z
NS NS NSNS A

-0.010 -0.008 0.000 0.005 0010 0.015 0.020

o
v
I T N I

&
g
B
B
&
o
@

2. komponent cos(400"pi*t), amplituut = 0.303

- VA NN NN
CEERVAAVIRVARVARV.

15

-0.020 0015 -0.010 -0.008 0.000 0.005 o010 0.015 0.020

Esimesed komponendid koos kaaludega
o8

0.4—|

02—

00—

02—

08
-0.020 0018 -0.010 -0.008 0.000 0.005 o010 0.015 0.020
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Kui n = 3, siis

2 sin(0.3
n sin(0.3 )

cos(2007 t)+

sin(0.6) cos(4007 t)+
T

Ruutlaine, n=3

2sin(0.97)
3

08—

04—

/’\ /'\ /’\ — faaslaine

0015 0010 -0.005 o000 0.008 o010 0015

3. komponent cos(600"pi*t), amplituut = 0.066

ooz0

0015 0010 -0.005 0000 0.005 0.010 0015

Esimesed komponendid koos kaaludega

0020

08
-0.020

Esimese 20

0015 0010 -0.005 o000 0.008 o010 0015

liikme korral saame jargmise tulemuse.

Ruutlaine, n=20

o020

10—

08—

08—

04—

02—

00—

Liind
v

e 3

02
0.020

0015 0010 -0.005 0000 0.005 0.010 0015

20. komponent cos(4000*pi*t), amplituut = 0

0020

(AR ARk AR AATRAARIRR Ren A TR
L et

0015 -0.010 -0.008 ogoo 0.008 0010 0018

Esimesed komponendid koos kaaludega

o020

-

(i

08
0.020

0015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010 0015

0020

cos (6007 t).

23. Ndide

. Ruutlaine
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23. Mitteperioodilise funktsiooni Fourier’ rida

23.5 Mitteperioodilise funktsiooni Fourier’ rida *

Vaatleme jérgmise néite varal (]|2]), mida teha mitteperioodiliste funkt-
sioonidega. Olgu vaja leida funktsiooni y = e' Fourier’ rida 16igul [—1,1].

Eksponentfunktsioon ei ole aga perioodiline reaalteljel.

Esimene koige lihtsam voimalus on moodustada 2-perioodiline funktsioon,
kandes 1ogus [—1, 1] oleva ,etaloni* (baasfunktsiooni y = ) iile teistele osa-

loikudele.

Eksponentfunktsioon

Osutub, et see variant on kiill voimalik, kuid annab suhteliselt kehva tule-

muse, kuna tekkiv perioodiline funktsioon on katkev. Voib leida, et T = 2,
2T 27

w = =5 = T,
/2 L t=1
1 1 t L 1 -1
Co= 7% fR)dt =5 [ e'dt= e = —(e! —e ') =sh(1) ~ 1.175.
T 2 2 |,
-T/2 1
ja
T/2 1
1 . 1 . 1 )
n = — t) - —inwt dt = = (1—zn7r)tdﬁ — (1—inm)t
¢ T/f()e 2/6 21 —inm)"
~T/2 1
l1—inm _ ,—(1—inm)
= ¢ c = +1,42, 43, ..
2(1 —inm)
Arvuti abiga voib leida
n Cn Qp by

—4 0.007 — 0.093¢ - -
-3 | —0.013+0.123+¢ - -
-2 0.029 — 0.1821% - -
—1 | —0.108 + 0.340¢ - -
0 1.175 1.175 -
1 | —0.108 —0.340% | —0.216 0.679
2 0.029 + 0.182+¢ 0.058 | —0.365
3 | —0.013 -0.1237 | —0.026 0.247
4 0.007 + 0.093 ¢ 0.015 | —0.186

t=1

t=—1
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23. Mitteperioodilise funktsiooni Fourier’ rida

Eksponentfunktsioon, n=4

a5

30—

25—

20—

05—

00—

05 T T T T T T T T T T T T T T

Seega
et =1.175 — 0.216 cos(r t) + 0.679sin(m t) + 0.058 cos(27 ) — 0.365 sin (27 )
—0.026 cos(3mt) 4+ 0.247sin(37 t) + 0.015 cos(4nr t) — 0.186 sin(4w t),
te[-1,1].

Maksimaalne viga on ligikaudu 1.22. Vottes n suuremaks, on voimalik
tulemust 16igu keskel oluliselt parandada, kuid 16igu [—1, 1] otspunktides on

ka n = 20 korral viga 1.2 ldhedal.

Vaatleme teist voimalust. Jatkame 16igul [—1, 1] olevat eksponentfunktsiooni

nii, et tekiks pidev funktsioon (selleks tuleb peegeldada y-telje suhtes):

Eksponentfunktsioon, pidev jatkamine

a5

30—

25—

20—

05—

00—

05 T T T T T T T T T T T T T T
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23. Mitteperioodilise funktsiooni Fourier’ rida

Meil tekib 4-perioodiline funktsioon, mille baas asub niiteks 16igus [—3, 1].

Nihutades seda funktsiooni iihe iihiku vorra paremale, saame paarisfunkt-

siooni
el~1 .t €10,2]
(1) = —(t+1)
e ,t € [—2,0]
Sel juhul
1 0 1 2 1 t=0 t=2
co = f/f(t) dt = - /e_(t'H) dt+- /et_1 dt = —=e~ (D +oet! = sh(1)
y 7y 4 ) 4 t=—2 t=0
ja kuna w = 27“ = 7, siis
2 0 2
1 - 1 , 1 .
e =7 /f(t) ceTtwt g — 1 /e(’l””‘”)t’l dt + 1 /e(lf”“*’)t’l dt
= 0 (1_2 Yt—1|t=2 ° 1
(=1—inw)t—1 |t= —inw)t—1 1= (_1)71 _ e
e e e—e
S ST | =BT 41,42,43. .
41 —inw)|,__, + 4(1 —inw) |,_, 44 n2n2 "

Viimased teisendused on jéetud iseseisvaks labitoctamiseks. Kuna koik kor-
dajad c,, tulid reaalarvud, siis jarelikult jaab reaalarvulises Fourier’ reas jérgi

ainult koosinuslained.

n Cn an | bn
—4 0.029 - -
-3 | —0.066 - -
-2 0.108 - -
—1 | —0.445 - -
0 1.175 1.175 -
1 —0.445 | —0.890 0
2 0.108 0.216 0
3 —0.066 | —0.133 0
4 0.029 0.058 0

Tehes koosinusfunktsioonides nihke iihe vorra tagasi, saame

et =1.175—0.890 cos(m/2 (t + 1)) + 0.216 cos(m (¢t + 1))
—0.133 cos(37/2 (t + 1)) 4+ 0.058 cos(2m (t + 1)), t € [~1,1].

Eksponentfunktsioon, pidev jétkamine

— Basslaine
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23. Fourier’ integraal ja Fourier’ teisendus

Maksimaalne viga 1oigul [—1,1] funktsiooni e’ ja Fourier’ rea vahel on u.
0.246. Vottes néiteks 20 liiget, on maksimaalne viga u. 0.054. Siit ka jareldus,
et funktsiooni tuleks jitkata pidevalt, mitte katkevalt. Juba varemgi oleme
joonistelt vast marganud, et katkevuspunktide iimber koondub Fourier’ rida

viga aeglaselt.

Margime, et funktsioone on voimalik pidevalt jatkata siimmeetriliselt kas
siis y-telje suhtes (jadvad ainult koosinusi sisaldavad liikkmed) v&i nullpunkti

suhtes (jddvad ainult siinusi sisaldavad litkmed).

23.6 Fourier’ integraal ja Fourier’ teisendus *

Lopetuseks anname hésti pogusalt iilevaate Fourier’ teisendusest ja p&6rd-
teisendusest. Need kaks teemat nouaksid ilmselt mitut omaette kursust,

kuid oma pohimottelt nad liiga keerulised ka ei ole.

Olgu funktsioon f(z) médratud l6pmatus vahemikus (—oo, o) ja olgu ta seal
absoluutselt integreeruv, s.t. eksisteerigu paratu integraal

oo

[ l5@lds <.

— 00

Siinjuures me ei eelda funktsiooni f perioodilisust, kiill aga olgu tema Fou-

rier’ rida vahemikus (—L, L) esitatud kujul

t) = pe' Il o= — 23.18
f)= 3 ene o=5 (23.18)
kus
) L
_ —in2not
cn72L/f(t)e dt.
-L

Kui minna piirile L — oo (laine periood T = 2L lidheb lopmata “pikaks”),
siis sagedus o ldheks 1opmata viikeseks (t&histame do) ja tema abil voiks
ideeliselt n-iga labi korrutades (n do) tuletada nn. pideva spektri, s.t. iikskoik
millise reaalarvulise sageduse hertsides. Sellisel juhul saab tuletada jargmise

tulemuse (vt. [3, 4]).
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23. Fourier’ integraal ja Fourier’ teisendus

,[Deﬁnitsioon 23.2} N
Olgu antud ajast ¢ soltuv reaalarvuline signaal f = f(¢), mis koosneb

sagedustest o € (—o00,00). Funktsiooni f Fourier’ teisenduseks Fy : R —
C nimetatakse kompleksarvuliste vaartustega funktsiooni

(Fg)(0) = C(o), C(o) = / f(x) e 12™ * dx (23.19)
Funktsiooni C' Fourier’ p&ordteisenduseks F' b 1. € - R nimetatakse

vordusega
(F;1)(t) = £(t), f(t):/C(U)eiz’”’tda (23.20)

médratud reaalarvulist funktsiooni f. Teisisonu, Fourier’ teisendus F'y
seab signaalile f vastavusse spektraalfunktsiooni C' (millest saab vilja
lugeda funktsiooni f spektri) ja poordteisendus F v ! seab spektraalfunkt-

sioonile C' vastavusse signaali f.

Markus 23.3

Fourier’ p6ordteisendus F ; ! ¢i pruugi alati algset signaali f taastada,
isegi kui Fourier’ teisendus F'; eksisteerib. Selle jaoks on olemas konk-

reetsed teoreemid (vt. nt. [3]).

,[Deﬁnitsioon 23.3} N
Seejuures vorduse
f(t):/ /f(x)e—””“(x—t) dx | do. (23.21)

paremal pool asuvat péaratut integraali nimetatakse funktsiooni f Fou-

rier’ integraaliks.
\ J

A Markus 23.4 N

Suurust w = 270, w € (—o00,00) nimetatakse lainearvuks, lainearvude

spektrit nimetatakse pidevaks spektriks. Samad moisted voivad vastavalt

kontekstist kiia sageduse o kohta.

Funktsiooni C(w) nimetatakse ka spektraaltiheduseks. Analoogiliselt
Fourier’ ridadega, rafgitakse vahemikus (wy,,w, + Aw) olevatest lainear-

vudest, millele vastab kompleksamplituud C'(wy,).
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23. Fourier’ integraal ja Fourier’ teisendus

A Markus 23.5 ~

Signaali f = f(t) tiksikute komponentide kohta véime Gelda jargmist:

Fourier’ ‘ spekter ‘ sagedus ‘ amplituud ‘ faasinihe ‘ harmoonik
rida diskreetne | nwo Hz len] arg(cy) einwot
teisendus pidev ocHz |C(0)] arg(C(0)) ei2mot
\ J

Naide 23.2 Vaatleme funktsiooni

Funktsiooni f Fourier’ teisendus on

—1—i2wo)x 1
Fy(o)

o0 | =1 — 270 —1—i270
0
1 . 2ro
= —1 )
1+i2r0 14+ 4n202 1+ 47202

(o) (o) (
/f(l”)efnmxdazzfe“lfﬂmmdajz lim | &
e

Seega seab fourier’ teisendus funktsioonile f vastavusse spektraalfunkt-

siooni
1 2ro

C(o)

- 1+ 4n202 _Zl+47r202'

=)

Siinjuures annab C' moodul |C(0)| vonkumiste amplituudid o hertsi kor-
ral, naiteks O-hertsise komponendi amplituud on 1, voib lisaks leida, et

10.3-hertsise komponendi amplituud on 0.015 jne.
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D) g

Vaib leida C'(0) argumendi (nurk kohavektori ja z-telje vahel) radiaani-

des (viimane annab meile sisuliselt vastava komponendi faasinihke),

2ro ] 1
1447202 " 1447202

arg(C(o)) = arctan (— ) = —arctan(2ro) — —g, o — 00.

OO0

Type of Transform Example Signal

Fourier Transform

sienals that are continious and aperiodic
Fourier Series

signals that are continious and periodic

Discrete Time Fourier Transform . " .
signals that are discrete and aperiodic ENENEEEEEEEREERRERERERE L
e
LI I-. l-
Discrete Fourier Transform . " . " . "
signals that are discrete and periodic f— . "t PR - . L
L Lo L
Allikas: [5]
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