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6. Uhepoolsed piirvidirtused

6.1 Uhepoolsed piirviirtused

e D
Vaatleme piirprotsesse:

1. £ = a, x > a, ldhenemine paremalt, s.o. parempoolne piirvéértus. lim(f.a*)
—_ . - \
Tahistame lim f(x) voi f(a+). \
vt = lim(f,a7)

2. x — a, r < a, ldhenemine vasakult, s.o. vasakpoolne piirvaartus.

- . ~. Allikas: [3]

Téhistame lim f(z) voi f(a—). e
r—a—

Markus 6.1

Piirvédrtuse definitsioonis 5.1 tingimus 0 < |x—a| < § omandab vastavalt

kuju 0 < z — a < ¢ (parempoolse piirvadrtuse korral) v6i 0 < a —x < §

(vasakpoolse piirvddrtuse korral).

Teoreem 6.1

Kui eksisteerivad tihepoolsed piirvaartused f(a+) ja f(a—), siis nn. ka-

hepoolne piirvdartus lim = L eksisteerib parajasti siis, kui

T—a
fla+) = fla—) = L.
NB! Toodud piirvaartus on kont-
Naide 6.1 Funktsioonil 1 rolltéodes viga sageli valesti lei-
f($) — tud.
x

leiduvad iihepoolsed piirvaartused

f(0+) =00, f(0—)=—c0,
kuid on selge, et ei leidu kahepoolset piirviartust hr% —. '
z—0
SRR A j
,[Deﬁnitsioon 6.1] N

Arvu L nimetatakse funktsiooni f piirvadrtuseks protsessis * — oo (voi

x — —o0), kui iga positiivse arvu £ > 0 jaoks leidub selline positiivne

arv N = N(g) > 0, et iga

>N (x<-N), z€X, (6.1)

korral kehtib vorratus Uhepoolsed piirvidrtused on ka

|f(x) —L| <e. (6.2) Jim f(z) jalim f(x).

Sel juhul kirjutame

lim f(z) =L ( lim f(a:):L).

r—0oo T—r—00
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6. Uhepoolsed piirvidirtused

Naide 6.2 Toestada, et

. 3rx+1 3
lim = —.
z—oo 20 — 1 2

Olgu € > 0 suvaline ette antud arv. Voime kirjutada

3r+1 3 5 5 1
— L = |l — —| = = 5 > .
F@) =Ll = 5= 2‘ 202z —1] 2(2z-1) 7 2
Jargnevalt leiame z > N > % jaoks, et
20 >2N & 2 1>2N-1 <« ! < ! >1
x T — — x> =
20 —1 2N -1’ 2 7
Seega
5 5 1
— Ll = 2. = g
Fo) —L=gm—n <3 an=1 © N S 1
kui votta . 0s ]
1+ 1 5
N=—2%2=-+—>0.
2 2 + 4e
Kui niiteks e = 1, siis N = 3 ja iga > 3 korral |f(z) — L| < &.
000
Naide 6.3 Leiame selle sama piirvaartuse
. 3x+1
mlingo 20 — 17 Uhepoolsete piirvaartuste jaoks
kehtivad samad  piirvadrtuse
aga seekord ilma definitsioonita, kasutades piirvadrtuse omadusi. Kirju- omadused, mis kahepoolsete
protsesside korral.
tame L L
3 1 - (34 = 3+ =
lim T+ :limM:hm +:c:§’
z—o0 2 — 1 m%oox~(2—%) 1%002_% 2

kuna % — 0, kui z — oo.

OO0

A Markus 6.2 N

Asendades definitsioonis 6.1 tingimuse | f(z)—L| < ¢ tingimustega f(x) >

N (vastavalt f(z) < —N), saame defineerida piirvaértused

xlgrolo flx) = %00 ($Emoof(x) = j:oo) .

6.2 Tahtsad piirvaartused

Tuletame meelde, et radiaan on kesknurk, mis toetub raadiuse pikkusele o o e o o

kaarele, 1rad ~ 57°17 .

Teoreem 6.2

Olgu 0 nurk radiaanides. Siis kehtib valem A i A
o A
Sin —02f 1
1. = = ]- . ‘)‘u 71"» 71l0 7}» 0 5 1‘0 1lr 2‘0
915(1) 0 (6.3) 20 5 5

Allikas: Wikipedia




Toestus. Toestuse leiab néiteks opikutest [1, 4]. Vaatleme funktsiooni
f(o) = %. Punkt 6 = 0 ei kuulu funktsiooni f mé&dramispiirkonda, kuid
mujal on f méaratud.

in 0
Y _ 1. Vaat-

Funktsioon f on paarisfunktsioon ja piisab nididata, et 915&
leme ringjoont raadiusega 1. Asetame I veerandisse ringjoonele punkti P.
Me moodustame téisnurkse kolmnurga, mille hiipotenuusi pikkus on 1, ringi
sektori kuni punktini P (kaare pikkusega 6 radiaani) ja tdisnurkse kolmnurga

kiilje pikkustega 1 ja tan (vt. joonist).

g ey

) uis

cos 6

1 1 1
—cosfsing < —(1)’0 < —tanf
2 2 2

Allikas: [1]

Uhikringi pindala on 7 ja iimbermodt 27, millest pindala avaldub poole iim-
berm6oduga. Sama suhe jadb kehtima, kui votame ringist mingi véiksema
osa. Siit saame, et loodud sektori pindala on g. Jooniselt on selge, et moo-
dustatud kujundite pindalade kohta kehtivad vorratused

cosfsinf 1 tan 6
— <4<
2 -2 - 2

ehk )
cosfsinfd <0 < ﬂ
cos 0

Kuna 0 < 0 < 7, siis voime jagada vorratust suurusega sin6 > 0,

0 1
<

sinf — cos@

cosf <

Kuna lim cosf =1 ja lim = 1, siis voileiva omadusest saame

6—0+ 6—0+ cos 0

. 0
lim — =
6—0+ sin @

Niiid voib kirjutada

. sinf . 1
lim — = lim —— =1.
6—0+ 0 -0+ 0
O
Jareldus 6.1
Olgu 6 nurk radiaanides. Siis kehtivad valemid
tan 6 in 6 tan 0
lim —n? =1, lim o0 ] fjm 2 g (6.4)
6—0 6 6—0 0 6—0 0

6. Uhepoolsed piirvidirtused

[ Jéreldub seosest tanx =

sin x
cosx

)
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Naiide 6.4 Leiame piirvaartuse

lim sin(2x)

2 sin(2x)
=— . lim ———.
z—0 5x 5

x—0 2x

Kui x — 0, siis ka 2r — 0 ja me saame muutujavahetuse y = 2x abil

kirjutada ) )

oy 022 00022

z—0 br 5 y=0 gy 5 5
000
Teoreem 6.3
Kehtivad valemid

1\* 1\*
lim <1 + —) =e, lim <1 + —> =e (6.5)
Téestus. Tdestus on toodud osaliselt &pikus [5]. O

—
—
—

IS
I I I S T T T T T '

=
o
&
IS
i
o
™
£
@
@
2

Naide 6.5 Leiame piirvaartuse

x+3 x+3 (x—1)+4
—14+1 1
lim < a ) = lim (H> = lim (1 + )
z—oo \x — 1 x—00 x—1 x—00 x—1

) 1 z—1 1 4 ) 1 z—1
= lim (1+ 1+ = lim (1+ ,
T—00 x—1 x—1 x—00 x—1

kuna lim 1+

Tr— 00 T —

Jarelikult
x+3 Y
. T . 1
lim =lm (1+-) =e
z—oo \ x — 1 y—00 Y

4
1> =1 Kuiz — oo, siis ka y := 2 -1 — oc.

Teoreem 6.4
Kehtib valem

lim {/n=1 (6.6)
n—oo
Toestus. Toestus on toodud opikus [4]. O

6. Uhepoolsed piirvidirtused
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6.3 Ekvivalentsed lopmata viikesed funktsioonid

,[Deﬁnitsioon 6.2}

6. Uhepoolsed piirvidirtused

Stimboleid o(1) ja O(1) ni-
metatakse ka Landau stimboli-
teks saksa matemaatiku Edmund
Landau (1877 - 1938) jargi (iit-
leme “véike o tihest” ja “suur O

tihest” ).

NB! Kui te saate piirvadrtuse ar-
vutamisel tulemuseks %, siis on
tegemist miadramata suurusega.
Sel juhul tuleb piirviartuse leid-
miseks avaldist sobivalt lihtsus-

tada voi teisendada.

N
Funktsiooni o = a(x) nimetame 16pmata véikeseks (haébuvaks) piirprot-
sessis x — a, kui

li =0.
lim alz) =0
Sel juhul me kirjutame a(x) = o(1).

\ J
Niide 6.6 Niiteks, 22 = o(1), z — 0 ja sin(z — 1) = o(1), = — 1.

000

A Mirkus 6.3 ~
Koos viikese o(1) tdhisega kasutatakse ka suurt O(1) téhist ja sellisel
juhul tdhendab see funktsiooni f tokestatust protsessis z — a, s.t.

lf(x)] <M Vze(a—6d,a)U(a,a+d), M5>0,
ja me kirjutame f(z) = O(1), z — a.

4 J
Mirkus 6.4 ~
On isna ilmne, et kahe lopmata viikese funktsiooni summa, vahe ja
korrutis on samuti lopmata véikesed antud piirprotsessis. Viimane
jareldub otseselt piirvdartuse omaduste teoreemist 5.3.

Kahe 1opmata viikese suuruse jagatis voib anda viga erinevaid tulemusi:
2 2 :
limz—zo, lim — = oo, hmwzl,
z—0 I x—0 ;L‘4 z—0 x
lim % ei leidu.
z—0 I

4 J

,[Deﬁnitsioon 6.3} N\
Lopmata viikeseid funktsioone oo = a(z) ja 8 = f(x) nimetatakse ekvi-
valentseteks piirprotsessis * — a, kui

T G
z—a [(x)
Sellisel juhul me kirjutame a(z) ~ 5(z), * — a.
\ J

Naiide 6.7 Niiteks y = x—1 on ekvivalentne funktsiooniga y = sin(z—1)

piirprotsessis * — 1, kuna

lim 7sm(x —1 = lim
r—1 €Xr — 1
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6. Uhepoolsed piirvidirtused

A Teoreem 6.5 ~

Kui piirprotsessis © — a lopmata véikeste funktsioonide y = a(z), y =
a1(z), y = B(x) ja y = Bi(x) korral a(z) ~ ay(z) ja B(z) ~ Pi(z) ja
eksisteerib piirvéléirtus Antud teoreem voimaldab meil
lim 041(217)’ piirvaartuse leidmisel keerulisi
B0 51 (.23) avaldisi lihtsustada.
siis
1.
coofz) L an(w)
2 B(a) ~ 2% Bi(a)’
2.
lim [a(z) - B(2)] = lim [au (z) - 2 ()]
. y,

Toestus. Teeme toestuse jagatise kohta, korrutise kohta kéib see analoogili-

selt. Eelduse kohaselt leidub piirvadrtus lim o1 (2) ja kehtivad
z—a 31 (x)
i 20— g @)
r—a 041(1') z—a B(z)

Siis voime kirjutada

‘m 05(17) — lim OL(LU) ) 041(17) ) ﬂl(;p)
i B(x) iﬂl(oa(av) Bi(x) ﬁ(x)) voa By(z)

Naide 6.8 Leiame piirvaartuse

sin(5x)
im ————.
2—0 arctan(3z)

Paneme téahele, et antud protsessis sin(z) ~ z, seega sin(5z) ~ 5z ning

analoogiliselt arctan(3z) ~ 3z. Sel juhul

sin(5z) . bz

S
im im — = -.
z—0 arctan(3z) =—03x 3

6.4 Pidevad funktsioonid

Vaatleme reaalarvulisi funktsioone y = f(z), z € X.

{Deﬁnitsioon 64] ~\ Praktikas on pidevad funktsioo-

Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis a, kui nid véga olulisel kohal. Mitteran-
gelt véime pidevast funktsiooni-

st moelda kui funktsioonist, mil-

lim f(x) = f(a). (6.7)

x—a le graafiku joonestamisel ei pea

pliiatsit paberilt tostma.

Vastasel korral nimetatakse funktsiooni katkevaks punktis a.
\ J

Definitsioon 6.5]
Me iitleme, et funktsioon f on pidev hulgal X, kui f on pidev selle hulga

~

igas punktis. Kui X = R, siis iitleme, et funktsioon f on pidev koikjal.
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Anname pidevuse definitsioonile teise kuju. On selge, et

lim f(z) = f(a)

r—a

kehtib parajasti siis, kui

lim (f(z) - f(a)) = 0.

Tr—a

Téahistame argumendi muudu Az = x — a ning funktsiooni muudu Ay =

f(z) — f(a). Siis saame

lim f(z) = f(a) <

T—a

A Markus 6.5 ~

hmO Ay =0.

Ax—

(6.8)

6. Uhepoolsed piirvidirtused

Funktsiooni pidevus iitleb meile, et argumendi x véiksel muutmisel ka

funktsiooni muut Ay muutub véhe, ehk

lim Ay =0. 6.9
A AY (6.9)
. J
Teoreem 6.6
Koik elementaarfunktsioonid on pidevad oma mé&iramispiirkonnas. )

Niide 6.9 Viimase teoreemi jirgi teame, et elementaarfunktsioon
f(x) = 2% on pidev kogu reaalteljel. Seega f(3.14) on péris hea lihis-
vadrtus tépsele vidrtusele f(m). Argumendi muut Az = 7 — 3.14 ei ole
suur, seega ka funktsiooni muut Ay = f(7) — f(3.14) ei saa olla suur.
Kui me tahame tdpsemat tulemust, siis piisab votta argumendi 3.14

asemel rohkem komakohti.

Kui funktsioon ei ole pidev mingis punktis, siis sellist omadust enam ei

ole. Naiteks, p(x) on kirja saatmise hinnafunktsioon

34 senti ,0 <z < 100 grammi,

p(z) =

57 senti ,100 < z < 200 grammi.

Sellisel juhul p(99) = 34, aga p(101) = 57, s.t. viike raskuse muutmine
toob kaasa suure hinna koikumise (punkti = 100 {imber vbime vot-
ta kuitahes védikese raskuse muudu, aga hinna muutus jaab ikka nullist
oluliselt suuremaks). Funktsioon p ei ole pidev punktis = = 100.

OO0

Naide 6.10 Naidata, et punktis x = 2 katkeva funktsiooni

2 +x—6
2 —4

fx) =

saab “jatkata” pidevaks funktsiooniks punktis z = 2.

Analoogiliselt iihepoolsetele piir-
vadirtustele on olemas iithepool-
se pidevuse moisted: vasakult pi-
dev ja paremalt pidev. Sel ju-
hul tuleb protsess Az — 0 vilja
vahetada vastava lihepoolse piir-
vadrtusega Ax — 0— voi Az —
0+.

~
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6. Uhepoolsed piirvidirtused

Esiteks mérgime, et f kui elementaarfunktsioon on pidev punkti 2 1dhi-

iimbruses. Leiame piirvaartuse

-2
lim f(z) = lim 3@ =2) = lim L §
r—2 2 ({I} + 2)(37 — 2) z—=2 1 + 2 4
Jatkatud funktsioon g on pidev punktis = 2, kuna lim,_,5 g(z) = g(2),
) fl@) x#2
g(z) =
1 , L = 2

OO0

AMirkus 6.6
Toome {iihe néite funktsioonist, mille pidevus on véga keeruline,

2 €Q, q>0, (x = g taandatud kujul) ,

f(x)

S Q=

r ¢ Q.

Allikas: Wikipedia, voi ka [1]

6.5 Teoreem vahepealsetest vaartustest*

Loigul pidevad funktsioonid asuvad nii teoorias kui praktikas viga tahtsal
kohal. On palju tulemusi stiilis “kui funktsioon f on pidev mingis piirkonnas,

siis kehtib ...”. Toome iihe lihtsa naite, mis omab ka praktikas olulist rolli.

'Joonisel toodud funktsiooni‘

konstrueeris saksa matemaatik
Carl Johannes Thomae (1840
- 1921) ja see on pidev irrat-
sionaalsetes punktides z, kuid
katkev koikides ratsionaalsetes
punktides x. Antud funktsiooni

nimetatakse ka popkorni voi siis

N\

vihmapiiskade funktsiooniks.

J

A Teoreem 6.7
Teoreem vahpealsetest vairtustest (Intermediate Value Theorem,

vt. [1, 2]). Kui funktsioon f on pidev 16igus [a, b], siis f(x) vAdrtus voib

omada iga vadrtust arvude f(a) ja f(b) vahel. Tédpsemalt, kui

f(a) <wyo < f(b),

siis leidub argument zg € [a, b], et kehtib vordus f(zo) = yo.

fih

.

N\
Allikas: Wikipedia

(véhemalt iiks) punkt o on toepoolest olemas.

\.

AMirkus 6.7
Viimane teoreem ei iitle meile, kus asub see punkt zg, et f(zo) = yo ja

ta ei title meile, kui palju selliseid erinevaid vadrtusi z. (et f(x.) = yo)

iildse on. Kiill aga on omaette vadrtus ka antud infol, me teame, et selline




WHY DID THE CHICKEN CROSS THE ROAD?

ISt
0

."’ttn--.

Z10 @
wodylewpayids

fa) -+

THE INTERMEDIATE VALUE THEOREM.

Allikas: spikedmath.com

A Markus 6.8

Teoreem vahepealsetest vadrtustest iitleb meile midagi viga elemen-
taarset, infot, mida me enamasti teame niisamagi, ilma et peaksime
sellele teoreemile motlema. Néiteks, kui te alustate paigalseisust autoga
liikumist (kiirus on 0) ja jouate kiiruseni 30 km/h, siis pidi vahepeal
olema hetk, mil auto kiirus oli 10 km/h. Kui lapse temperatuur touseb
36.7 kraadi pealt 38.5 peale, siis pidi vahepeal olema hetk, mil lapse

temperatuur oli 37.7 kraadi.

Veidi teistsugune on olukord vorrandite korral, kus me ei pruugi analoo-

gilise jarelduse peale niisama tulla, kuid sama omadus kehtib ka siin.

Naide 6.11 Lahendada vorrand
2 — 8z 4+ 15z = —1.

Algebra pohiteoreemi tottu me teame, et sellel vorrandil on kolm
erinevat lahendit (ei rohkem ega viihem). Leiame nendest tihe (voi siis,

anname idee, kuidas ligikaudu leida vihemalt iihte).

Votame f(x) = 23 — 822 + 152 + 1. Algvorrandi lahendamine taandub
funktsiooni f nullkohtade leidmisele. Funktsioon f kui poliinoom on pi-

dev tervel reaalteljel ja seega pidev igas osaldigus [a, b]. Arvutame

f-D =23, fO)=1

Teoreem vahepealsetest vaartustest iitleb meile, et antud funktsiooni kor-
ral peab 16igus [—1,0] leiduma punkt xg, mille korral f(zo) = 0. Niitid

saab jatkata loigu poolitamise meetodiga. Leiame

6. Uhepoolsed piirvidirtused
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f(—0.5) = —8.625.

Kuna f(0) oli positiivne ja f(—0.5) negatiivne, siis peab 16igus [—0.5, 0]

leiduma punkt zq nii, et f(z¢) = 0. Arvutame
£(—0.25) ~ —3.266.

Siit saame, et 16igus [—0.25,0] peab leiduma punkt z¢ nii, et f(zo) =0
jne. Nii voib leida, et zg =~ —0.064434534.

Kuna nullkohti leidub rohkem kui iiks, siis peame teisi (arvatavasti) kus-

kilt mujalt otsima. Néiteks,

Teoreem vahepealsetest vadrtustest iitleb meile, et antud funktsiooni kor-

ral peab 16igus [4,5] leiduma punkt z,, mille korral f(z.) = 0. Siin

f(4.5) = —2.375, seega peame otsima l6igust [4.5,5] jne. Loigu pooli-
tamise meetod ei ole kiill kiire koondumisega, kuid see-eest véga lihtsa
ideega.

000
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