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Kontrollt66 teemad
1. Tuletise moiste, tema geomeetriline tdhendus ja seos kiirusega.
2. Tuletise definitsiooni kasutamine lihtsamal juhul (néited 7.1, 7.2, 7.3, 7.5).
3. Funktsiooni puutujasirge tousu ja vorrandi leidmine.
4. Diferentseerimise reeglid ja nende rakendamine (teoreem 7.2, naited 7.9, 7.10).
5. Liitfunktsiooni tuletise leidmine (teoreem 7.3, nn. Chain Rule, néited 7.11, 7.12).
6. Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletiste tabel (tuletisfunktsioonid). Uldiselt peaks oskama lei-
da suvalise elementaarfunktsiooni tuletist.
\
7
Eksamiteemad
1. Tuletise moiste ja definitsioon.
2. Tuletise definitsiooni kasutamine lihtsamal juhul (niited 7.1, 7.2, 7.3, 7.5).
3. Tuletise fltisikaline ja geomeetriline tahendus.
4. Teoreemide 7.1, 7.2, 7.3 s6nastus.
.
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7.1 Keskmine kiirus ja hetkkiirus

Kui auto liigub iihtlase kiirusega, siis on auto litkumise keskmist kiirust viga

lihtne arvutada:

labitud teepikkus
kulutatud aeg

keskmine kiirus =

Definitsioon 7.1}

Suhet
As

T At

nimetatakse materiaalse punkti lilkumise keskmiseks kiiruseks.

Vg

Seega, kui auto liigub tihe tunniga 50 km, siis tema liikumise keskmine kiirus

on vy = 2% = 50km/h.

Tegelikkuses ei liigu auto tavaliselt kunagi pikemat ajavahemikku iihtlase
kiirusega. Keskmine kiirus ei iitle meile mitte midagi selle kohta, kuidas
auto vois lilkkuda néiteks 33. minutil. Teisalt, kui me tahame teada saada
auto liitkumise kiirust just nimelt hetkel 33 minutit 0 sekundit, siis kuidas

seda teada voiks saada?

Uks voimalus on moota labitud teepikkust ja kulunud aega jérjest lithemal
ajaloigul. Naiteks, 30 sekundit enne ja peale 33. minutit. Kuid sellisel ju-
hul saame me teada ikkagi ainult auto litkumise keskmise kiiruse the minuti
jooksul. See on ilmselt tdpsem ja iseloomustab liikumist 33. minuti imber
paremini, kui keskmine kiirus iihe tunni jooksul, kuid j&dab ikkagi ebatép-
seks. Edasi voiksime moota labitud teepikkust igal sekundil ... voi koguni iga

sajandik, tuhandik sekundil.

Ajavahemik At 1h ‘ 1min ‘ 1sek ‘ 0.1 sek
Lébitud teepikkus As 50 km 1km 15m 1.3m

Keskmine kiirus {2 50km/h | 60km/h | 54km/h | 46.8 km/h

Selline idee auto puhul aitab ja praktikas see suuresti nii t66tabki. Meil ei
ole aga motet moota auto labitud teepikkust néiteks miljard korda sekundis,
tulemus oleks kiill tdpsem, kuid mootmiseks kulutame rohkem energiat ja
saadud iileliigsete komakohtadega ei ole meil vihemalt spidomeetril midagi

tarka peale hakata.

Kuidas on lood aga iildisemalt? Ajasammu tihendamine annab meile tépse-
ma tulemuse, aga ega me hetkkiirust ennast ikkagi kétte ei saanud. Votame
néiteks kitarri C' noodi (do), mis vongub 440 korda sekundis. Kui moodetav
ajavahemik oleks sekund, siis ndeksime kitarrikeelt pigem paigalseisvana.
Nithtav valgus aga vongub 10'° korda sekundis, mis tihendab, et valguse

jaoks peaks moodetav ajavahemik At olema vihemalt 1071 sekundit...

r \
Oma olemuselt jaguneb

matemaatiline analiilis
kahte suurde - sisuliselt
véga erinevasse - valdkon-
da:  diferentsiaalarvutus
(muutumiskiiruse  uuri-

mine, lokaalne omadus)

ja integraalarvutus
(kogumuutuse uurimine,
globaalne omadus).
Alustame oma teekon-
da  esimesest suurest
valdkonnast. )
Matemaatilise analiiisi |
(Calculus) loojateks
peetakse inglise fitisikut

Isaac

)

ja  matemaatikut
Newton’i (1642 - 1727

Allikas: Wikipedia
ja saksa matemaatikut ning
filosoofi Gottfried Wilhelm
Leibniz’i (1646 - 1716).

Allikas: Wikipedia

Nad to0tasid teineteisest
soltumatult vélja tuletise-
ga seotud seadusi, tehteid,
lisaks integraaliga seotud
moisteid. Tosi, see koik ei
vastanud veel matemaatili-
selt range teooria nouetele,

kuid andis siiski palju véga

praktilisi tulemusi.

7. Keskmine kiirus ja hetkkiirus
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7. Keskmine kiirus ja hetkkiirus

Niipalju siis reaalsest maailmast. Matemaatiliselt jadksid koik need ajava-
hemikud ikkagi igavikeks (liiga pikaks). Kiill aga oleme me varem tutvunud
piirvidrtuse moistega, miks mitte lasta moodetaval ajavahemikul minna
lopmata véikseks? Tosi, moningad paradoksid viitavad, et voib juhtuda, et
ajamoment ei saa reaalselt olla lopmata vaike, kuid mis siis sellest ... arvu 5

ennast ka looduses ju vastu ei jaluta, kuid abi on temast ikkagi péris palju.

Vaatleme néiteks keha liikumist kindla seaduse alusel. Olgu s = s(t) selle
keha poolt labitud teepikkust viljendav seos (aja ¢ funktsioon). Liikugu keha

mingist hetkest ¢y edasi aja At vorra.

S(t()) S(t() + At)

° * ~1

to to + At
Siis saab funktsiooni s = s(t) muudu (kui s on positiivne funktsioon, siis

tema muut annab meile libitud teepikkuse) arvutada jargmiselt:

As = sty + At) — s(to).

Definitsioon 7.2]
Piirvaartust

. As
v(t) = AI%I—EIO At

nimetatakse keha hetkkiiruseks antud ajamomendil ¢.

Niide 7.1
Liikugu auto seaduse s(t) = t2 alusel. Siis auto liikumise kiirus hetkel
t=25on

s(5 4+ At) — s(5) 25 + 10At + (At)? — 25

() = AI%I—I}O At = Also At
. 10AE+ (A2 . pikkusiihikut
= dm Ay T A (0 A = 0 s
00O

A Markus 7.1 ~

Kiiruse moistet saab kasutada ka teiste suuruste muutumise korral (keha
soojenemise kiirus, aine lagunemise kiirus, keemilise reaktsiooni kiirus,

aktsiahinna langemise kiirus, meeleolu muutumise kiirus jne).

Kui tdhistada ndhtuskéiku kirjeldav funktsioon y = f(x), siis selle funkt-
siooni muudu Ay ja argumendi muudu Az jagatise piirvaartus véiljendab
funktsiooni muutumise hetkkiirust argumendi z antud vaartusel:

o Ay flz+Az) — f(x)
v(w) = Jim o0 = dm Az :

p
Newton’i ja Leibniz’i nime-

“geomeetria vahendid”.
\

~

ga on ajaloos seotud iiks
pikk vaidlus matemaatilise
analiiiisi
tiitli iile. Moned Newton’i
sobrad sititidistasid Leib-

niz’i plagiaadis: Newton’i

“esmaavastaja’

ideede varastamises ja oma

nime all esitamises.

See oli suhteliselt segane
vaidlus, millele ei ole
tdnaseni t&it selgust too-
dud. Newton kasutas oma
loodud mdisteid (néiteks
fluzion) ja meetodeid (nn.
voolavusteooria) raamatus
“The Method of Fluxions
and Infinite Series”, mille
ta sai valmis 1671. aastal,
kuid mis avaldati alles
parast tema surma 1736.

aastal.

Leibniz’i esimsed mérkmed
“infinitesimals” kohta on
dateeritud 1675,

avaldanud

aastast
kuid ta el
midagi enne 1684. aastat.
Tuleb siinjuures mainida,
et Newton ja Leibniz olid
tihedas

omavahel kirja-

vahetuses ja loomulikult

arutasid ka iiksteise ideid.

Sellest suurest ja ilmselt
ka mottetust vaidlusest
kaotasid

inglise

ilmselt rohkem
matemaatikud,
samal aja kui Euroopa
mandril jatkati rahulikult

teooria arendamist.

Omaette teema oli veel
teiste matemaatikute (néi-
teks George Berkeley) te-
rav kriitika Newton’i ja
Leibniz’i esitatud moiste-
te kohta. Igal juhul mdoju-
tas toimunu Newtoni’t nii-
palju, et oma kuulsamas
teoses “Printsiibid” ta eriti
matemaatilise analiilisi va-
hendeid ei kasutanud (kuigi
ta oli tulemused ise varem
nende abil tuletanud) ja va-

lis “pehmema” variandina
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7.2 Tuletise definitsioon

Olgu antud funktsioon y = f(x), z € X. Anname argumendile x muudu Az,

nii et (z + Ax) € X ja vastav funktsiooni muut olgu

Ay = f(z + Ax) — f(x).

{Deﬁnitsioon 7.3} N
Kui eksisteerib piirviértus (16plik voi 1opmatu)
Ay
im —— 7.1
A R (1)

siis seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis z. Ta-
: / / d
histame f'(z), y', 52
\ J

Jareldus 7.1

Funktsiooni y = f(z) tuletise arvutusvalem avaldub kujul

f(x + Ax) — f(x)
Ax

f'(x) = lim

Ax—0 ' (72)

Naiide 7.2 Kui f(z) = ¢ = const, siis Ay = 0 ja jarelikult

Alalsrgo Ar 0-

[ =’ =

Niide 7.3 Olgu f(z) = 222 — x, siis
Ay =2(x + Ax)? — (x + Az) — (202 — 2) = daAx + 2(Ax)? — Az,

ja

242 4]/ = lim JTATT 2(A7)° — A

x =4xr—1+ lim 2Axz =4x—1.
Ax—0 Az Ax—0

OO0

Niide 7.4 Olgu f(x) = sin(x), siis

Ay = sin(z + Az) — sin(x) = 2 cos <x + A;) sin (A;) ,

sin(u
ja piirvadrtusest lim (w) =1 jareldub, et

u—0 u

. ;... cos (z + —A;) sin (—A;)
[sin(z)]" = lim
Az—0 &z

= cos(x).

7. Tuletise definitsioon

rNewton

ktehetest.

lahtus ajas A

muutuvatest suurustest,
nimetades neid voolavateks
suurusteks ehk fluentideks
(fluens). Nende

hetkkiirusi

muutu-
mise nimetas
ta fluksioonideks (fAuzus -
vool). Fluendi z fluksiooni

téhistas ta @ (vt. [7, 9]).

Kui votta funktsiooni y =
22 viike muut o, mis “voo-

lab” nulli, siis

(z + 0)% — 22

o

= 2x + o.

Seega suurus 2z + o

“voolab” suuruseks 2z.

Leibniz téhistas sellist véi-
kest nulli minevat suu-
rust tdhisega dz (differen-
tia, erinevus, vahe). Kui
Newton moétles tuletise all
eelkoige seost fiitisikalis-
te moistetega (liikumiskii-
rus, ldbitud vahemaa), siis
Leibniz lahtus rohkem al-

gebralistest stimbolitest ja
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7. Tuletise definitsioon

Kui funktsioonil f on 1oplik tuletis punktis z, siis

Ay

Ax () =0(1), Az —0.

Seetottu
Ay = f'(z)Az +o(1)Az, Az — 0, (7.3)

millest jareldub, et Alim0 Ay = 0. Oleme toestanud jargmise teoreemi.
T—

Teoreem 7.1

Iga punktis x loplikku tuletist omav funktsioon on pidev selles punktis. )

Olgu funktsioonil f loplikud tuletised hulga X igas punktis z. Siis vastavus
x — f/(x) médrab funktsiooni f’, mida nimetatakse funktsiooni f tuletis-
funktsiooniks. Naiteks, funktsiooni y = 2%, 2 € R tuletisfunktsiooniks on

sirge y = 2x.

Definitsioon 7.4}

Funktsiooni f tuletise leidmist nimetatakse selle funktsiooni diferentsee-

rimiseks. Matemaatilise analiiiisi osa, mis késitleb tuletise leidmise reeg-

leid, tuletise omadusi ja rakendusi, nimetatakse diferentsiaalarvutuseks.

Naiide 7.5

Punktis z katkev funktsioon ei saa olla diferentseeruv. (On olemas pidevaid funktsicone, |

. millel ei leidu loplikku tuletist

@ y= x| mitte iiheski punktis.

]

[] 3 — e

: C) ‘

, Vo (wo) A J
2 ) I N

OI \r'l'\/\ \\\ L W

\ I
§

Wb 1‘
LIELAA]
Wt

Lo
T &
i

|
T
il {M

Allikas: Wikipedia :
Allikas: Wikipedia

Samuti ei ole funktsioon diferentseeruv nn. teravate nurkade korral. Nai- Uheks selliseks on Karl Weierst-

. . . . . . rass’i funktsioon (avaldati 1872.
teks y = |z| on pidev, kuid ei ole diferentseeruv punktis z = 0. Siin (av
aastal), mille formaalne kuju on

vasakpoolne tuletis on antud seosega

A 0+ Az|—|0 2 . N
lim 7y = lim M =1, flz) = Za cos(b™ wx),
Az—0— Ax Az—0— Az n=0
aga parempoolne tuletis 0<a<l, b=2k+1>0,
3
ab>1+ —m.
I Ay . |0+ Ax| —|0] L 2
Amlif%)_i_ Ax - Azg%—&- Ax - Seda tiitipi graafikuid v6ib nédha

ka aktsiaturgudel ja mujal, kus

A t ist juhuslik te-
Seega ei leidu piirvaartust AlimO il ja jarelikult ka tuletist punktis 0. ;Z CEEmIST JURSIEe Swste
T— x .

L J/
OO0
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7.3 Tuletis kui kiirus

Oma sissejuhatavas tekstis vaatlesime keha keskmist liikumise kiirust ja

hetkkiirust. Toome veel iihe niite tuletise tolgendamise kohta fiiiisikas ([8]).

Naiide 7.6
Olgu @ = f(t) elektrihulk, mis libib juhtme ristloiget ajavahemiku [0, ¢]

jooksul. Siis keskmise voolutugevuse all moistame suhet

AQ _ f(t+An - ()

At At
Voolutugevuse 1(t) ajahetkel ¢ defineerime kui piirviértuse

I(t) = lim &:Q’(t).

At—0 At

Seega on voolutugevus elektrihulga muutumise kiirus.

OO0

A Markus 7.2 ~

Funktsiooni tuletise analoogsete rakenduste kohta voib tuua palju néiteid
fiiisikast, keemiast, bioloogiast jne. Uldiselt, méistes litkumist kui mista-
hes néhtuse muutumist looduses, tehnikas, iihiskonnas jt, voime Gelda, et
funktsiooni f tuletis tdhendab seaduse y = f(z) alusel toimuva néhtuse

kulgemise kiirust (intensiivsust).

7. Tuletis kui kiirus

4 3
Ulesanne. Leida dhupalli

ruumala muutumise kiirus
V'(r) raadiuse suhtes het-
kel, kui r = 20 sentimeet-
rit. Vihje: Shupalli ruum-
ala avaldub valemiga V =

4 3
§7T7’ .

{ 3
Ulesanne. Leida voolutu-

gevuse I poolt tekitatud
voimsuse P muutumise kii-
rus P’(I) (iihik W/A) voo-

lutugevuse suhtes, kui P =

\. J

Naiide 7.7 Keemilisel reaktsioonil saadud aine hulk y grammides soltub

ajast ¢ minutites jargmise valemi jargi
y=0.61%

Millise kiirusega kasvab ainehulk ajamomendil ¢, = 10 minutit? Voime

kirjutada
v= lim 2V _ Jim y(10 + At) — y(10)
At—0 At At—0 At
2 _ .102 2 _
~ fim 0.6 (10 + At)* — 0.6 - 10 ~ lim 0.6 100 + 20 At + (Az)? — 100
At—0 At At—0 At
L 20 At + (A2 B :
= AI%I—I:O 0.6 — Q= Al]ltI_I)lOO.G (20 + At) = 12 g/min.
Hetkel ¢ty = 10 minutit kasvab ainehulk kiirusega 12 grammi minu-

tis. See tdhendab, et kui ajamomendist £y = 10 minutit alates kulgeks

reaktsioon edasi iihtlaselt, siis tekiks igas minutis ainet juurde 12 grammi.

Leiame ka ainehulga kasvamise keskmise kiiruse esimese 10 minut jooksul.

Selleks arvutame

_ Ay y(10) —y(0) _ 60 _ .
vk—At— 10 —10—6g/mm.

4.8 1% ja I = 2.5 amprit.
\ J
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7. Tuletise geomeetriline tolgendus

7.4 Tuletise geomeetriline tolgendus

Vaatleme funktsiooni y = f(x) graafikut. Votame punktile A(xg, f(zo)) li-
saks punkti B(zg + Az, f(zo + Azx)).

Siis l6ikaja AB tousunurga tangens (ka loikaja tous) avaldub tdisnurkse kolm-

nurga seostest valemiga
_ Ay
Az’

Joone puutujaks punktis A nimetatakse teatavasti sirget, mis on 16ikaja AB

tan(a)

piirseisuks, kui punkt B ldheneb punktile A médda joont y = f(x).

y = f(x0) + £(x0) - (x — x0)

Seega, kui 6 on joone puutuja tousunurk, saame

T T Ay Y
tan(f) = Bh_r)nAtan(a) = Al;rgo N £ (o).

Siinjuures selgituseks, kuna tangens on pidev oma méédramispiirkonnas, siis

protsessist & — 6 jareldub protsess tan (a) — tan(6).

Joone y = f(z) tuletis f'(xg) on selle joone puutuja tous punktis

A(xo, f(xz0)) ja puutuja vorrand avaldub jirgmiselt:

y = f(x0) + f'(x0) - (x — %o0). (7.4)

N

"Students nowadays are so
clueless", the math professor
complains to a  colleague.
"Yesterday, a student came to
my office hours and wanted to
know if General Calculus was a

Roman war hero..."

p
Snapshots at jssoniove.com
Evening News

TETTYE
"Of students surveyed, 64% prefer English and
32% prefer math. The fact that these numbers
do not add up to 100 may help explain why."

\
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Niide 7.8
Péikese reflektor on parapooli y = % kujuga. Parabooli fookus asub
punktis F'(0,1). Selgitada, kas vertikaalsed valguskiired ldbivad pérast

punktis x = 2 parabooli siseseinalt peegeldumist reflektori fookuse.

Kuna parabooli puutuja tous suvalises punktis on x/2 (y' = x/2), siis
mérkame, et selle tous punktis x = 2 vordub iihega (ehk puutuja touseb
45° nurga all). Sel juhul tasub tdhele panna, et vertikaalne valguskiir
peegeldub vertikaalse telje suhtes téisnurga all (kuna kiire ja puutuja
vaheline nurk omakorda on samuti 45°). Viimane tdhendab aga seda, et
peegeldunud kiir on paralleelne z-teljega ja see labib fookust F'(0,1),

kuna korgus punktis x = 2 on f(2) = % =1.

Leiame parabooli puutuja vorrandi punktis = = 2,

y—f2)=f2)-(z-2) & y=1+1-(z—2)=z—1

OO0

7. Diferentseerimise reeglid

focnz
»

Ulesanne. Leida joone
Yy = 327 — 4z

puutujavorrand  suvalises

punktis .

A Markus 7.4

Juhul, kui [ f'(x¢)| = oo, on puutuja tousunurk a = 7, s.t. puutuja punk-
tis A = (zo, f(z0)) on risti z-teljega (puutujaks on sirge vorrand x = x).
Kui funktsioonil f on punktis xy mérgilt erinevad 16pmatud iihepoolsed

tuletised, siis on funktsiooni f graafikul kohal x( ikkagi iiksainus puutuja.

~

7.5 Diferentseerimise reeglid

A Teoreem 7.2

Kui funktsioonidel u = u(z) ja v = v(z) eksisteerivad 16plikud tuletised
punktis z, siis ka funktsioonidel u + v, u — v, u - v ja 7 eksisteerivad
loplikud tuletised punktis x, kusjuures

1. (uxwv) =u £,
2. (u-v) =u-v+u-v,

3. (c-u) =c-u, c=const,

(E)I: 71/'@_2”.@/, v(z) # 0.

v (%

e~

~\
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7. Diferentseerimise reeglid

Toestus. Toodud omadused tulenevad piirvaartuse tehetega seotud omadus-

test. Teeme toestuse korrutamise reegli kohta, teised on analoogilised (vt. Ulesanne. Ilma sulge lahti
Au korrutamata, leidke funkt-
nt. [6, 8]). Eelduse jirgi leiduvad 16plikud piirvidrtused u'(x) = Alirgo s ja siooni
. Avo
v'(x) = Alalgrgo A Kirjutame F@) = (3 —202) (@t — 1)
tuletis.
lim Au - v) ~ lim u(x + Azx) - v(z + Az) — u(z) - v(x) _
Az=0 Az Az—0 Az
lim u(z + Az) - v(x + Az) — u(z) - v(z + Az) + u(z) - v(z + Az) — u(z) - v(x) Ulesanne. Leidke funkt-
Az—0 Az siooni
242
o u(x + Azx) — u(x) v(z + Az) —v(x) fo) = 5
= Jim (e + Aa) =0 ule) SO ‘
tuletis.

T . Au . Avi ’ ’
Ay v A i Ry T I Ry T

Siinjuures arvestasime, et Alimov(sc + Az) = v(z). Viimane tuleneb sellest,
T—

et funktsioon v on diferentseeruv, jarelikult ka pidev punktis z ja sel juhul

lim Av(z) = lim [v(z + Az) —v(z)] = 0.

Az—0 Az—0

Naiide 7.9
Leiame funktsioonide v = 22 + 2 ja v = 3 — 2z korrutise u - v tuletise

muutuja z-jirgi. Esiteks ' = 2z ja v = —2. Kirjutame
(u-v) =22 (3—22)+ (22 +2)- (~2) = —62° + 62 — 4.
Kontrolliks kirjutame lahti korrutise
w-v=(x?+2)(3-2z) =22+ 32> — 4z + 6.

Leides siit x-jargi tuletise on lihtne veenduda, et saame sama tulemuse.

OO0

Naide 7.10
Oénessilindris olev rohk S avaldub pinge 7T, vilise diameetrid D ja sise-

mise diameetri d kaudu valemiga

o__16DT
- m (DY —db)’

Leida rohu S muutumise kiirus S’(D) vélise diameetrid D jargi.

Kirjutame jagatise tuletise leidmise reegli abil

dS 16Tn(D*—d*)—16DTx(4D*) 16T 3D*+4d*
dD — 72 (D4 — d4)2 T o1 (DA —ah)?

000
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7.6 Liitfunktsiooni tuletis

A Teoreem 7.3 N

Kui funktsioonidel y = f(u) ja u = p(x) eksisteerivad 1oplikud tuletised

vastavalt punktides u ja z, siis ka liitfunktsioonil y = f[¢(z)] eksisteerib

loplik tuletis punktis x, kusjuures

7. Liuitfunktsiooni tuletis

r

tuletis.
.

\

Ulesanne. Leidke funkt-

siooni

f@) = (5 +2)*

r

f'(x) =f'(u) - ¢'(x), (7.5)
voi siis Leibniz’i tdhistuses
dy dy du
= _ ¥ == 7.6
dx du dx (7.6)
\ y,

Toestus. Toestused leiab opikutest [6, 8|. Siinjuures toome dra pohiidee Leib-
niz’i téhistuses (sedasi on valemit lihtne tuletada, kuigi see ei ole matemaa-
tiliselt péris korrektne). Esiteks, kui Au # 0, siis

= m -— - 1m -—.
Arz—0 Au  Az—0 Az

@ = lim — = lim
dr  Az—0 Az Az—0\ Au Az

Ay Au) I Ay i Au
Kuna v’ = ¢'(x) leidub ja on 16plik, siis ¢ on pidev punktis z ja jirelikult

A
Az — 0 korral ka Au — 0. Eelduse jargi leidub 16plik tuletis lim —y, seega
Au—0 Ay

dy dy du

dr  du dz’
Keerulisem on see juhtum, kus Au = 0. Selle toestus votaks palju ruumi ja

aega, ning ei ole siinkohal meile oluline. O

Markus 7.5
Liitfunktsiooni tuletis avaldub kui véilise funktsiooni tuletis sisemise

funktsiooni jéargi korda sisemise funktsiooni tuletis.

Niide 7.11
Leiame f'(z), kui f(z) = (22 + 3)%. Voime votta f(u) = u?, kus u(z) =
2z + 3. Seega

OO0

Naiide 7.12
Leiame f’(z), kui f(x) = sin(5x 4+ 1). Voime votta f(u) = sin(u), kus
u(z) = 5z + 1. Seega

fl(x) = f'(u) u'(x) = cos(u) - 5 = 5cos(5z + 1).

OO0

\

Ulesanne. Leidke funkt-

siooni

f(z) =5z 2z +7)°

tuletis.

\ J
s 3
Ulesanne. Leidke funkt-

siooni
f(z) = ¥4-9z
tuletis.

\ J
Ulesanne. Leidke funkt-
siooni

3
)= ———"—
f@ (6x 4+ 5)%
tuletis.
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7. Péordfunktsiooni tuletis *

7.7 Poordfunktsiooni tuletis *

Poordfunktsiooni  tuletise

leidmise néiteid vaatame

A Teoreem 7.4 N\ praktikumis. See on kasulik

Kui funktsioonil y = f(x) on olemas poordfunktsioon = ¢(y) piirkon- teema, kuid eksamil seda

eraldi ei kiisita.

nas X ja eksisteerib 16plik tuletis ¢’ (y) # 0, siis eksisteerib 1oplik tuletis
f'(x) ning kehtib valem
Fx) = ——. (7.7)

Toestus. Kuna leidub 16plik tuletis ¢'(y), siis ¢ on pidev punktis y ja jare-
likult Ap = Az — 0, kui Ay — 0. Siinjuures funktsioonide {iksiihesusest
tuleneb, et Ay # 0, kui Az # 0. Jarelikult voime kirjutada

Ay 1 1 1
/ 1 — T — —
Flz) = Aligo Az Ali-go Az . Az o'(y)”
Ay lim —
Ay—0 Ay
O
Naiide 7.13

Funktsioonid e* ja In(z) on teineteise poordfunktsioonid (x > 0), s.t.
y=In(z), z=e"

Leiame [In(z)]’, arvestades, et [e¥]’ = e¥. Viimase teoreemi jargi

) = o = =

OO0

Naiide 7.14

Funktsioonid 22 ja 1/Z on teineteise poordfunktsioonid piirkonnas [0, oc),

x:yQ? y:\/-%

Leiame [y/7]’, arvestades, et [y?]’ = 2y. Viimase teoreemi jirgi

OO0

Niide 7.15

Funktsioonid sin(z) ja arcsin(z) on teineteise poordfunktsioonid, s.t.

x =sin(y), y = arcsin(z).

!/ !/

Leiame [arcsin(z)]’, arvestades, et [sin(y)]’ = cos(y). Viimase teoreemi

jargi
1 1

[arcsin(x)]’ = = !

1
(sin(y))’  cos(y) \/1 _ sin’(y) V=22
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7. Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised

7.8 Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised

Moned tulemused oleme toestanud eelnevalt. Lisaks leiab toestusi opikust

Trigonomeetriliste funktsioo-

nide (nt sin(z) ja cos(x))

korral on oluline, et toodud

N\

8.
[ ] tuletisfunktsioonid on antud
4 N juhul, kui argumenti z moo-
Konstandi tuletis on alati null, (Const)’ = 0. detakse radiaanides.
\ J
Kui argumenti * mdéddetakse
/7 N\ kraadides, siis
Astmefunktsiooni tuletis. o
° = — rad.
180
a\/ a—1
xY)' =a-x*"7, a#0. Sel juhul liitfunkisiconi tule
tise reeglist saame, et
Toome eraldi vilja jargmised: dsin(z®) < . (mc >>,
— = = | sin | — =
, da 180
=1 (2?) =22 (1) S z'=—
- - ’ - 27 - . b T
€T T 2/ - TN _
Ve 180 °° (180)
\. J = — g (z°) .
180
7 \ Siit ka pohjus, miks tri-
Eksponentfunktsioonid ja logaritmfunktsioonid. gonomeetriliste funktsioconide
korral opereeritakse koikides
1 tehetes enamasti radiaanide
(") =€, (a®) =a” -Ina, (In|z|) =-—
- ) - ) - abil. Sedasi on lihtsam.
|\
\. _J
e 1
Trigonomeetrilised funktsioonid.
(sinz) =cosz, (cosz) = —sinwx,
(tanz) = (cotz) = — !
cos? x’ sin’ x
. _J
e 1
Trigonomeetriliste funktsioonide pé6rdfunktsioonid.
(arcsing) = ———, (arccosa) .
arcsinz) = ——, (arccosz) = ———,
V1—2x2 V1—z2
1 1
/ li
arctanz) = ——~ arccotr) = ———.
( ) 1422’ ( ) 1+ 22
\. _J

A Markus 7.6

Koikidel pohilistel elementaarfunktsioonidel eksisteerivad tuletised ko-
gu médramispiirkonnas, vilja arvatud funktsioonid y = arcsin(z), y =
arccos(x) (méa#ramispiirkonna otspunktides z = —1 ja « = 1 on l6pma-
tud tuletised) ja funktsioon y = %, kus 0 < o < 1 (punktis 2 = 0 on

16pmatu tuletis voi 1opmatud erimérgilised tihepoolsed tuletised).

Teades pohiliste elementaarfunktsioonide tuletiste leidmise valemeid, saab

leida mistahes elementaarfunktsiooni tuletise.
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Tuletame meelde, et suvaline elementaarfunktsioon saadakse pohilistest ele-
mentaarfunktsioonidest aritmeetiliste tehete ja liitfunktsiooni moodustamise

teel, nende operatsioonidega seotud diferentseerimisreeglid on meil aga teada

(18])-

[ 1
Hiiperboolsed funktsioonid.
(shz) = cha, (cha) =shz, (the) = ——, (cthz) = ——
7 ’ ch?z’ sh?z’
(arshx) = 1 (archz) = 1
IRV VT
1 1
(arth.%‘)l = 1_71:2, (arcthx)l = m
N y

Viited

7. Viited

Two polynomials walk‘
into a bar. The barten-
der, a derivative, asks
them “Can I take you
order?” The polynomials
run out screaming “Help!
The bartender threate-
ned to kill me!” (Porder”
on siinjuures ka poliinoo-
mi jark, ruutpoliinoom
on teist jarku, kuuppolii-
noom kolmandat jne. Se-

da nalja ei saa eesti keeles
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