Olgu antud massiiv a4, ..., a,. Kul mitme vordlemisega on

sealt voimalik leida minimaalne element?

1 m:=1

2 fori1:=2tondo
3 if a, < a,, then
4 m =1

5 return m

n — 1 vordlust. Kas vahemaga saab?



Tuleb leida minimaalne element n-st olemasolevast. Meil
on n volmalikku vastusevarianti, seega €1 saa kiisimusi olla
vahem kui [logn].

[log n| kas-kiisimusega on toepoolest voimalik vahim ele-
ment leida:

1. Kas vahim element on massiivi esimeses pooles?

2. Kas vahim element on
jah: massiivi esimeses veerandis?

el: massiivi kolmandas veerandis?
3. kaheksandik, kuueteistkimnendik, jne.

Aga need kiisimused el ole kujul ,,a; < a;7



Kui me oleme elementidest a4, ..., a, mingeid paare oma-
vahel vorrelnud, siis vahimaks elemendiks voib olla iga ele-
ment, mille jaoks me pole leidnud monda elementi, mis
temast veel vaiksem oleks.

Igal vordlusel suureneb elementide arv, millest me vaikse-
mat elementi teame, tilimalt tithe vorra.

Seega on tarvis vahemalt n — 1 vordlust.



Kui mitut vordlemist on vaja, et leida massiivi aq,...,a,
vahim ja suurim element?

2n — 2 on piisav (vahima jaoks n — 1 ja suurima jaoks ka
n—1).

Loeme, et massiivis on paarisarv elemente

1 if a; < a, then
2 min = 1; maz := 2
3 else

4 min = 2; maz = 1



5 for::=2ton/2

6 if Ao;—1 < Ao, then

7 if a1 < @pin then main (=21 — 1
8 if a,; > a4, then maz := 21

9 else
10 if as; < ayn then min ;= 21
11 if as;_1 > a,g, then maz (=21 -1

Kokku 3n/2 — 2 vordlust.

Kui oleks (n + 1) elementi (paaritu arv), siis oleks 3n/2
vordlust. Seega iildjuhul [3n/2| — 2 vordlust.

Kas vahemaga saab?



min,mazx
> —

Olguaq,...,a, Otsija too alguses fikseerimata. Oraakel fik-
seerib nad (0igemini nende jarjekorra) t66 kaigus, eesmar-
giga anda Otsijale voimalikult palju tood.

Oraakel ei1 tohi too kaigus vastuolulisi vastuseid anda. Nai-

teks a1 < a5, a5 < a3 jJa az < a;.



T'00 kaigus on oraakel fikseerinud elementide a4, ..., a, jar-
jekorra, vol on vahemalt pannud sellele jarjekorrale min-

geid kitsendusi.

Kuna oraakel el andnud vastuolulisi vastuseid, siis leidub

mingl massiiv, kus elementide jarjekord neid kitsendusi ra-
huldab.

Kui otsija tootab selle massiiviga, siis laheb tal sama palju
aega, kui oraakliga suheldes laks.



T00 alguses on n voimalikku vahimat elementi ja n voima-

likku suurimat elementi.

Kui mone elemendi jaoks on leitud temast vaiksem /suurem
element, siis see element ei saa enam vahim /suurim olla.
Too lopuks peab jargi jaama ainult 1 voimalik vahim ele-
ment ja 1 voimalik suurim element.

Oraakel suudab tagada, et see e1l juhtuks varem, kui

[3n/2] — 2 pdringut on esitatud.

Ta peab pidama arvet, millised elemendid on veel voima-
likud vahimad vo1 suurimad.



¢

Kul oraaklilt kusitakse ,,a; < a;7¢ siis soltuvalt sellest,
kas 7 ja 7 on voimalikud vahimad vo01 suurimad elemendid,

tuleb vastata jargmiselt:

N7 || Vs | V| s \J || Vs | vV |s
vs || X |e1]jah| X vs || 2 |1]1|1
v || jah | X | jah | jah \4 1 {1/0|0
S el |el1| X | el S 11010
X |et|jah| 7 1 {0100

X' tahendab, et voib vastata molemat moodi.

.. tahendab, et vastata tuleb kooskolas eelmiste vastustega.

Parempoolne tabel naitab voimalike vahimate ja voimalike
suurimate elementide arvu vahenemist vastates.



Voimalike vahimate ja suurimate elementide arv vaheneb
too kaigus 2n — 2 vorra.

Uhel vordlemisel vaheneb ta iilimalt 2 vorra.

2 vorra vaheneb ta ainult siis, kul molemad vorreldavad
elemendid on nii voimalikud vahimad kui ka voimalikud
suurimad.

Element on korraga voimalik vahim ja voimalik suurim ai-
nult siis, kui teda veel millegagi vorreldud ei1 ole.

Seega vaheneb voimalike vahimate ja suurimate elementide
arv 2 vorra ilimalt |n/2| vordlemisel. Teistel vordlemistel
vaheneb ta tlimalt 1 vorra.

Vaja on seega vahemalt |[n/2|+(2n—2—2|n/2|) =2n —
2—|n/2] =n+|n/2| —2=3n/2| — 2 vordlemist.



Sarnase mottekaiguga (,pahatahtlik oraakel“) saab leida
naiteks ka jargmised alamtokked:

Kul mitme vordusekontrolliga ,,a; = a;7* on voimalik kind-
laks teha, kas massiivis a4, ..., a, leidub kaks vordset ele-

menti?

Antud suunamata graaf, lubatud on kontrollida, kas mingi
kahe tipu vahel leidub serv. Kui mitu kontrolli on vajalik
selleks, et teha kindlaks, kas graaf on sidus?

(Vastused: mdlemal juhul tuleb kéik paarid labi kontrollida.)



Kuidas leida massiivi aq, ..., a, k-ndat elementi mitteka-
hanemise jarjekorras?

Selleks voime leida k£ vahimat element:.

1 for?2:=1to k do
2 m; .= OO

3 fori:=1tondo

4 if a; < my then

5 7:=k—1

6 while 7 > 1 and a; < m; do
7 miy1 .= My

8 7:=7—1

9 Miy1 i= Gy

10 return my,

Siin leidsime k-nda elemendi, mitte tema indeksi.



Keerukus:

e Kaks tsiuklit teineteise sees.
— Valimist taidetakse n korda.

— Sisemist taidetakse kuni k£ korda.

e Seega keerukus halvimal juhul ©(nk).



k-nda elemendi leidmist on voimalik teha ka keskmise kee-
rukusega ©(n). Meetod meenutab kiirsorteerimist.

randomiseeritud vali(a, p, 7, %) leiab massiivi a 16igust p..r
1-nda elemendi mittekahanemise jarjekorras. Ta on:

1 if p=r then return a,
7 := randomiseeritud jaotada(a,p, )
if 2 <7 —p—+1 then
return randomiseeritud vali(a, p, 7, ?)
else
return randomiseeritud vali(a,7 + 1,72 —7+p— 1)

O O & W DN

Beldatud on, et 1 <1 <r—p+1
k-nda elemendi valimiseks: randomiseeritud vali(a, 1,n, k).






Olgu T'(n) randomiseeritud vali keskmine keerukus mas-
siivil suurusega 7n. Siis

T(n) < Z A;max(T(2), T(n —1)) + ©(n),

kus \; on toenaosus, et randomiseeritud jaotada tagastab
1.

Eelmises loengus leidsime, et A\; = 2/n ja A; = 1/n, kui
1> 1.

T(n) < % <max(T(1), T(n— 1))+ max(T(5), T(n - i)))

1=1

+ ©(n)



[lmselt on T' monotoonselt kasvav.

T(n) < % T(n—1)+2 nz_: T(z) | +©(n)
i=[n/2]
:% S T() + 6(n)
i=[n/2]

Siin oleme litkme +T'(n — 1) vStnud litkme ©(n) sisse.



Naitame, et leidub ¢ € N nii, et T'(n) < cn. Induktsioon
ule n-1.

Kui n = 1, siis kui votame ¢ > T'(1), siis vorratus kehtib.

Olgu n > 1. Siis...



n—1

T(n)<% S T(@) + e(n)
i=[n/2]

9 n—1
- Z ct + ©(n)
1=[n/2]

_ e Im2ltn oL 1y fng2] 4 1) + 6(n)

/N

n 2
2c 3n n
< : . — 4+ 0
S5z gz tem
3

= 4cn + O(n) < cn,

sest ¢ vOib votta piisavalt suure selleks, et cn/4 oleks suu-
rem kui liige ©(n).



Oleme nadidanud, et T'(n) = O(n). Ilmselt ka T'(n) = Q(n),
sest juba vahimagi elemendi leidmiseks laheb vaja vahe-
malt n — 1 vordlemist.



Massiivi aq,. .., a, suuruselt .-ndat elementi saab leida ka

deterministlikult, halvima ajalise keerukusega O(n).
Olgu jaotada’(a, 1, 7, b) defineeritud nagu jaotada(a, 2, 7) joo-
nisel 4.4, selle vahega, et suurust b ei1 leita mitte protseduuri

sees, vaid ta on juba parameetrina ette antud.

Funktsioon vali(a, p, T, %) leiab massiivi a 16igust p..r :-nda

elemendi mittekahanemise jarjekorras.



Jagame a,, ..., a, viieelemendilisteks gruppideks (viimane
voib vaiksem olla), leiame iga grupi keskmise elemendi (ja
salvestame massiivi b, mis on funktsiooni ,vali“ lokaalseks
muutujaks).

1 if p =7 then return q,
2 pp:=p; k:=0

3 loop

4 gp :=min(4,r —pp); k:=k+1

5 sorteerida(a, pp, pp + gp) --- meetod pole oluline
6 br 1= Qpp+[gp/2]

7 pp :=pp+5

8 if pp > r then break

Sorteerimismeetod pole oluline, sest sorteerime konstantse
pikkusega 10ikusid, s.t. {ihe sorteerimise keerukus on ©(1).









Leila keskmiste elementide keskmine element ja vota see
veelahkmeks.

9 z:=vali(b1,k, [k/2])
10 j:=jaotada’(a,p,T, )

Jatka, nagu funktsioonis randomiseeritud vali.

11 if2<j7—p+1then
12 return vali(a, p, 7,1)
13 else

14 return vali(a,7 + 1,71 —7+p—1)

Vaide: z on hea veelahe, s.t. temast vaiksemaid elemente

on ©(n) ja suuremaid samuti ©(n).



................




vaiksemad suuremad



Naeme, et z-st vaiksemaid elemente on vahemalt %n — k,
kus k£ on mingi konstant.

Toepoolest, vilestest gruppidest umbes pooltedel on vahe-
malt kolm elementi (kahel grupil voib olla vahem kui kolm)
vaiksemad kui z. Neid gruppe on n/10 tikki.

Liige ,,—k* on tingitud sellest, et kahes vaadeldavas grupis
(grupis, kuhu kuulub z ja grupis, kus on < 5 elementi)
voib olla vahem kui kolm elementi z-st vaiksemad.

Me voiksime k leida, aga analiitisi jaoks pole see oluline.
Samuti on z-st suuremaid elemente vahemalt %n — k.
,vali“ rekursiivsel valjakutsel (rida 12&14) on toodeldava

10igu pikkus ulimalt 1—271 + k.



Seega T'(n) < T([n/5]) + T(:Ln + k) + ©(n).

Naitame induktsiooniga iile n, et leidub cnii, et T'(n) < cn.
Teeme koigepealt induktsiooni sammu. Olgu n piisavalt
suur.

T(n) <c[n/5| +¢(™m/10+ k) + ©(n) <
cn/5+c+7cn/10+kc+O(n) = 9cn/10+ (k+1)c+O(n) =

cn — (¢(n/10 — (k + 1)) — ©(n))

Kui n > 10(k + 1), siis on ¢(n/10 — (k + 1)) positiivne ja

me voime valida c piisavalt suure selleks, et sulgudes olev

liige oleks > 0.

Peale selle valime c vihemalt sama suure kui  max =~
1<n<10(k+1)

(induktsiooni baas). Siis T'(n) < cn iga n jaoks.



Sorteerimine kiirmeetodil ajalise keerukusega ©(nlogn):

kiir sorteeri(a,p,r) on:

1 if p =17 then return
2 pp:=p; k=0
3 loop
4 gp :=min(4,r —pp); k =k +1
5 sorteerida(a, pp, pp + gp)
6 b *= Gpp+1gp/2]
7 pp :=pp+ 5
8 if pp > r then break
9 z:=vali(b,1,k, [k/2])
10 7 := jaotada’(a,p,7, )
11 Xkiir sorteeri(a,p, )
12 kiir sorteeri(a,j + 1,7)



Toepoolest, eelmises loengus nagime, et kui jaotamisel on
molema poole pikkused proportsionaalsed kogu massiivi
pikkusega, siis t66aeg on ©(nlogn).

Antud juhul see nii on. Samuti on jaotamise keerukus (koos

sellele eelneva veelahkme valikuga) lineaarse keerukusega.



