Olgu antud 16igud [ay, by, [az, b2], - - ., [an, bs] (a; < b;).
Utleme, et [a;, b;] ja [a;, b;] ei 16iku, kui b; < a; voi b; < a;.

Tahame leida loikude maksimaalse voimsusega hulga, kus

ukski 101k teisega ei1 loikuks.




Uurime optimaalse lahenduse struktuuri.

Olgu |a;,,b;,], @i, b.],. .., ai,.,b; | mingi optimaalne la-
hendus. Seejuures olgu |a;,,b;,| kbige vasakpoolsem 16ik
(s.t. a;,,b;, koige vaiksemad).

Olgu S koigi nende 16ikude |a;, b;] hulk, kus a; > b;,. Siis
la;,,b:.,],...,]as,,b;, | on maksimaalse voimsusega iikstei-
sega mitteloikuvate 1oitkude hulk hulgast S.

------------
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T'oepoolest, kui leiduks suurema voimsusega uksteisega mit-
teloikuvate loikude hulk hulgast S, siis see koos loiguga

la;,, b;,] oleks suurema voimsusega mitteldikuvate 16ikude
hulk kui [ail, bil]; [Cl,iz, bz’2], ceey [CLim, b; ]

Seega on ulesandel optimaalne alamstruktuur.



Iga 1€ {1,...,n} jaoks olgu
Si ={la;,b;] 1 1 <7< n,a; 2> b},

peale selle olgu Sy = {|a1,b1], [az,b2], - .., [@n, bs]}-

Olgu L; moni maksimaalse voimsusega uksteisega mitte-
1oikuvate 1oikude hulk hulgast S;. Me tahame leida Lg-1.

Iga 7 € {0,...,n} jaoks kehtib
14+ max |L;|, kuiS;#0
L] = S 7

O, kui SZZ(Z) .

Seega on ulesandel kattuvad alamilesanded.



Viide. Iga z,7 € {0,...,n} jaoks S; C S; v6i S; C S;.
Vaide. Kui S; C S;, siis |L;| > |L;|.

Sest kui S; C S, siis ka L; on mingl mitteldikuvate 161kude
hulk hulgast S;.

Seega avaldises

14+ max |L;|, kuiS;#0
L] = [aj,bj]esz-| d 7

O, kui SZZ(Z) .

on meil ilma |L,|-e vdlja arvutamatagi teada, millise 5 kor-
ral maksimum saavutatakse — sellise, kus b, on minimaal-

ne voimalik (teisisénu: S; on maksimaalne voimalik).



Olgu |ay, by], [as, b2, .. ., [an, by] sorteeritud mittekahanevalt
oma parempoolse otspunkti jargi. Loeme, et a4,...,a, Ja
bi,...,b, on globaalsed muutujad.

leia 16ik rek(z) on

1 if 2 > n then return 0

7: =141

while 7 <nand a; <b,doj:=7+1

return {|a;, b;]} Uleia 16ik rek(7)

W N

Lo-1 leidmiseks: leia 16ik rek(1).



Selle algoritmi voime ka mitterekursiivselt kirja panna:

1 J:=Ala,bi]}; 7:=1
2 fori1:=2tondo
3 if a; > bj then

4 J <= [ai,bi]

5 7:=1
6 return J

Keerukus: ©(n).

Eelt66 — loikude |aq,by],...,|a,, b,| sorteerimise — kee-
rukus: ©(nlogn).



Seda omadust, kus me juba ette teadsime, milline alam-
ulesanne lahendada tuleb, nimetame ahne valiku omadu-

seks.

Ulesanded, millel on optimaalne alamstruktuur ja ahne va-

liku omadus, on lahendatavad ahne algoritmiga.



Ahne algoritmi spetsifitseerimiseks tuleb
e defineerida voimalikud alamiilesanded;

e kirjeldada, kuidas mingi alamiilesande lahendus aval-

dub tema alamilesannete lahenduste kaudu;

e paika panna, millise valiku me mingi alamiilesande juu-

res esimesena teeme.
Toestada tuleb,

e et lahenduse kirjeldus alamiilesannete lahenduste kau-

du on korrektne;

e et etteantud valik viib optimaalse lahenduseni.



Valiku korrektsust voib puiuda toestada jargmisel viisil:

1. Vaatame mingit alamiulesannete S; ja tema mingit op-
timaalset lahendust L;. Olgu v lahenduseni L; viinud

lahenduskaigu ,,esimene" valik.

2. Naitame, et kui me v asemel teeksime ahne valiku, siis
|L;| hind ei suureneks.



Olgu antud mingi tahestik 2. Selles tahestikus kirjapandud
sonede esitamiseks arvutis tuleb igale tahele seada vasta-

vusse mingl bitijada.

Olgu antud « : ¥ — {0, 1}*. Siis mingit sone s = s[1] - - - s[|s]]
kujutame bitijadaga k(s|1])x(s[2]) - - - &(s]|s]]).

Uldiselt v6ib mingi bitijada olla mitmeti dekodeeritav. Nai-
teks kui ¥ = {a,b,c} ja kK on

z|lal|b| c

k(z) ||0] 1|01

siis 011001 voib tahendada nii sonet ,,abbaab* kui ka ,cbac*
(ja teisigi).




Selleks, et 1ga bitijada oleks uheselt dekodeeritav, piisab
kui mitte ihegi z,y € ¥ jaoks k(z) C k(y). Selliseid ko-

deerimisviise nimetatakse prefikskoodideks.

Naide prefikskoodist:

zl|lal b C d e f
k(z) || 0| 101 | 100 | 111 | 1101 | 1100

Muuhulgas on prefikskoodid koik koodid, kus koik koodi-

sonad on vordse pikkusega.




Suvalise koodi vOib esitada (margendatud) kahendpuuna,
kus

e mingit sisemist tippu tema vasaku alampuu juurega
uhendav serv on margendatud 0-ga, teda tema parema
alampuu juurega uhendav serv aga 1-ga;

e puus on olemas koigile koodisonadele (ja nende prefik-
sitele) vastavad teed juurest mingisse tippu, teisi teid
el ole;

e puu tipp on margendatud mingi tahega, juhul kui sel-
les tipus loppev tee vastab selle tahe koodisonale.

Kood on prefikskood parajasti siis, kui talle vastavas ka-
hendpuus on ainult lehed margendatud tahtedega.



Naited:

k()

1101

1100




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101




Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bf



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bf



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfa



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfa



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfa



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfa



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfad



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfad



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfada



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfada



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfada



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfada



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfada



Naide prefikskoodi dekodeerimisest:
1011101011101101

bfadaf



Olgu meil teada koigi tahtede esinemiste arvud tekstis.
Tahame leida prefikskoodi, mis teksti kodeeringu pikkuse

minimeeriks.
Iga tahe z € ¥ jaoks olgu ¢(z) tema esinemiste arv tekstis.

Defineerime koodi Kk hinna w, jargmiselt:
we = > o()|k(z)],
TEL

me tahame seda minimeerida. Olgu T, koodile x vastav

puu.



Olgu meil antud mingi optimaalne kood k ja sellele vastav

puu T,.. Uurime selle puu struktuuri.

Selle puu igal sisemisel tipul on kaks alluvat. Kui oleks
uksainus, siis voiks selle tipu ,valja ogvendada®. Selle tipu
all olevate lehtede margendite koodisonad luheneksid selle

operatsiooni kaigus.

0

L=




Olgu v mingi sisemine tipp, mille molemad alluvad on le-

hed. Olgu z ja y nende lehtede margendid.

Olgu z taht, mis ei kuulu tahestikku .. Olgu ¥/ = ¥\{z, y}U
12}

Vaatame puud 7" ja talle vastavat koodi s’ tahestiku ¥

jaoks, mis on defineeritud jargmiselt:



/



Kui defineerime ¢(z) = ¢(z) + ¢(y) (s.t. asendame nii z-i
kui ka y-i z-ga), siis w. = we — @(x) — p(y).

k' peab olema optimaalne kood ¥’ jaoks (tdhtede esine-
miste arvud on antud ¢-ga), sest suvaline kood ¥’ jaoks

on muudetav koodiks 2! jaoks, nii et hind suureneb ainult
p(z) + ¢(y) vorra.

Ulesandel on optimaalne alamstruktuur. Alamiilesanne on
maaratud tahestikuga, kus on vahem elemente kui X-s,

ning tahtede esinemiste arvudega.

Voimalikke alamiulesandeid on palju...



Alamulesande valikuks tuleb fikseerida kaks tahte. Need
kaks tahte on tekkivas koodipuus naabrid.

Ahne valiku omaduse tdidetud olemiseks on vaja (ilma ala-
miilesandeid lahendamata) teada kahte tahte, nii et need

mones optimaalses koodipuus naabrid oleksid.

Nendeks kaheks taheks sobivad kaks koigi harvemini esine-

vat tahte. Naitame seda.



Olgu Kk mingl optimaalne kood ja T, sellele vastav puu.
Olgu u ja v selle puu naaberlehed, mis asuvad juurest nii
kaugel kui voimalik. Olgu z,y € 2 tippude u ja v margen-
did, loeme et p(z) < ¢(y).

Olgu a,b € X kaks koige harvemini esinevat tahte, olgu
p(a) < ¢(b). Muuhulgas siis ¢(a) < ¢(z) ja ¢(b) < ©(y).

Olgu T" saadud T,-st, vahetades seal margendid a ja z;
olgu k' vastav kood. Olgu T" saadud T"-st, vahetades seal

margendid b ja y; olgu «” vastav kood.
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we — we = p(a)(|k(a)| — |£'(a)]) + ¢(z)(Ix(z)| — |£'(2)])
= p(a)(|x(a)| — |K(z)]) + o(z)(Ix(z)] — |x(a)])
= (p(z) — ¢(a)) (|x(z)| — |x(a)|)
>0-0=0

we — Wer = (b)(|'(0)] — [£"(B)]) + (v) (|&'(y)] — |&"(¥)])
— o) (K ®) - K @)]) + e@) (K@) - KO))
= (¢(y) — @) (I&'()] — |'(b)])
>0-0=0

Seega W, = W, = We. Bt K on optimaalne kood, siis
w, = W, seega on ka k" optimaalne kood.



Oleme leidnud, et optimaalset koodi on voimalik konst-

rueerida ahne algoritmiga.

Koodipuud konstrueeritakse lehtedest juure poole. Algo-
ritmi igal iteratsioonil on antud (konstrueeritava koodipuu
alam)puude hulk 7. Igal puul hulgast 7 on antud esinemis-

sagedus.
Algoritmi t66 alguses on T-s |X| iihetipulist puud, mille
ainsad tipud on margendatud X tahtedega. Iga puu esine-

missageduseks on vastava tahe esinemissagedus.



Uhel iteratsioonil:

e Leia J-st kaks vahima sagedusega puud 77 ja 75 ning

eemalda nad.

e Konstrueeri uus puu 7"
— Juurtipuks vota mingi uus tipp v.

— Vasakuks alampuuks vota 77 ja paremaks T5. Ser-
vad v-st T7 ja T5 juurtippudesse margenda vastavalt

0 ja 1-ga.
e Lisa T hulka 7.

Programm lopetab too, kui hulka T on jaanud tksainus

puu. See puu voetaksegi koodipuuks.
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Eeltoodud algoritmiga leitud koode nimetatakse Huffmana
koodideks.



(Juureta) puu on sidus tsiikliteta graaf.

Graafi aluspuu on selle graafi alamgraaf, mis sisaldab koiki

selle graafi tippe ja on puu.

Graafi aluspuud kujutavad endast ,odavaimaid voimalusi®

selle graafi tippude kokkuihendamiseks.

Etteantud graafi aluspuu on maaratud selle puu servade

hulgaga.



Vaatame sidusat graafi G = (V, E). Olgu igale selle graafi
servale e € E omistatud kaal w(e) € R*.

Graafi alamgraafi kaalu defineerime kui koigi selle alamgraa-
fi servade kaalude summa.

Ulesanne: leida graafi minimaalse kaaluga aluspuu.



Uurime ulesande struktuuri. Olgu meil antud graafi G =
(V, E') mingi minimaalse kaaluga aluspuu T'. Olgu V3, V, C
V sellised, et ViNVo, =0ja VUV, =V (st. V3, Vo, on V
tiikeldus).




Vaatame koiki servi, mille uiks otstipp on hulgas V7 ja teine

otstipp hulgas V5.

Naitame, et puud T on voimalik muuta nii, et tema kaal ei
suureneks ning ta sisaldaks neist servadest vahima kaaluga

SEIrva.



Kui vahima kaaluga serv e juba kuulub puusse T', siis pole

tarvis midagi teha.

Kui ei, siis. ..

on graafis T'+ e tsiikkel. Suvalise serva kustutamine sellest

tsuklist annab meile mingi aluspuu.



Selles tsiiklis peab olema peale e veel moni serv, mis on

poolte V; ja V, vahel. See serv e kuulub puusse T ja
w(e') > w(e).

Muudame puud T nii, et eemaldame serva e’ ja lisame serva

e. Tahistame tulemust 7"-ga.



Puu 7" kaal pole suurem kui 7" kaal, sest e kaal pole suurem

kui e’ kaal. Seega on ka 7" minimaalse kaaluga aluspuu.



Toestatud vaite uldistus: olgu Vi, V,, ..., Vi tipuhulga V
mingi tiikeldus (s.t. VU--- UV, =V ja V; NV, = 0).
Slls saame minimaalse kaaluga aluspuud 7" muuta nii, et
minimaalse kaaluga serv, mis on mingi kahe tiiki vahel,

sinna puusse kuuluks.



Kul see minimaalse kaaluga serv e on tikkide V; ja V; va-
hel, siis vaatame tipuhulga tikeldust kaheks osaks — V; ja
V'\V;. Peale seda rakendame tGestatud tulemust.



Seega on meil voimalik graafi minimaalse kaaluga aluspuud

leida jargmise ,ildise” ahne algoritmiga:

Olgu J nende servade hulk, mis me oleme juba otsitavasse
puusse votnud (t66 alguses J = 0). Kui kdik servad ei ole

veel kokku uhendatud, siis taiendava serva lisamiseks:

e Defineeri mingi graafi tipuhulga V tiukeldus nii, et iiks-

ki1 J-1 kuuluv serv ei oleks kahe tiuki vahel.
e Lisa J-1 minimaalse kaaluga serv kahe tiuki vahel.

Brinevad viisid tukelduste defineerimiseks annavad erine-

vad algoritmid.



Kruskali algoritm: tiikelduse tiikkideks on graafi (V, J)

sidususkomponendid, s.t. tukeldus on peenim voimalik.

Prima algoritm: peetakse puusse juba kuuluvate tippude
hulka U. Algseis: iiks suvaline tipp. Tiikeldus on (U, V\U).



Kruskali algoritm (Kiho konspekt, joonised 6.15 ja 6.16):

1. Sorteeri graafi koik servad kaalu jargi mittekahanevalt.

Olgu sorteerimise tulemuseks massiiv ey, ..., e,. Olgu
J=0.

2. forz=1tom do

e Kui e; on graafi (V, J) kahe sidususkomponendi va-
hel, siis lisa e; hulka J.

3. Tagasta J.
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Algoritm peab arvet pidama, millised tipud on samas ja

millised erinevates siduskomponentides.

Sidususkomponendid kujutavad endast V mingi tikelduse
tukke.

Alguses on iga tipp eraldi tiikis, algoritmi too jooksul iithen-
datakse tikke.

Andmestruktuurid klasside kujutamiseks (vt. Kiho kons-
pekti, jaotis 3.3) lubavad jargmisi operatsioone efektiivselt
teha:

e kahe elemendi samasse klassi kuulumise kontroll;

e kahe klassi ihendamine.



Keerukus:

e Sorteerimine — O(|E|log |E|).

e Servade lisamine — O(|E|a(|V])), kus a(n) on iihte-
kokku n elemendiga klasside opereerimisel iithe operat-

siooni (amortiseeritud) keerukus.

a on vaga aeglaselt kasvav funktsioon. Seega on kogukee-
rukus O(|E|log |E|) ehk O(|E|log |V|), sest

V| =O(lE]), |E| = O(IV]*)

ja seega log |E| = ©(log |V]).



Primi algoritm (Kiho konspekt, joonis 6.17):
Initsialiseerimine:
Hulgaks U vota iks tipp.

Koik iilejaanud tipud pane kahendkuhja @ (juurtipus on
vahima votmega Kkirje, s.t. minimaalse elemendi eemalda-

mine on kiirelt tehtav).

Tipu v votmeks on vahima kaaluga sellise serva kaal, mille
uheks otstipuks on v ja mille teine otstipp on U-s. Kui
sellist serva ei leidu, siis on votmeks oco. Kui leidub, siis

tahistame teda e,, ta peab tipu v juures salvestatud olema.

Konspektis: tippe votmevaartusega oo kuhja eir voeta.



Iteratsioon: vota kuhjast () vahima votmevaartusega tipp

V.
e Lisa v hulka U ning e, konstrueeritavasse aluspuusse.

e Kai labi tipuga v intsidentsed servad. Kui mone serva

e korral e teine otstipp z el kuulu U-sse, siis
— Kontrolli, kas w(e) on vaiksem kui z-i voti. Kui jah,
S118
x vota z-i1 votmevaartuseks w(e) (ja tee kuhjas
vii tiles(z));

x vota e, -ks e.

Too loppeb, kui ) tihjaks saab.



Keerukus:

e Initsialiseerimine: tippude votmete initsialiseerimine —
O(|V|), kuhjastamine — O(|V]).
e [teratsioonid:
— Kuhjast vahimate elementide votmine — O(|V | log |V']).
— Servade tootlemine — O(|E|log|V]).
— Kui aga kasutada mitte kahendkuhja, vaid Fibo-
nacct kuhja, siis vastavalt O(|V|log|V|) ja O(|E|).

Kokku seega O(|E|log |V|) (Fibonacci kuhja korral O(|E|+
V]log|V])).
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