Tasandi punktide hulk = R x R.
(Sirg)loiku kujutame tema otspunktide paarina.

Vektorit kujutame tihe punktina — sellena, milleks ta tei-

sendab koordinaatide alguspunkti.

Antud n sirgloiku. Kas nende seas leidub kaks tukki, mis

teineteisega loikuvad?



Antud kaks vektorit p; ja p,. Vektorit p; tuleb poorata
ulimalt 180° uhes vO1 teises suunas, selleks, et ta langeks
kokku vektoriga p,.

P2
P1

D1

D2

Kummas suunas?



(z2,92)

P2 (1, ¥1)

v D1
P1

(0,0)

Meid huvitab ¢, —¢;. Meid huvitab, kas see vahe on 180°-st

suurem vol vaiksem.

Meid huvitab, kas sin(¢s — ;) on positiivne voi negatiivne.



sin(@y — (1) = sin Y, COS P — COS P, Sin P =
Y T1 T2 U
p2| [p1]  |p2| P

Kuna |p;| ja |p2| on positiivsed, siis huvitab meid avaldise

L1Y2 — TaYq mark.

Kui see on positiivne, siis on p, pi-st ,vasakul”, kui nega-
tiivne, siis ,paremal”. Kui ta on 0, siis on p; ja p, samasi-
hilised.



Kuidas kontrollida, kas 16igud p;ps ja p3ps loikuvad?

Ebatapsusi sissetoovaid tehteid (naiteks jagamine) ei ta-
haks seejuures kasutada.

Kontrollime koigepealt, kas neid piiravad horisontaalsete
ja vertikaalsete kiillgedega ristkiilikud loikuvad.

— — — ——

Kui ei, siis el 1oiku ka sirgloigud.



Olgu p; = (z;,y;) (kus 1 <2 < 4). Olgu

£; = min(zy, z,) 71 = min(y1, y2)
T, = max(zy, z5) U2 = max(y1, y2)
T3 = min(z3, T4) U3 = min(yz, Ya)
Z, = max(zs, T4) ¥4 = max(ys, Ya),

Siis need ristkiilikudd on vastavalt £; <z < Zy, 91 < Y <
U Ja T3 < T < Ty, Y3 < Y < Yg. Nad 101kuvad parajasti siis,
kul nad loikuvad molemas dimensioonis.

Loikuvad, kui 23 < 25 ja 21 < 24.



Oletame, et piiravad ristkulikud loikuvad. Vaatame sirgeid,

mille maaravad need sirgloigud.

Kui ks 101k asub teisega maaratud sirgest iithel pool, siis
nad e1l loiku. Kui kumbki loikab teisega maaratud sirget,

siis nad loikuvad.



D3P4 asub p1po-ga maaratud sirgest uhel pool parajasti siis,
kui tema molemad otspunktid asuvad sellest tithel pool.

/

y Pa

2 2

P3 D3

Meil tuleb leida, kummale poole jaavad vektorist plp; vek-
torid p1p3 ja pipa.

Samuti, kummale poole jaivad vektorist psp, vektorid psp;
L —
Ja P3P2.



Mis siis, kul moned neist vektoritest on samasihilised?

2 Y <
D4 D2 /
D3 aiai

D1 | |

Siis voime lugeda, et ks 101k 1oikub teise poolt maaratud

sirgega.

Parempoolne variant pole siinkohal voimalik, sest me ole-
me juba kontrollinud, kas piiravad ristkulikud loikuvad.



vekt asend((z1,¥1), (z2,¥2)) on

1 d:=2z1Yy2 — T2y
2 if d > 0 then return ,,+*
3 if d < 0 then return ,—" else return ,,0“

p3_asend((z1, 1), (22, ¥2), (23, ¥3)) on

1 return vekt asend((z2 — T1,%2 — ¥1), (T3 — T1, Y3 — V1))

léik_sirge?((:cl, yl)) ($27 y2)7 (.’.133, y3)7 (.’L'4, y4)) on

1 a:=p3 asend((z1,v1), (Z2,¥2), (Z3,¥3))

2 b:=p3_asend((z1,%1), (T2,¥2), (T4, Ys))
3 if a=,0"or b=,0then return true

4 return (a # b)



161k bbox?((z1,¥1), (22, Y2), (%3, ¥Y3), (T4, Ys)) on

1 21 := min(xy,z2); 91 := min(yy, Y2)
2 oy :=max(zq,T2); Y2 := max(y1, Y2)
3 23 :=min(zs,T4); U3 1= min(ys, Ya)
4 %, :=max(zs, T4); Ja := max(ys, Ya)
5 return (£3 < 22) A (21 < 22) A (Us < 92) A (1 < Ga)

16ikuvad 16igud?(py, p2, P3, Ps) ON

1 return 16ik bbox?(pi, p2, P3, Ps)

and 16ik sirge?(p1, P2, P3, P4)
and 16ik sirge?(ps, P4, P1, D2)



Olgu meil nuud antud sirgloigud s4,...,s,. Tahame leida,
kas nende seas moned omavahel loikuvad. Koiki loikuvaid

paare ei taha leida.

Loeme, et ukski 101k el ole vertikaalne ning ukski kolmik ei

16iku uhes punktis.

Lahendusidee: libistame vertikaalset joont iile nende 161ku-
de vasakult paremale, kuni leiame 16ikepunkti (v6i jouame
koigist 16ikudest iile).

Peame arvet, mis jarjekorras antud sirgloigud selle verti-
kaalse joonega loikuvad.



Loigatavad loigud: s;




Loigatavad loigud: sy, s



Loigatavad loigud: s, S3, So



Loigatavad loigud: ss, s



Loigatavad loigud: sg4, S3, So



Loigatavad 1oigud: sg4, S3, Sa, Sk



Loigatavad loigud: sg4, Se, S3, Sa, S5



Loigatavad 1oigud: s4, Se, S2, Sk



Loigatavad loigud: sg, Sa, Sk



Loigatavad loigud: s, Sg, Ss



Paneme tahele, et senikaua, kuni pole olnud uhtegi 10ike-
punkti, 1oikude suhteline asend vertikaalsel joonel e1 muu-

tu.

Enne, kuil mingid kaks 10iku loikuvad, peavad nad verti-

kaalsel joonel jarjest esinema.

Algoritmis me votame mingite kohtade peal vertikaalsed
jooned, nendel jarjest mingid kaks 16iku ning kontrollime,
kas need loigud loikuvad.

Kohtade valik on selline, et me iihtegi 16ikumist maha el

maga.



Olgu p4, ..., po, l0ikude s4,..., s, otspunktid, mis on sor-
teeritud z-koordinaadi jargi (kui kahe punkti z-koordinaadid
on vordsed, siis y-koordinaadi jargi).
Olgu T diunaamiline jarjend, mis toetab jargmisi operat-
sloone:

e lisa(T), s),

o kustuta(T,s),

o eelmine(T) s),

e jargmine(T),s).
T'-s hoiame loike. T-ks sobib kahendpuu. Kui ta on AVL-
puu, siis on koik operatsioonid keerukusega O(logn).



lisa(T, s) peab panema s-i kohta, mis vastab tema posit-
sioonile vertikaalsel joonel.

Vordlemaks, kas s asub juba T-sse kuuluvast s’-st iileval
vol allpool, uurime, kumba pidi asuvad allpool kujutatud
vektorid.




Kai punktid p4, ..., p2, vasakult paremale labi ja

e Kui p;, on mingi s-1 vasakpoolne otspunkt, siis

— lisa(T, s)

— kui eelmine(T, s) / jargmine(T, s) leidub, siis kont-
rolli, kas ta 1oikub s-ga. Kui jah, siis tagasta ,,jah"
ja lopeta.

e Kui p; on mingi s-1 parempoolne otspunkt, siis

— kui eelmine(T), s) ja jargmine(T’, s) molemad leidu-
vad, siis kontrolli, kas nad loikuvad. Kui jah, siis
tagasta ,,jah" ja lopeta.

— kustuta(T), s).

Kui loikumisi e1 leitud, tagasta ,ei”.



[lmne on, et kui algoritm tagastab ,,jah", siis leiduvad 10i-
gud, mis loikuvad. Algoritm on siis just ihe paari leidnud.

Naitame, et kui ta tagastab ,,e1“, siis selliseid loike e1 leidu.

Oletame vastuvaiteliselt, et algoritm tagastab ,e1“, aga min-

gid 1oigud s; ja sy loikuvad.

Loikugu s; ja s, nii vasakul kui voimalik. Kui vahima z-
koordinaadiga loikepunkte on mitu, siis valime neist alu-

mise.

S.t. 51 ja s; loikepunktist vasakul el toimu uhtegi loikumist.



Alaku s; enne s,-e. Kul s, alguspunkti tootlemaisel e1 leita
ules tema loikumist s;-ga, siis peavad mingid loigud veel
S1 Ja Sy vahel asuma.

Vaatame neid 10ike. Nad koik loppevad enne s; ja s, 10i-
kumist. Olgu s’ 10ik, mis neist kdige hiljem 1oppeb. Tema
l1oppemisel avastatakse s; ja sy 1oikumine.



Algoritmi tooaeg:
e 2n punkti sorteerimine — O(nlogn).
e Tsiikkel ile 2n punkti, igal iteratsioonil
— kolm operatsiooni jarjendiga T, keerukus O(logn).
— kuni kaks 16ikude 16ikumise kontrolli, keerukus O(1).
Seega kokku O(nlogn).
Kokku on siis t66aeg O(nlogn).

Koikvoimalikke 10ikumisi pole selle ajaga voimalik iles lu-
geda, neid véib olla Q(n?).



Olgu antud mingid punktid pg, p1, ..., p.. Nende kumeraks
katteks nimetatakse vahimat kumerat hulknurka, mis koiki
neid punkte sisaldab.

Kumera katte tipud on mingites neist punktidest.

Kuidas leida punktihulga kumerat katet?



Grahamt seiremeetod. Olgu py koige vaiksema y-koordinaadiga
punkt. Kui neid on mitu, siis koige vaiksema z-koordinaadiga.

ulejaanud punktid

Po

Sorteerime ulejaanud punktid p; vektorite M tousu jargi.

Do

P1o




Punktide vordlemiseks vaatame, kumba pidi on jargmised
vektorid.

Po
S.t. tousunurki el tule valja arvutada.

Kui mitmel punktil on sama tousunurk, siis voime arves-
se votta ainult kaugeima punkti. Lahemad punktid jaavad
kindlasti kumeraks katteks oleva hulknurga sisemusse.

Kaugeim punkt — suurima y-koordinaadiga.



Punktide Do, P1, P2 kumer kate on (p07p17p2)° (k'lll Do, P1 ja
D2 €l asu iihel sirgel)

Olgu me juba leidnud punktide pg,...,p; kumera katte
(qo, - - -,q;). Vaatame punkti p; ;. Ta kuulub kindlasti punk-

tide po, ..., p;11 kumerasse kattesse.
Do
Ds Ds
D7
P1o )
b1

Po



Kontrollimaks, kas g; kuulub pq,...,p;+1 kumerasse kat-

tesse, vaatame vektoreid qj_lq;- ja q;—1Dit1-

Do
D6 D5
Y %

P1o

D1

Po

Kui qj_lpz-ﬁ asub qj_lq;- -st paremal, siis el kuulu g; punk-

tide po, ..., p;11 kumerasse kattesse.

Sel juhul vahendame 7-1 ihe vorra ja proovime uuesti.



Do
. D6 D5
P1o e
3 752 P1o
Po Pr

Kui q,_1p; > ;
i—1P;+1 asub g; '
;—1g;-st vasakul, sii
kumera katte leidnud. See on (g SR
0y Qjap’i—l-l)-

Do

P1o




P1o

Algoritmi realiseerides on mottekas punkte q, . . ., g; pinus

hoida, ni1 et g; on pealmine.



Keerukus:
e Vahima y-koordinaadiga punkti otsimine — O(n).
e Sorteerimine — O(nlogn).

e Kumera katte leidmisel voib iga punkt
— (tapselt) tihel korral kattesse sattuda;
— ulimalt uhel korral kattest eemaldatud saada.
Seega votab punktide lisamine/eemaldamine aega O(n).
e Igale vektorite omavahelise asendi vordlemisele jarg-

neb kas mingi punkti lisamine kattesse voi eemaldami-
ne sealt. Seega on vordlusi O(n).

Kokku seega O(nlogn).



Jarvise mahkimismeetod. Olgu py koige vaiksema ja pg
koige suurema y-koordinaadiga punkt. (kui neid on mitu,

siis kdige vasakpoolsem(ad))

g?k

Ni1 py kui ka px kuuluvad kumerasse kattesse. Neist kahest
punktist ,paremale” jaava kumera katte osa leidmiseks:



Eisimeseks punktiks kumera katte parempoolsel osal vota-
me po-1. Kul p; on viimane leitud punkt kumera katte pa-
rempoolsel osal, siis vaatame vektoreid p;-st koigisse teis-
tesse punktidesse.

Pk

D;

Po

Jargmiseks punktiks votame parempoolseima vektori teise
otstipu. Jatkame, kuni jouame pg-ni.

Samamoodi lelame kumera katte vasakpoolse osa.



Keerukus: Punkti lisamisi kumerasse kattesse on samapalju

kui kumeras kattes punkte on.

Igal lisamisel tuleb leida parem- /vasakpoolseim punkt. Leid-
mine on analoogiline massiivi minimaalse elemendi leidmi-

sega. Uhe punkti lisamise keerukus on seega O(n).

Kogukeerukus on O(nh), kus h on tippude arv kumeras
kattes.

Valides Grahami ja Jarvise meetodite vahel tuleks vorrelda
suurusi h ja logn (s.t. nende eeldatavate vaartuste proport-
sioone konkreetses rakenduses).



Antud punktid pq, ..., p, (kik erinevad). Leida nende seast
kaks teineteisele lahimat punkti.

Lihtne lahendus — vaatame koik punktipaarid labi, leiame
nendevaheliste kauguste seast minimaalse. Keerukus: ©(n?).

Punktide p; = (z1,y1) ja p2 = (z2,y2) vaheline kaugus
d(p17p2) on

V(g2 — )2+ (Y2 — 1)?

Kuil me vaid kaugusi vorrelda tahame, siis piisab kauguste

ruutude vordlemisest. S.t. ruutjuurt pole tarvis votta.



Rekursiivne lahendus:

1. Jaga punktihulk P kaheks vordse suurusega osaks P,
ja Pg, lela kummastki osast vahima kaugusega punk-
tipaar.

e Rekursioon 10ppeb, kui |P| < 3.

2. Vali neist kahest paarist lahem, olgu nendevaheline
kaugus 0.

3. Kontrolli, kas leiduvad punktid p;, € P;, ja pr € Pk,
nii et d(pr,pr) < 0.

e Piisab selliste punktide p;, € P;, vaatamisest, mis on
hulgale Pr lahemal kui 0. Sama pr € Pg jaoks...



Jaotamise teeme vertikaalse sirgega.

Sirgele jaavad punktid voivad kuuluda nii uhte kui ka teise

poolde.

Olgu X, ..., X,, punktid p4, ..., pn, sorteeritud z-koordinaadi
jargi. Massiivi X kasutame vertikaalse sirge valikul.



Olgu d; vahima kaugusega punktipaari kaugus osas F;, ja
dr sama asi osas Pg. Olgu 0 = min(dz,dg).

Kui p;, € Pp, ja pr € Pr on sellised, et d(pr,pr) < 0, siis
on py, ja pr eraldavast vertikaalsest joonest kaugusel < 6.

)




Olgu P’ C P koigi selliste punktide hulk, mis on valitud
vertikaalsest sirgest kaugusel < 9. Olgu Y’ nendesamade
punktide jarjend, y-koordinaadi jargi sorteeritud.

Olgu Y/ ja Y} (7 > 2) teineteisele lahimad punktid P’-st.
Kui d(Y;,Y!) <9, siis 7 —1 < 6.

R
S.t. (kui eelmine 10ik on Gige, siis) selleks, et leida teine-
teisele lahim punktipaar P’-st tuleb vaadata labi massiiv
Y’ ja leida mingi punkti Y kaugused ainult punktidest
Y., ...
ne on tehtav lineaarses ajas.

, Y\ . S.t. teineteisele 1ahima punktipaari leidmi-



Kui d(Y},Y}) <4, siis asuvad punktid Y} ja Y} ristkiilikus

mootmetega 20 x 0.

Y-/ J

Uldisust kitsendamata loeme, et Y, € P;. Vaatame juhtu,

kus Y; ei asu vertikaalsel sirgel, mis eraldab P.-i ja Pg-i.



Vaatame koiki Pgr-1 kuuluvaid punkte, mis sinna ristkiu-
likusse kuuluvad. Iga kahe Py-1 kuuluva punkti vaheline
kaugus on vahemalt .

Nad ko6ik kuuluvad ruutu méoétmetega § x 4.

Pr
- :

Mahub ulimalt neli tukki.



Vaatame koiki P;-1 kuuluvaid punkte, mis sinna ristku-
likusse kuuluvad. Iga kahe Pp-1 kuuluva punkti vaheline
kaugus on vahemalt .

Nad ko6ik kuuluvad ruutu méotmetega § x 4.

L

Mahub iilimalt kolm tiikki (kaasa arvatud Y).



Kui Y, asuks P.-i ja Pg-i eraldaval vertikaalsel sirgel, siis
mahuks vasakule poole neli punkti (k.a. Y;) ja paremale
poole kolm.

Seega kuulub vaadeldavasse ristkiilikusse mootmetega 20 x

¢ ilimalt kuus punkti peale Y.



Algoritm:

Eeltoo: sorteeri punktid py, ..., p, z-koordinaadi jargi mas-
siivi X ja y-koordinaadi jargi massiivi Y. Kui kahel punktil
on koordinaat vordne, siis vota ettepoole see punkt, mille

teine koordinaat on vaiksem.

Pohitoo teeb ara funktsioon ldhimad punktid(X,Y, n).



lahimad punktid(X,Y,n) on

if n = 2 then return (X, X5)
if n = 3 then
return ldhim kolmest(X:, Xz, X3)
k:=|n/2]
Xt = X1, k; Xt = Xkit1..m
¥ :=0; 17 :=0
for 2:=1ton do
if V;.z < Xg.z or Y;.x = Xp.z AN Y;.y < Xi.y then
=1+ 1,Y7 =Y,
else
=1+ 1L, YR =Y,
(gF,q%) := lahimad punktid(X*, Y%, k)
(¢f, ¢;") := lahimad punktid(X%, Y%, n — k)

© 00 O Ot WD =

e
w N = O



14 682 := (¢F.z — gk.z)? + (¢.y — ¢t .y)?
15 672 := (qf'.z — ¢f'.z)* + (q¢f.y — ¢fl.y)?
16 if 672 < 672 then

17 druut ;= 5L2; g, ‘= Qf§ g2 ‘= QZ{J

18 else

19 druut = 072%; q; = Qf'; g2 = qu

20 I':=0

21 for:1:=1tondo

22 if (V;.2 — Xy.z)* < druut then

23 UV''=0U'4+1,Y:=Y,



24
25
26
27
28
29

fort:=1tol'—1do
for 7 := 1 to min(6,!' — 2) do
druut := (Y;.z — Y/.z)* + (Y.y — Y} .y)°
if druut < druut then
oruut :=druut; ¢ :=Y]; @2 :=Y;
return (g, g2)



Keerukus:
e FEeltoo (sorteerimine) — O(nlogn).
e Kui protseduurilahimad punktid tooaeg sisendil suu-
rusega n on iilimalt T'(n), siis T'(n) = 2T(n/2)+O(n).

— See O(n) tuleb sellest, et meil on tsiikleid tile koigi
punktide, pole aga kahekordseid tsiikleid.

x for 7 := 1 to min(6,!' — 2) do ei loe.
See rekurrents on lahendatav esimeses loengus toesta-

tud teoreemiga. Saame T'(n) = O(nlogn).

Kokku seega O(nlogn).



Olgu antud hulknurk tippudega p4,...,p, ning punkt g.
Kas g asub hulknurga p;ps - - - p, sees?

D2

>
N
Y

D1
Dn



Vaatame mingit kiirt, mis lahtub punktist g. Kui g asub
hulknurga sees, siis 10ikab see kiir seda hulknurka paaritu
arv kordi, muidu paarisarv kordi.

Millal 16ikab 16ik p;p; (loeme, et p;.y < p..y) horisontaal-
set kiirt, mis laheb punktist ¢ paremale?
P2
®* P1.Y < §Y K P2 g

o m jaab plp; -st vasakule.
P1



. i

Mida teha siis, kui kiilje p1p; (kus p;.y < po.y) moni tipp

on g-st algaval kiirel?
Loeme nii:
e Kui py.y = q.vy, siis el loiku.
o Kul p;.y = q.y < p,.y, slis loikub.

S.t. kiir on ,kaduvvaikesel maaral ilevalpool“ oma tegel i-
kust asukohast.



Naide;:

. Y —

Seitse 1oikumist = sees.

Kodunud juhu muutsime mittekodunuks vaikese hairituse

lisamisega.

Keerukus — O(n).



Kumera hulknurga puhul on punkti kuulumist hulknurka
voimalik vélja selgitada kiiremini, ajaga O(logn). Loeme,
et oo, ..., p, on antud kellaosuti litkumise suunas.




. Olgu r mingi punkt hulknurga sisemuses. Sobib suva-

lise kolme tipu keskmine.

. Leia, millisesse sektorisse p;7p; 1 kuulub punkt g. See
on tehtav kahendotsimisega.

. Leila, kas 7q ja p;p;+1 loikuvad.



Olgu antud hulknurk pp; - - - pn, tipud olgu kellaosuti lii-

kumise suunas.
Kuidas leida selle hulknurga pindala?

Olgu p; = (i, y:). Loeme, et y; > 0. Leiame trapetsite

(337;, 0)—(:132', yi)_(xﬂ-l: yz’—l—l)_(xi—l—h 0)_(:3??: O)

pindalad. Siin 1 <72 < n jat+1 on leitud mod n. Pindalad
on margiga — kul z;,,1 > x;, siis on pindala positiivne,

muidu negatiivne.

Trapetsite pindalate summa on hulknurga pindala.






a=/a














































































Antud punktid p4, ..., p,. Leilda nende seast kaks teinetei-
sest koige kaugemat punkti.

On isna ilmne, et need kaks punkti peavad asuma nende
punktide kumeral kattel, aga see jareldub ka jargmisest
lausest.



Lause. Olgu g mingi punkt ning olgu p; punktist g kaugeim
punkt punktide pq,...,p, seas. Olgu s sirge, mis on risti

10iguga gp; ja labib punkti p;. Siis s-1 ja punktide pq, ..., p,
kumera katte ainus thine punkt on p;.




Vastasel juhul voiks mooda katte sisse jaavat s-1 osa liitku-
des g-st kaugemate punktideni jouda.




Olgu meil antud kumer hulknurk p;p;-- - p,, olgu punk-
tid py, ..., p, kellaosuti liikumise vastassuunas. (Grahami
seiremeetod annab kumera katte just sellises jarjekorras)
Loeme, et tal el ole paralleelseid kiilgi.

Punktid p; ja p; on antipoodsed, kui leiduvad kaks paral-
leelset sirget nii, et the uhisosaks selle hulknurgaga on p;
ja teise thisosaks selle hulknurgaga on p;.




Lause. Kul p; ja p; on teineteisest kdige kaugemal asetse-

vad punktid, siis nad on antipoodsed.

Sobivad naiteks punktides p; ja p; voetud l6iguga p;p; ris-

tuvad sirged.



Antipoodsete paaride leidmine.

Keerutame sirget s.




Kul s on ihelt poolt [; ja ;11 vahel ja teiselt poolt [, ja
l;+1 vahel, siis

huvitab meid, kumba pidi tuleb keerata [;, -, et viia ta
samasuunaliseks [;-ga.

Selle jargl otsustame, kas jargmine piirkond on ;1 ja ;4
vahel vo1 {;41 ja [, vahel.



