Paljudes rakendustes on tarvis diunaamilist kirjete hulka,
mis toetaks koigest jargmisi kolme operatsiooni:

e lisa kirje
e otsi kirjet (votme jargi)
e kustuta kirje (vOtme jargi)

Need operatsioonid voiksid votta nii vahe aega kui voima-
lik.



Kui voimalike votmevaartuste arv on vaike, siis sobib sel-
leks andmestruktuuriks massiiv.

Olgu voOimalike votmete hulk U = {0,1,...,m — 1}. Siis
votame andmestruktuuriks massiivi pikkusega m.
Massiivi elementidel peab olema lisavali .tuhz. Alguses on

see koigil elementidel toene. Vali naitab, kas vastava vot-
mega kirje on olemas.

Operatsioonide keerukus: O(1).






Kui |U| on suur, votab massiiv liiga palju ruumi.

Kui tegelikke kirjeid on alati palju vahem kui voimalike
votmeid, siis raiskab massiiv liiga palju malu.
Votame massiivi T'|0..m — 1], nii et tegelike kirjete arv pole

kunagi suurem kui m.

Defineerime mingil viisil rasifunktsioons
h:U—{0,...,m—1}.

Kirje votmega k salvestame massiivielementi T'[h(k)|. Votit
k otsime massiivielemendist T'[h(k)].

Sel viisil realiseeritud andmestruktuuri nimetatakse paisk-
tabeliks.
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Mis saab siis, kui tahame tabelisse lisada kahte (erineva
votmega) kirjet, mille votmete rasid on vordsed?

Seda olukorda nimetame kollisiooniks ehk porkeks.






Kaks meetodit kollisioonide lahendamiseks:

e Vilisahelate meetod: T'|l| viitab lihtahelale, mis sisal-
dab koiki kirjeid, mille votmete rasiks on [.

e Lahtise adresseerimise meetod: Votmega k kirje lisa-
misel, kui T'[h(k)] on juba hdéivatud, siis otsitakse selle-
le kirjele mingi teine koht massiivis T'.



Valisahelate meetod
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e Kirje votmega k lisamine: lisame kirje ahelasse T'|h(k)].

— Keerukus: O(1).

e Votme k otsimine: otsime lihtahelast, millele viitab
T[h(k)].

— Keerukus: proportsionaalne selle ahela pikkusega.

e Kirje votmega k kustutamine: kustutame lihtahelast,
millele viitab T'|h(k)].

— Keerukus: proportsionaalne selle ahela pikkusega.



Kui pikk on lihtahel, millele viitab T'|h(k)]?

Halvimal juhul on tegelikult esinevate votmete hulk selline,
et nende koigi rasid on samad.

Jargnevalt analuusime otsimise ja kustutamise keerukust
eeldusel, et juhuslikult valitud tegelikult esineva votme ra-

s1 on uhtlaselt ning teiste votmete rasidest soltumatult jao-
tatud (hulgal {0,...,m — 1}).

Olgu « tabeli T' taituvus, s.t. @ = n/m, kus n on tabelis
olevate kirjete arv.

Tehtud eeldusel (,lihtne iihtlane rasimine“) on iithe ahela
keskmine pikkus o.



Lause. Lihtsa uhtlase rasimise korral votab ebadnnestunud
otsimine aega ©(1 + a).

ToOestus. Tabelis mitteesineva votme k rasi arvutamine vo-
tab aega uhe ajauhiku ja tema otsimine ahelast, millele
viitab T'[h(k)], nrwk) ajaithikut, kus n; on selle lihtahela
pikkus, millele viitab T'[z].

Nnk) keskmine vaartus on a. []



Lause. Lihtsa uhtlase rasimise korral votab tabelis oleva
juhuslikult valitud votme otsimine aega ©(1 + a).

Toestus. Olgu otsitav voti k£ lisatud tabelisse jarjekorras
1-ndana (iga konkreetse 7 tOendosus on seejuures 1/n).

Uuemad elemendid lisatakse lihtahelate algustesse, seega
tuleb kirje votmega k leidmiseks labi vaadata need hiljem-
lisatud kirjet, mille votmete rési on h(k).

Hiljemlisatud kirjeid on n —1. Lihtsa uihtlase rasimise tottu

n—1

on neist keskmiselt "—* sellist, mille votme rési on h(k).
Nende keskmine (iile z) on



Lisaks neile elementidele tuleb veel labi vaadata kirje vot-
mega k ise. Enne otsimist tuleb arvutada A(k). []



Naiteid rasifunktsioonidest.

Hea rasifunktsioon peaks tagama, et lihtsa tihtlase rasimise
eeldus on enam-vahem tagatud.

Kui votmed on iihtlaselt ja soltumatult jaotunud reaalar-
vud poolldigust [0, 1), siis h(k) := |km| tagab lihtsa iht-
lase rasimise.

Eidaspidi eeldame, et vOtmed on taisarvud.



Naide: (k) := k mod m.

Et h(k) soltuks k koikidest bittidest, siis ei tohiks m olla
lahedal monele kahe astmele. Ka on hea, kui m on algarv.
Naide: Olgu 0 < A < 1 fikseeritud. h(k) := |m(kA —
[kA])].

Siin m-1 vaartus pole nii kriitiline. A vaartus mojutab A
headust. Knuth soovitab vitta A = (v/5 —1)/2.



Senini eeldasime, et paisktabelisse lisatavad votmed on has-

t1 jaotatud.

Kuil me seda eeldust teha el taha, aga paisktabeli operat-
sioonide keskmist keerukust ikkagi uurida tahame, siis tu-
leb meil juhuslikkus kuskile mujale sisse tuua.

Valime rasifunktsiooni juhuslikult (mingist rasifunktsioo-

nide perest).

Jargnevas uurime, milline peaks olema sobiv pere.



Olgu H mingi 16plik funktsioonide hulk, mille maaramis-
piirkonnaks on U ja muutumispiirkonnaks {0,...,m — 1}.

H on unwversaalne rasifunktsioonide hulk, kui
e iga k,l € U jaoks, kus k # 1,
e ihtlaselt juhuslikult valitud A € JH jaoks
e Prlh(k) =h(l)] < 1/m.

Teisisonu, iga k,l € U, k # | jaoks leidub ilimalt |H|/m
sellist funktsiooni A € JH, mille korral h(k) = h(l).



Teoreem. Kui rasifunktsioon A € JH on uhtlaselt juhus-

likult valitud universaalsest rasifunktsioonide perest, siis
lihtahela, millele viitab T'[h(k)|, keskmine pikkus on

e < a, kui voti k pole tabelis;

e <1+ o, kui voti £ on tabelis.
ToOestus. Iga tabelis oleva votme | % k on tOenaosus, et
h(k) = h(l), ilimalt 1/m. Seega on T'|h(k)| keskmine pik-
kus, arvestamata votit k, iilimalt (n — 1)/m.
Kui k pole tabelis, siis on T'|h(k)| keskmine pikkus (n —
1)/m < a.
Kui k on tabelis, siis on T'|h(k)|] keskmine pikkus (n —
1)/m+1<1+a. ]



Kuidas konstrueerida universaalset rasifunktsioonide hul-
ka?

Olgu p mingi algarv, niiet U C Z,, kus Z, = {0,...,p—1}.
Olgu Z; ={1,...,p — 1}.

Fakt. Fikseerime a € Z;. Sius kujutus  — az mod p on

hulga Z;, bijektsioon.

Fakt. Iga ¢ € Z;, jaoks leidub selline y € Z;, et zy = 1

(mod p). Seda y-t tdhistame z 1.

Olgu a € Z; ja b € Zy,. Olgu hyp(k) = ((ak +b) mod p)
mod m. Vaatame peret

Hopm ={hap : a € Ly, b € Lo}



Teoreem. JH, ,, on universaalne rasifunktsioonide hulk.
TOestus. Olgu k,l € Z,, kus k # [, ning h,p € H,m.
Vaatame suurusi
r=ak+b (mod p)
s=al+b (modp) .
Siis r # s, sest ak # al (mod p).
Kui r # s, siis leiduvad a ja b, mis fikseeritud & ja !l (k # 1)
jaoks selle r-1 ja s-1 annavad. Need on
a=(r—s)-(k—1"" (mod p)
b=7r—ak (modp) .



Téahistame: 227 = Z, X Z,\{(z,z) : = € Zyp}.
Iga (k,1) € Z27 defineerib bijektsiooni Z x Z, ja Z27 vahel.
See on (a,b) — (ak + b,al +b) (mod p).

Toendosus, et hyp(k) = hap(l), kui hyp € H,p,pm on vali-
tud uhtlaselt juhuslikult, on toenaosus, et » mod m = s
mod m, kui (r,s) € Z2% on valitud iihtlaselt juhuslikult.

Fikseerime 7r-i. TGendosus, et juhuslikult valitud s € Z,\r
korral » mod m = s mod m, on ulimalt

[p/m] —1 . P+??;Iz%—1 1 . p—l—m;bl—m 1

p—1 =~ p—1 = p-1 m



[.ahtise adresseerimise meetod.

Koiki kirjeid hoitakse massiivis endas. Vali .ftuht naitab,

kas mingis massiivielemendis on kirje vo1 el. a < 1.

Kui mingi kirje lisamisel on teine kirje juba ees, siis lelame
jargmise koha, kuhu see kirje lisada, kuni 16puks koha leiame.
Rasifunktsioon: A : U x {0,...,m — 1} —» {0,...,m — 1}.
Siin h(k,?) on elemendi indeks, kuhu iiritame lisada kirjet
votmega k, kui elemendid T'|h(k,0)|,...,T|h(k,2 — 1)] on
koik juba hoivatud.

Iga k € U jaoks peab h(k, ) olema permutatsioon.



Kirje votmega k lisamine:
e Arvuta h(k,0), h(k,1), h(k,2),..., kuni on leitud sel-
line ¢, et T'|h(k,2)].tiht on tdene.
e Lisa kirje pessa T'|h(k,?)| ja muuda vali .tuhe vaaraks.
Votme k otsimine:

e Arvuta h(k,0), h(k,1), h(k,2),..., kuni on leitud sel-
line 1, et uks jargmistest tingimustest on toene:

1. Tlh(k,1)|.votr = k;
2. Th(k,2)].tuht on tdene.
e Tagasta leitud kirje (1. juhul) v6i NIL (2. juhul).

Kustutamine: tee uus tabel ja kopeeri sinna koik kirjed,
v.a. kustutatav.



Viise h(k, 1) defineerimiseks:
e h(k,2) = (h'(k) +1) mod m;
— kui h(k,2) = h(l,7), siis ka h(k,2+ ) = h(l,7 + 0)
o h(k,1) = (h'(k) + c12 + c22?) mod m;
— kui h(k,0) = h(l,0), siis h(k,0) = h(l,9)
— ¢1, Cy, m peavad olema oigesti valitud
o topeltpaiskamine: h(k,2) = (hi(k) + thy(k)) mod m.

— hy(k) ja m peavad olema iihistegurita

x tavaliselt voetakse m-ks algarv



Jargnevas analuusis teeme uhtlase rastmise eelduse:

Uhtlaselt juhuslikult valitud k& € U korral on h(k, -)
uhtlaselt juhuslikult valitud permutatsioon
m-elemendilisel hulgal.

Ukski eelmisel kilel toodud rasifunktsioonidest seda eel-
dust el rahulda. Topeltpaiskamine on koige lahemal.



Teoreem. Uhtlase risimise eeldusel ning eeldusel, et paisk-
tabelisse lisatud votmed on valitud uhtlaselt ja uksteisest
soltumatult on massiivi T' keskmine uuritud elementide arv
ebadnnestunud otsimisel ilimalt 1/(1 — o).

ToOestus. T'Ooenaosus, et otsimisel uuritakse vahemalt 7-i
massiivielementi, on

P, =

n n-—1 n—j+2 n\J—1 4
. . <( ) — o’
m m—1 m— 9+ 2 m

Uuritud elementide arv on seega

S i(B - ) =3 B <Y ot =
j=1 j=1 i=0



Kirje lisamine tabelisse vajab sama paljude elementide la-
bivaatust, kui ebadonnestunud otsimine.

Teoreem. Uhtlase risimise eeldusel ning eeldusel, et paisk-
tabelisse lisatud votmed on valitud uhtlaselt ja tuksteisest
soltumatult on massiivi T' keskmine uuritud elementide arv

énnestunud otsimisel {ilimalt > In —.

ToOestus. Olgu otsitav voti k ja olgu ta lisatud tabelisse
(2 4+ 1)-ndana. Otsimisel vaadatakse T" elemente 1abi samas
jarjekorras kui k-d lisades. Seega on vaadatavate elemen-
tide arv sama suur kui ebadnnestunud otsimisel 7 kirjega
tabelist. See on ulimalt
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Kui f on kahanev funktsioon, siis . f(¢) < [ f(z)dz.
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Olgu meil antud objektid z4,...,z,. Me soovime pidada
andmestruktuuri, mis vastaks hulkade komplektile (.Sy, ..., Sk),
nii et 1ga element z; kuuluks tapselt iihte hulkadest S;.

Me soovime jargmiseid operatsioone:

e tee klass(x) lisab juba vaadeldavatele objektidele uue
objekti z, samuti lisab ta uue hulka S ja votab z-1 selle
ainsaks elemendiks.

e iihenda(z,y) tithendab hulgad, millesse kuuluvad z ja
y, uheks hulgaks.

e leia esindaja(z) tagastab selle hulga S, kuhu z kuu-
lub, mingi elemendi. Seejuures tagastab ta hulga S iga
elemendi jaoks sama elemendi..



Galler-Fisheri meetodil klasside kujutamisel on igal ob-
jektil kaks abivalja — .v21it ja .h.

Klassi kujutatakse puuna tema elementidest, .v1:t on viit
ulemusele. Objekti vali .~ on mingi naturaalarv, mis on

vahemalt sama suur kui alampuu, mille juureks see objekt
on, korgus.

Kui mingi objekt on klassi kujutava puu juureks, siis tema
vt viitab talle enesele.

leia esindaja(z) tagastab z-i sisaldava puu juure.



Naiteks voib ({a},{b,d,e,f,h,k}, {c,g,1}) kujutatud olla jarg-

misel viisil:Q‘a | Q‘g Q‘c
SN
SN

2

0
]



tee klass(z) on

1 zowut: =z, z.h:=0

tihenda(z, y) on

1 lingi(leia esindaja(z),leia esindaja(y))
lingi(z,y) on

1 if z.h > y.h then y.viit := z else z.v11t .=y
2 if z.h = y.h then y.h :=y.h +1



leia esindaja(z) on

1 if z # z.v1it then
2 z.viit := leia esindaja(z.viit)
3 return z.viit

lela_esindaja teeb

ﬂ
.
.
'
.
:
:




Keerukus: kui meil on n objekti ja m operatsiooni tee klass,
ihenda ja leia esindaja, siis ajakulu on O(mlog™ n).

log* n on selline 7, et 0 < log---logn < 1.

n-i vahemik log™ n
n=1 0
n = 1
3<n<4 2
5<n< 16 3
17 < n < 65536 4
65537 < n < 205536 5



Me naitame, et n objekti korral on m operatsiooni tee klass,
lingi ja leia esindaja ajakulu on O(mlog*n).

S11s on ka m operatsiooni tee klass, ihenda jalela esindaja
ajakulu O(mlog™ n), sest nad sisaldavad iilimalt 3m ope-
ratsiooni tee klass, lingl ja lela esindaja.



Puude struktuuri ja selle muutumise kohta t60 jooksul voib
oelda jargmist. Olgu z mingi objekt.

e Alguses on £ mingi puu juur. Kui ta too kaigus mingil
hetkel mittejuureks muutub, siis e1 saa ta enam kunagi

juureks.

e Kirjutusviis z.v1it = z tahendab ,,z on mingi puu

juur.



Moned tulemused valjade .h vaartuste kohta ja nende muu-
tumise kohta t00 jooksul. Vaatame mingit objekti .

o Kul z.v1it # z, siis ¢.h < z.vit.h.

e Alguses on z.h = 0. T00 jooksul ta el vahene. Alates
hetkest, kus z.v11t # z, £.h enam el muutu.

e z.v11t.h t00 jooksul el vahene.

e Olgu P(z) tippude arv alampuus, mille juureks on z.
Siis P(z) > 2%".



T'Oestused on induktsiooniga ule tehtud operatsioonide ar-

vVu.

Kehtigu eelmisel slaidil toodud vaited peale mingit arvu
operatsioone. Teeme jarjekordse operatsiooni.

Kui see oli tee klass(z), siis saab z.h vaartuseks 0. z on

mingi puu juur. P(z) = 1 = 2%",



Kui see oli lingi(z, y), siis muutused toimuvad ainult z-i ja

y-1 juures.

Kui enne operatsiooni z.h # y.h (lldisust kitsendamata
loeme, et z.h < y.h), siis parast operatsiooni on juureks
mittevoetud tipu z vali .h vaiksem kui juureks voetud tipu
y vali .h.

Samuti on parast operatsiooni P(y) > 2V-" 4 2%" > v,

Kui enne operatsiooni z.h = vy.h, siis parast y.h = z.h +
1 > z.h. Samuti P(y) > 2¥h~1 4227 = 2. 2vh=1 — U

lingl on ainus operatsioon, mis muudab valja .A vaartusi.
Muudetakse tipul, mis on puu juur.



Kui jarjekordne operatsioon oli leia esindaja(z), siis vOis
z.v11t hakata viitama korgemale kui varem.

Kuna ennem oli z.h < z.vit.h 1ga tipu z jaoks, siis puus
ulespoole litkudes valja .h vaartused suurenevad.

Valja z.v11t muutes siis z.vi1t.h suurenes.



Jareldus. Tippe, mille valja .~A vaartus on vahemalt r, on
ilimalt n/2".

Toestus. Kui mingi tipu z jaoks omistatakse z.h := r, siis
peab puus, mille juureks on z, olema vahemalt 2" tippu.
Nende tippude (v.a. z ise) aste on vdiksem kui r ja enam
el muutu.

Kuil mone teise tipu y jaoks omistatakse y.h := r, siis peab
puus, mille juures on y, olema vahemalt 2" tippu. Need ti-
pud peavad olema erinevad puu, mille juureks on z, tippu-
dest, sest  e1 kuulu puusse, mille juureks on y.

Seega saab ulimalt iga 2"-s tipp saada .h vaartuseks r voi1
enam. Muuhulgas on siis iga tipu valja .h vaartus < logn.



Uks operatsioon tee klass vi lingi vajab konstantset aega.

Uhe operatsiooni leia esindaja(z) todaeg on proportsio-
naalne objekti z kaugusega teda sisaldava puu juurest selle
operatsiooni tegemise hetkel.

Me naitame, et peale m-1 operatsiooni on nende kauguste
summa O(mlog* n).



Vaatame mingit operatsiooni leia esindaja(z).

Vaatame ahelat tipust z teda sisaldava puu juureni. Var-
vime sellel ahelal tipud jargmiselt:

e Juure ja tema vahetu jarglase varvime roheliseks.

e Mone teise tipu v sellelt ahelalt varvime punaseks pa-
rajasti siis, kui log™ y.h # log™ y.viit.h.

— Defineerime log* 0 := —1.

e Ulejiddnud tipud virvime siniseks.

— Neil tippudel log™ y.h = log™ y.viit.h.



log“e.h =5




Igal operatsioonil leia esindaja on ulimalt kaks rohelist ja
tilimalt log*logn = log® n — 1 punast tippu.

Kuil mingi tipp = on kunagi olnud punane, siis el saa ta
enam kunagi edaspidi olla sinine, sest

e r.h enam ei muutu, seega ei muutu ka log™ z.h;
e log™ z.h < log™ z.viit.h;

e z.viit.h saab iiksnes suureneda, seega ka log® z.viit.h

saab uksnes suureneda.



Uurime, mitu korda saab ks tipp olla sinine.

Kul tipp = on mingis operatsioonis lela esindaja sinine,
siis muutub tema otsene ulemus. S.t. z.v11f.h suureneb sel-
le operatsiooni kaigus.

Ta saab suureneda ainult senikaua kuni log* z.viit.h =
log™ z.h, muidu muutub tipp punaseks.

Olgu S(z) kordade arv, mil tipp z vOib olla sinine. Siis on
m operatsiooni tehes operatsioonidel lela esindaja vaadel-
davate ahelate pikkuste summa ilimalt

2m +m(log*n — 1) + Z S(z;) .

1=1



Tahistame: 2* 72 := —1, 2*1:=0, 20 := 1, 2% .= 22"
.2
S.t. 2% = 22 }z

Siis log* n = ¢ parasjagu siis, kui 2* ! +1 < n < 2*.

Olgu 5 = log* z.h. Siis z.viit.h vOib suureneda iilimalt
2* — 2*~1 _ 1 korral, nii et log* z.veit.h el saa suuremaks
kui log™ z.h.

gt S(a:) < 2*1og* z.h 2*(log* z.h)—1 1.



Olgu N(j) = [{z : log™z.h = j}|. Siis on m operatsiooni
tehes operatsioonidel leia esindaja vaadeldavate ahelate
pikkuste summa ulimalt

log* n—1
om +m(log*n—1)+ »  N(5)(2¥ —2"7"-1) .
j=—1
Peale selle,
2*J
. 7
r=2*-141

sest tippe, mille valja .A vaartus on vahemalt r, on ulimalt
n/2".



2*J 2% _2*1—1_1

. n n 1
N(7) < Z or — 92w111 Z or
r=2*%1-141 r=0
n =1 n-2 n
= 924141 Z or - 2% 141 - 02+~ 1
r=0

2n, kui 7 = —1

n i 7> 0
\%, ul 7 =2




log* n—1

2m + m(log”

g'n—1)+ Z N(5)(2%

j)(27 — 277
2 277 =1) <
m(log™ n + BN
D+ ), N(E)?2Y <
j=—1
m(log*n + 1) 4 2n2*~ 1+10gi1 '
2*J 27 =
7=0
o log* n—1
(log*n + 1) + Z n =
7=0

m(log”
(log"n+ 1)+ nlog*n = O(mlog™n)



