Sorteerimine:

Antud massiiv a4, ..., a,. Massiivi elemendiks on
(voti, kirje) .

Massiivi elemendid tuleb umber jarjestada nii, et votmed

oleksid mittekahanevas jarjekorras.

Kui seejuures vordsete votmetega elementide jarjekord ei

muutu, siis on sorteerimismeetod stabiilne.



Koiki sorteerimismeetodeld on voimalik stabiliseerida, lisa-

des massiivi elemendile taiendava valja:
(voti, orig, kirje),

omistades enne sorteerimist alz].orzg := ¢ ning lugedes sor-
teerides votmeks paari (votz, orig) (leksikograafiliselt jar-
jestatuna).

Edasises tahistab

e a; < a; massiivl ¢-nda ja j-nda elemendi votmete vord-
lemist;

e a, :=: a; massiivl 2-nda ja j-nda elemendi vahetamist.



Sorteerimine pistemeetodil (joonised 4.1 ja 4.2):

Kui 161k aq,...,a; on juba sorteeritud, siis leia a;,; jaoks
Oige koht a4, ..., a; seas ja pista ta sinna vahele (z muutub
1-st (n — 1)-ni). Pistemeetod on stabiilne, kui ,6ige koht*

on parempoolseim voimalik.
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Keerukus:

° _ taidetakse n — 1 korda.

® a,.,-le koha otsimine ja ruumi tegemine votab aega
BO(z):
— kui a on massiiv, siis ruumi tegemine nduab ©(z)
elemendi nihutamist (joonis 4.1);

— kui a on list, siis koha otsimisel tuleb ©(z) elementi
labi vaadata (joonis 4.2).

Kokku seega ©(n?).



Sorteerimine kiirmeetodil (joonised 4.4 ja 4.5):
e Vali mingi votmevaartus b (naiteks b := a;).
e Kogu koik kirjed, mis on < b, massiivi algusesse, ja
kirjed, mis on > b, massiivi 10ppu (prots. jaotada).
— Ofts1 samaaegselt massiivi algusest alates suuri kir-
jeid ja lopust alates vaikesi kirjeid.

— Kui on leitud algusosast suur kirje ja lopuosast vai-
ke kirje, siis vaheta nad ara ja otsi edasi.

— Kui otsimisjargedega massiivi keskel kokku saadak-

se, sils on valmis.

e Sorteeri molemad massiivipooled.
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Kiirmeetod ei1 sobi lihtahela sorteerimiseks, sest protseduu-
ris jaotada tuleb meil ahelat labida molemat pidi.

Kull aga sobib kiirmeetod topeltseotud ahela sorteerimiseks
(ahela, kus igast tipust on viit jargmisele ja eelmisele tipu-

le).

Kiirmeetod on ebastabiilne.



Keerukus halvimal juhul:

Protseduur jaotada vaatab massiivi koik elemendid korra
labi — keerukus O(n).

Kuna uhte poolde voib jaada ainult uks kirje
(ja teise (n — 1) kirjet), siis

Tn)=T(1)+T(n—1)+06(n) .

T(n)=T(n—1)+6(n Z@ (Zz’):



Samas parimal juhul, kui jaotamine toimub alati keskelt,
siis

T(n) =2T(n/2) + ©(n)
ja vastavalt pohiteoreemile (1. loeng), T'(n) = ©(nlogn).
Ka juhul, kui jaotamine toimub alati proportsioonis

a : (1—a), on keerukus logaritmiline. (o on suvaline reaal-

arv 0 ja 1 vahelt).

Toepoolest, vaatame rekursioonipuud:



an/n\(l\a)n

tasemete arv: max(log,,, n,10g;,; o)1) = O(logn)

T'0o0 hulk antud
tasemel:

n

/N
3



Randomaiseeritud kiirmeetod: jaotamisel vali votmevaartu-
seks juhuslikult uks sorteeritava massiivi elementidest.

randomiseeritud jaotada(a,?,7) on

1 Vali p juhuslikult hulgast {z,2+ 1,...,7}

2 a;:=:ap

3 return jaotada(a,z,7) --- vt. joonist 4.4
Juhuslikult valides peab igal elemendil olema sama suur
toenaosus valituks saada.

randomiseeritud kiir sorteerida(a,z,7) on

1 if 2 > 7 then return

2 k :=randomiseeritud jaotada(a,z,7)

3 randomiseeritud kiir sorteerida(a,z, k)

4 randomiseeritud kiir sorteerida(a,k + 1, 7)



Randomaiseeritud kiirmeetodi tooaeg e1 soltu sisendmassiivi

kirjete jarjekorrast.

Toepoolest, protseduur jaotada votab ,veelahkmeks" esim-
ese elemendi, protseduur randomiseeritud jaotada seega

juhuslikult ukskoik millise elemendi.
Leiame randomiseeritud kiirmeetodi keskmise t66aja T'(n).

Analuusi lihtsustamiseks loeme, et koik massiivielemendid
(s.t. koigi elementide votmed) on erinevad.



Kui k := randomiseeritud jaotada(a,z,7), siis k vaartu-
seks vOoib saada 2,2+ 1,...,7 — 1. Millise tOenaosusega saab

k uhe vO1 teise vaartuse?

Kui veelahkmeks b = a; on protseduuris jaotada (joonis
4.4) vahim element 10igus ¢..7, siis on 10puks ¢ ja j vaartu-
seks esialgne 1 vaartus, s.t. k£ = 1.

Kui veelahkmeks b = a; on suuruselt r-s element, kus r €

{2,...,7 — 1+ 1}, siis kdigepealt vahetatakse omavahel a;
ja koige kaugemal asuv b-st vaiksem element.



Seis vahetult enne jaotada-st valjumist:

. . 1+7r—2 147 .
1 1+1142 1+7r—1 ¥,

WV
S

<b

Tagastatakse 7.

k vaartuseks saab 72 +r — 2.

2
J—i+1°

TOenaosus, et £ =1, on

Toenaosus, et k on vordne mingi muu fikseeritud vaartu-
1
j—itl

sega loigust 14+ 1..7 — 1, on



Meil on
T(n) = Z Ai+ (T(2) + T(n —1)) + O(n),

kus A; on toenaosus, et ulesande suurusega 7 lahenda-
miseks peame me lahendama alamiulesanded suurusega 1
jan—a1.

Eelneva arutelu pohjal A\; =2/n ja A\; = 1/n, kui ¢ # 1.



n—1

1 . .

T(n) = - (T(l) +T(n—1)+ Z(T(z) +T(n — z))> +0(n)
i=1

Siin ~(T'(1) + T(n — 1)) on O(n), sest T(n — 1) on O(n?).

See jareldub eespool olnud halvima juhu analuusist.

Voéime lugeda, et liige 1(T'(1) +T(n — 1)) on liikkme ©(n)

n

sees. Siis

T(n) = = Y (T() + T(n — 9) + ©(n) =
25 1) + e(n)



Naitame, et mingite konstantide a ja b jaoks T'(n) < anlog n+
b. Toestus on induktsiooniga iile 7.

Kui n = 1, siis tahendab see vorratus, et T'(1) < b. Me vo0i-
me valida b piisavalt suure selleks, et see vorratus kehtiks.

Kui n > 1, siis

n—1 n—1

2 . 2 . .
T(n) = - E T(z)+0(n) < - E (azlogi+b)+0O(n) =
n—1
2a 2b
— logt+ —(n—1)4+ 06
~ ;:12 ogi+—(n—1)+6(n)
n—1

Hindame summat ) zlogzs.
=1



Jargnev hinnang on liiga jame:

n—1

~1
1log1 < Zilognzlogn
1

< —1) 1
n(n )< §n2 logn .

1= 1=1

Seda hinnangut kasutades saame

n — 2

anlogn—|—b—|—( b—|—@(n))$anlogn—|—b .

n

n—1
Jargnevas hindame summat ) zlog: tapsemalt.
=1






Seda hinnangut kasutades saame

2b

(n—1) +6(n) <

n—1
2a . .
T(’n) < ; E (A log 7 +

1=1

2 1 1 2b
Wa <§n2 logn — §n2) + g(n —1)+06(n) <

an log n—%n—|—2b—|—@(n) = anlog n+b+ (C—-)(n) +b— %n)

Me voime valida a piisavalt suure selleks, et Zn > ©(n)+b.
Siis T'(n) < anlogn +b.

S.t. randomiseeritud kiirmeetodi keskmine to6aeg on ©(n logn).



Sorteerimine iihildusmeetodil (joonis 4.6):

e Jaga massiiv kaheks (enam-vdhem) vOrdse suurusega

pooleks.
e Sorteeri molemad pooled.
e Uhilda need sorteeritud pooled.

Sobib lihtahelate sorteerimiseks, on stabiilne.

Keerukus: T'(n) = 2T (n/2) + ©(n), sest ithildamise keeru-
kus on ©(n). Pohiteoreemi jargi siis T'(n) = ©(nlogn).



Sorteerimine kuhjameetodil (joonis 3.12):

Olgu kuhjaomaduseks ,uhegi tipu voti pole suurem kui
lihegi tema jarglase voti“ (s.t. vastupidine eelmise loen-
guga). Siis on kahendkuhja juurtipus kodige vaiksema vot-
mevaartusega Kkirje.

Meetod:
e Tee massiivist kuhi (joonis 3.11).

e Vota kuhjast vahimat elementi senikaua, kuni kuhi
tiuhjaks saab.

Keerukus: esimene samm on ©(n), teises sammus tuleb
n korda teha vOtmist, mille keerukus on ©(logn). Kokku
B(nlogn).



Kuhjameetod on vaadeldud meetoditest ainus, mis
e on deterministlik;
e tootab ajas ©O(nlogn);

e vOimaldab massiive sorteerida lisamalu kasutamata.



Idee:

e Kuhjaomadus olgu: ukski voti pole suurem oma tle-

muse votmest. Siis suurim voti on juures.

e Kuhjastame massiivi; sealt n korda jarjest suurimat
elementi vottes saame sorteeritud massiivi elemendid

paremalt vasakule.

e Kirjutame need elemendid samasse massiivi, paremalt

vasakule.
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Erinevate sorteerimismeetodite ajalises keerukuses on ©
sisse peidetud konstandid erineva suurusega, seetottu voivad
vaikestel sisenditel asumptootiliselt aeglasemad algoritmid

kiiremad olla (vt. joonis 4.5).

Paari loengu parast naeme, kuidas panna kiirmeetod too-
le halvimal juhul ajaga ©(nlogn) (,veelahe“ tuleb hasti
valida; see on ka deterministlikult voimalik).



Vaadeldud sorteerimismeetodid pohinesid elementide vord-
lemisel:

Lopuks peab sorteerija valjastama sellise 0, et (1) < ag(2) <
e < ao_(n).

Mitu vordlemist on halvimal juhul vahemalt vaja?



Olgu hulgas X n elementi.

Alice on valja valinud mingi £ € X. Bob tahab teada,

millise elemendi Alice valis.

Alice on nous vastama selle elemendi kohta kaivatele

kas-kiusimustele.

Mitu kusimust peab Bob halvimal juhul esitama, et teada

saada, millise elemendi Alice valis?



Kui Bob pole veel midagi kusinud, siis voib elemendiks z
olla (Bobi jaoks) iikskoik milline X-i element, s.t. on n

voimalust.

Kui Bob on esitanud iihe kiisimuse, siis halvemal juhul on

veel jargi vahemalt n/2 véimalust.

Kui Bob on esitanud kaks kusimust, siis halvemal juhul on

veel jargi vahemalt n/4 voimalust.

Kui Bob on esitanud k£ kusimust, siis halvemal juhul on

veel jargi vihemalt n/2% véimalust.

Seega peab kiisimusi olema vahemalt [logn].



Sorteerimisel on voimaluste arv n!, neist tuleb valja valida
iks (kui koik sorteeritavad elemendid on erinevad).

Halvemal juhul on siis vordlemisi vahemalt

n

logn! = Zlogz Z log: > Z log|n/2] >

1=[n/2] 1=[n/2]
n/2]log|(n/2] = Q(nlogn) .

(Samas muidugi ka logn! < logn™ = nlogn.)



Kui kasutada ka midagi muud peale elementide vordle-

miste, sils onnestub sorteerida kiiremini kui keerukusega
B(nlogn).

Seejuures tuleb sorteeritavate votmete kohta midagi eel-
dada. Samuti kasutavad koik meetodid taiendavalt malu

suuruses O(n).



Loendamismeetodil eeldatakse, et koik votmed on tais-
arvud hulgast {1,...,k}. Kirjete a4, ..., a, sorteerimiseks
vajatakse taiendavalt sama suurt massiivi b ja votmemas-

s1ivi ¢ suurusega k.

e Valja c¢; vaartuseks vota votme 2 esinemiste arv mas-
S11VIS Q.
— Iga 2 € {1,...,n} jaoks suurenda c,, vaartust iihe

vOrra.
e Valja c; vaartuseks vota votmete < 7 esinemiste arv
massiivis a.
— Kui ¢; ; on votmete < (¢ — 1) esinemiste arv ja c;
votmete 7 esinemiste arv, siis vota c; := ¢; + ¢;_1.

— 1 muutub 2-st k-ni.



e Massiivi b valjadeks c,_; + 1 kuni ¢, vota massiivi a

kirjed votmetega .

— Igai1€{l,...,n} jaocks vota b., vaartuseks a; ning

1

vahenda c,, vaartust uhe vorra.

— Kui seda teha 72 kahanemise jarjekorras, siis on mee-
tod stabiilne.

e Tagasta b.



a (3|6|4|1(3(4|1) 4

c [0(0|0|0]0]O0
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Positsioonimeetodil eeldatakse, et voti on kujul
(votiy, votiy, ..., v0tlg)

ning jarjestus on defineeritud leksikograafiliselt.

Algoritm:
1 for 3 =d downto 1 do
2 Sorteerl a votme voti; jargl, kasutades stabiilset
meetodit.

Lause. Tsiuklis, rea 2 jarel on a sorteeritud
(vote;,votijiq,...,v0t,)
jargi.

TOestus induktsiooniga. Baas, 7 = d on ilmne.



Samm. Olgu a sorteeritud
(votijy1,v0tti40,...,v0t,)

jargl. Sorteerime ta stabiilselt vots; jargi.

Vaatame kirjeld ay Ja a;. Kul ax.v0t2; ja a;.v0t1; on erl-
nevad, siis parast sorteerimist v 6t:; jargl asuvad nad oiges
jarjekorras.

Kul ag.votr; = a;.v0t;, siis parast sorteerimist on nad
samas jarjekorras kui enne. Induktsiooni eelduse kohaselt
olid nad enne positsioonide 7 + 1,...,d jargi sorteeritud.
Seega on nad Oiges jarjekorras.



Kimbumeetodil eeldatakse, et votmed on reaalarvud va-
hemikust O (kaasa arvatud) kuni 1 (valja arvatud). Samuti
eeldatakse, et nad on iuhtlaselt ja uksteisest soltumatult

jaotunud.

Uhtlane jaotus tdhendab, et kui 0 < o < B < 1, siis kui
valime juhuslikult mingi a ja seejarel mingi 2 € {1,...,n}
(tOendosus, et 2 saab mingi konkreetse vaartuse, on 1/n),

siis on stindmuse o < a; < 3 tdendosus [ﬁ



Algoritm:
e Initsialiseerime n lihtahelat pg, ..., pn_1.
e Kaime a labi ning lisame elemendi a; ahelasse p| ;|-
e Sorteerime koik m lihtahelat.
e Konkateneerime nad uheks lihtahelaks.

Keerukus:
Esimene, teine ja neljas samm tootavad ajaga ©(n).
Uhes ahelas on keskmiselt 1 element.

Loeme, et sorteerimine toimub ©(n?)-keerukusega meeto-
diga. Lelame uhe ahela sorteerimise keskmise keerukuse.



Olgu n; ahela p; pikkus. T'oenaosus, et mingi a element on
ahelas p; on 1/n ja erinevate elementide ahelas p; olemise
toendosused iiksteisest ei sOltu. (iihtlane jaotus!)

Seega on 1iga 1 < 71 < 72 < -+ < Jx < m Jaoks toenaosus,

n—1\n—k

et tapselt a;,,...,a; ahelasse p; satuvad (%)k - (

k

n
k

= () () ) -

Sorteerimise keskmine keerukus on

> (7)o =6 <ni > (3w 1)”)

Need 71, ..., jx saab valida (}) erineval viisil, s.t.




Kuna k- (7) = n(n;?::&i_llfl) =n- (), siis

k2(Z) :nk<Z:i) :n(k—1)<z:i)+n
n(n—1)<::§) +n<

Siin loeme, et kui m < 0, siis (::L) — 0.




S.t. ihe ahela sorteerimine kaib keskmiselt konstantse aja-

ga ning n ahela sorteerimine keskmiselt ajaga ©(n).

Toenaosusteooriast moningaid teadmisi omades oleks see

tuletus lihtsam olnud. ..



