
Suunatud graaf G koosneb� tippude hulgast V ;� servade ehk kaarte hulgast E;� intsidentsusfunktsioonist E : E �! V � V , mis seabigale kaarele vastavusse tema alg- ja lõpptipu.Suunamata serva kujutame üht ja teist pidi suunatud ser-vade paarina.



Graa� võib mälus kujutada struktuurina, kus igale tipuleja igale servale vastab kirjeAndmed:tipp :kaar

� Graa� tipud on lihtahelas välja :tipp kaudu; viit esi-mesele tipule on viit kogu graa�le.� Kõik mingist tipust algavad servad on lihtahelas välja:kaar kaudu; esimesele lülile selles ahelas viitab selletipu väli :kaar.� Servadele vastavates kirjetes viitab väli :tipp selle servalõpptipule (vastavale kirjele).
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Dünaamiline järjend: andmetüüp, mille väärtusvaruks onkirjete suvalise pikkusega järjendid.Magasin: dünaamiline järjend, kus elemente lisatakse alatijärjendi lõppu ja elemente võetakse järjendi lõpust.Järjekord: dünaamiline järjend, kus elemente lisatakse ala-ti järjendi lõppu ja elemente võetakse järjendi algusest.Elemendi r lisamist järjendisse Q tähistame Q ( r. Ele-mendi võtmist järjendist Q ja omistamist muutujale r tä-histame r ( Q.



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Võta, Lisa 4, Võta, Võta

Magasin:Võetud:
Järjekord:Võetud:



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Võta, Lisa 4, Võta, Võta

Magasin: 1Võetud:
Järjekord: 1Võetud:



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Võta, Lisa 4, Võta, Võta

Magasin: 1 2Võetud:
Järjekord: 1 2Võetud:



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Võta, Lisa 4, Võta, Võta

Magasin: 1 2 3Võetud:
Järjekord: 1 2 3Võetud:



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Võta, Lisa 4, Võta, Võta

Magasin: 1 2Võetud: 3
Järjekord: 2 3Võetud: 1



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Võta, Lisa 4, Võta, Võta

Magasin: 1 2 4Võetud: 3
Järjekord: 2 3 4Võetud: 1



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Võta, Lisa 4, Võta, Võta

Magasin: 1 2Võetud: 3, 4
Järjekord: 3 4Võetud: 1, 2



Operatsioonid: Lisa 1, Lisa 2, Lisa 3, Võta, Lisa 4, Võta, Võta

Magasin: 1Võetud: 3, 4, 2

Järjekord: 4Võetud: 1, 2, 3



Magasini võib realiseerida dünaamilise andmestruktuuri abil.Ühte elementi hoitakse järgmises struktuuris:

:j�argmAndmed

Siin :j�argm on viit järgmisele (sügavamale) elemendile.Magasini poole pöördumiseks kasutatakse viita tema esi-mesele elemendile.Tühja magasini tähistab nullviit.



Magasin Q, millesse on lisatud elemendid 1; 2; 3; 4:

4
Q

3 2 1



Q( r on siis1 e := new(magasini element)2 e:Andmed := r3 e:j�argm := Q4 Q := eja r ( Q on1 if Q = NIL then error2 r := Q:Andmed3 e := Q4 Q := Q:j�argm5 vabasta e



Järjekorda võib realiseerida dünaamilise andmestruktuuriabil.Ühte elementi hoitakse järgmises struktuuris:

:j�argmAndmed

Siin :j�argm on viit järgmisele (hiljem lisatud) elemendile.Järjekorra poole pöördumiseks kasutatakse viitasid temaesimesele ja viimasele elemendile.Tühja järjekorda tähistab kaks nullviita.



Järjekord Q, kuhu on lisatud elemendid 1; 2; 3; 4:Qe

2 3 4
Qv

1
Siin Qe on võtmise ja Qv lisamise koht.



Q( r on siis1 e := new(järjekorra element)2 e:Andmed := r3 e:j�argm := NIL4 if Qe = Qv = NIL then5 Qe := Qv := e6 else7 Qv:j�argm := e8 Qv := e



ja r ( Q on1 if Qe = Qv = NIL then error2 r := Qe:Andmed3 e := Qe4 if Qe = Qv then5 Qe := Qv := NIL6 else7 Qe := Qe:j�argm8 vabasta e



Kui on teada elementide suurim võimalik arv magasinis/ järjekorras, siis saab teda realiseerida ka massiivi a =[a1; : : : ; an℄ abil.Magasin, kuhu on lisatud elemendid 1; 2; 3; 4:

1 2 3 4 ? ?Q

Järjekord (2 varianti), kus on elemendid 1; 2; 3; 4:

1 2 3 4 ? ?Qv??

? ? 1 23 4 ? ?
Qe

QeQv



Olgu antud protseduur P , mida tahame välja kutsuda an-tud graa� G kõigil tippudel.Kaks võimalikku järjekorda, mis mingis mõttes vastavadgraa� struktuurile, on graa� laiuti läbimine ja sügavutiläbimine .Olgu p viit graa� G esimesele tipule. Eeldame, et graa�kõik tipud on tipust p alates mööda servi liikudes saavu-tatavad.Olgu tipu-/servastruktuuris täiendav väli :l�abitud (ei kuu-lu ossa �Andmed�).



Laiuti läbimine: Olgu Q järjekord (esialgu tühi)1 q := p;2 while q 6= NIL do3 q:l�abitud := false; q := q:tipp4 p:l�abitud := true; Q( p5 while :tühi?(Q) do6 q ( Q; P (q);7 r := q:kaar8 while r 6= NIL do9 if :(r:tipp:l�abitud) then10 Q( r:tipp11 r:tipp:l�abitud := true12 r := r:kaar
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Sügavuti läbimine: Olgu Q magasin (esialgu tühi)1..12 sama programm, mis laiuti läbimisel
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Antud suunatud graaf G = (V;E), iga serva e 2 E jaoksde�neeritud tema pikkus `(e).Tee v0 e1! v1 e2! v2 e3! � � � en! vn pikkus on `(e1) + `(e2) +� � �+ `(en).Antud kaks tippu u; v 2 V . Leida nendevaheline lühim tee.



Tähistusi:� Kui v 2 V , siis Gv tähistagu kõigi selliste tippude whulka, kuhu on tipust v serv ning G�1v kõigi sellistetippude w hulka, kust on tippu v serv.� Kui u; v 2 V , siis olgu `(u; v) lühima u-st v-sse minevaserva pikkus. Kui u-st v-sse ei lähe ühtegi serva, siisolgu `(u; v) =1.� Kui u; v 2 V , siis olgu d(u; v) lühima tee pikkus u-stv-sse. Kui u-st ei saa v-sse, siis d(u; v) =1.� Kui u; v 2 V ja i 2 N , siis olgu Di(u; v) sellise lühi-ma tee pikkus u-st v-sse, kus on ülimalt i serva. Kuiselliseid teid ei ole, siis Di(u; v) =1.



Ülesandel on optimaalne alamstruktuur:Olgu P lühim tee tipust u tipuni v. Olgu w mingi tippsellel teel. Siis tee P algusosa tipust u tipuni w on lühimtee u-st w-sse.Tõepoolest, kui leiduks lühem tee P 0 u-st w-sse, siis võiksP algusosa asendada P 0-ga ja saada P -st lühema tee u-stv-sse.
P P 0 Gu w

v



Järeldus: iga u; v;w jaoks d(u; v) 6 d(u;w) + `(w; v).Kehtib D0(u; v) > D1(u; v) > D2(u; v) > � � � . Peale selle,mingi i jaoks Di(u; v) = Di+1(u; v) = � � � = d(u; v).Selline i leidub küll ainult siis, kui graa�s pole negatiivsepikkusega tsükleid. Siis i 6 jV j � 1, sest lühim tee läbibiga tippu ülimalt ühel korral.Kehtib (alati)Di+1(u; v) = min�fDi(u; v)g[fDi(u;w)+`(w; v) : w 2 G�1vg�;seega saab negatiivse pikkusega tsüklite mitteesinemiselleida tippude kaugusi tipust u järgmisel viisil:



Olgu D ja DD massiivid, mis on indekseeritud graa� G =(V;E) tippudega.1 D[u℄ := 02 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v)4 repeat5 DD := D6 for all v 2 V do7 d := DD[v℄8 for all w 2 G�1v do9 d := min(d;DD[w℄ + `(w; v))10 D[v℄ := d11 until D = DD12 return D



Invariant: peale i-ndat iteratsiooni (reas 11) on D[v℄ =Di(u; v).Ridades 7�9 toimuvat miinimumi leidmist võib ka otse väl-jal D[v℄ teha, s.t. abimuutujat d kasutamata. Siis omista-mist D[v℄ := DD[v℄ pole vaja teha, sest need on niikuiniivõrdsed (5. rea tõttu).



1 D[u℄ := 02 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v)4 repeat5 DD := D6 for all v 2 V do7 for all w 2 G�1v do8 D[v℄ := min(D[v℄;DD[w℄ + `(w; v))9 until D = DD10 return D



Siin 6. ja 7. rida korraldavad lihtsalt tsükli, mis graa� kõikservad korra läbi käib.Ta on korraldatud nii, et käime kõigepealt läbi servade või-malikud lõpptipud v ja seejärel kõik servad, mis selles tipuslõppevad.Tsüklit üle servade võib ka teisiti korraldada, näiteks käiakõigepealt läbi kõik võimalikud algtipud ja seejärel kõikservad, mis sellest tipust algavad.Levinud graa�esitusviiside korral (tippude lihtahel ja igatipu juures temast algavate servade lihtahel) võib sellinekorraldus efektiivsem olla.



1 D[u℄ := 02 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v)4 repeat5 DD := D6 for all w 2 V do7 for all v 2 Gw do8 D[v℄ := min(D[v℄;DD[w℄ + `(w; v))9 until D = DD10 return D



Kui meil on negatiivse pikkusega tsükleid, siis sellist i-d eileidu, et Di(u; v) = Di+1(u; v) = Di+2(u; v) = � � � .Siis pole isegi d(u; v) de�neeritud.Kuidas negatiivse pikkusega tsüklite olemasolu avastada?Kui ei ole negatiivse pikkusega tsükleid, siis on iteratsioo-ne, kus midagi muutub, ülimalt jV j � 1.Teemegi ülimalt jV j iteratsiooni ja kui viimasel iteratsioo-nil midagi muutus, siis anname veateate.



1 D[u℄ := 02 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v)4 i := 05 repeat6 DD := D7 for all w 2 V do8 for all v 2 Gw do9 D[v℄ := min(D[v℄;DD[w℄ + `(w; v))10 i := i+ 111 until D = DD or i = jV j12 if D = DD then return D13 error �negatiivse pikkusega tsükkel�



Hakkama saab ka ilma massiivita DD:1 D[u℄ := 02 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v)4 i := 05 repeat6 muutus := false7 for all w 2 V do8 for all v 2 Gw do9 if D[v℄ > D[w℄ + `(w; v) then10 D[v℄ := D[w℄ + `(w; v)11 muutus := true12 i := i+ 113 until :muutus or i = jV j14 if :muutus then return D15 error �negatiivse pikkusega tsükkel�



Tsükliinvariant on antud juhul (tsükli lõpus, real 13):Peale i-ndat iteratsiooni on D[v℄ minimaalse pikkusega teemingite u-st v-sse viivate teede hulgas. Seejuures see hulksisaldab kõiki teid u-st v-sse, milles on ülimalt i serva.Peale eelviimast iteratsiooni sisaldab see hulk seega kõikiteid u-st v-sse, mis läbivad ülimalt (jV j � 1)-t serva. Muu-hulgas siis ka lühimat teed u-st v-sse.Esitatud algoritm on Bellman-Ford i algoritm.



Keerukus:Välimist tsüklit (read 5�13) itereeritakse kuni jV j korda.Selle sees on sisemine tsükkel (read 7�11) üle kõigi servade.Selle tsükli keha (read 9�11) võtab konstantse aja.Kokku seega �(jV j � jEj).



Toodud algoritm leiab lühimate teede pikkused tipust uteistesse tippudesse.Kuidas leida/salvestada teid ise?Iga tipu v jaoks salvestame talle eelneva tipu (senileitud)lühimal teel u-st v-sse. Kasutame selleks massiivi � (in-dekseeritud graa� tippudega).Lühim tee u-st v-sse on siis (ümberpööratult)v; �[v℄; �[�[v℄℄; �[�[�[v℄℄℄; : : : ; u.Massiivid D ja � rahuldavad iga tipu v jaoks, kus �[v℄ onde�neeritud: D[v℄ = D[�[v℄℄ + `(�[v℄; v).



1 D[u℄ := 02 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v); �[v℄ := u4 i := 05 repeat6 muutus := false7 for all w 2 V do8 for all v 2 Gw do9 if D[v℄ > D[w℄ + `(w; v) then10 D[v℄ := D[w℄ + `(w; v)11 �[v℄ := w12 muutus := true13 i := i+ 114 until :muutus or i = jV j15 if :muutus then return (D;�)16 error �negatiivse pikkusega tsükkel�



Eeldame nüüd, et negatiivse pikkusega servi ei leidu. Siissaab lühimaid teid u-st teistesse tippudesse kiiremini leida.Oletame, et me oleme juba leidnud V1-e kuuluvate tippudejaoks lühimate teede pikkused u-st nendesse tippudesse.

Gu
V1 V2

Samuti oletame, et ükski V1-e kuuluv tipp pole u-st kau-gemal kui ükski V2-e kuuluv tipp.



Olgu w u-le lähim tipp osas V2. Olgu P lühim tee u-stw-sse.
Gu

V1 V2
wP

Siis P kõik tipud peale w asuvad osas V1. Kui veel mõniP tippudest asuks osas V2, siis oleks see tipp u-le lähemalkui w.Tahame seda w-d leida. Me eemaldaks ta V2-st ja lisaksV1-e. Eelmise slaidi all toodud invariant jääks siis kehtima.



Leidmaks seda tippu w:Me peame vaatama ainult selliseid ahelaid u-st V2-e tippu-desse, mille kõik tipud, peale viimase, asuvad V1-s.Olgu antud V1 ja V2, samuti olgu iga v 2 V1 jaoks antudD[v℄ � lühima tee pikkus u-st v-sse.Vaatame kõiki servi (v;w), kus v 2 V1 ja w 2 V2. LeiameD[v℄ + `(v;w). Leiame v ja w, mille korral see summa mi-nimaalne on.Lisame w V1-e ning võtame D[w℄ := D[v℄ + `(v;w) ja�[w℄ := v.



Selle w kiiresti leidmiseks:Iga w 2 V2 jaoks olgu tema kaal Æ(w) de�neeritud kuiÆ(w) := minv2V1 D[v℄ + `(v;w) :

Hoiame V2 elemente kuhjas (võtmeks on kaal Æ(�)). Siissaab minimaalse Æ(�)-ga tippu lihtsalt leida.Kui me tipu w viime V2-st V1-e, siis võivad w naabertippu-de kaalud väheneda.



Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Näide: (V1-e kuuluva tipu kaugus u-st,V2-e kuuluva tipukaal ja serv, mis selle kaalu realiseerib,�-ga määratud ser-vad)
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Algoritmi realiseerides võib tipu kauguse u-st (V1-e kuulu-vate tippude jaoks) ja tipu kaalu (V2-e kuuluvate tippudejaoks) kasutada sama massiivi D.Kui me tõstame tipu w hulgast V2 hulka V1 ja seejuurestema naabertippude kaalusid vähendame, siis ei ole meiltarvis ilmutatult kontrollida, kas naabertipp kuulub V2-e.Kui me saame naabertipu kaalu vähendada, siis oli temakaal suurem kui w kaal ja seega kuulus ta V2-e.Olgu Q mingi kuhi (kahend- või Fibonai). Lühimate tee-de leidmise algoritm on siis (nimetatakse Dijkstra algorit-miks):



1 D[u℄ := 02 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v); �[v℄ := u4 Q := kuhjasta(V nfug) --- D[�℄ järgi5 while Q ei ole tühi do6 w ( Q7 if D[w℄ =1 then break8 for all v 2 Gw do9 if D[v℄ > D[w℄ + `(w; v) then10 D[v℄ := D[w℄ + `(w; v)11 �[v℄ := w12 vii_üles(Q; v)13 return (D;�)



Keerukus:Ridu 5�7 täidetakse O(jV j) korda. Reas 6 on min. kaalugaelemendi võtmine kuhjast, keerukus O(log jV j), kõigi ite-ratsioonide peale kokku seega O(jV j log jV j).Ridu 8�12 täidetakse O(jEj) korda. Reas 12 on kuhjapa-randusoperatsioon, keerukus O(log jV j) või O(1), sõltuvaltkuhjast. Kõigi iteratsioonide peale kokku seegaO(jEj log jV j)või O(jEj).Dijkstra algoritmi kogukeerukus on siis� O((jV j+ jEj) log jV j), kui kasutame kahendkuhja;� O(jV j log jV j+ jEj), kui kasutame Fibonai kuhja.



Ülesanne: antud graaf G = (V;E) koos servade pikkustega,nii et negatiivse pikkusega tsükleid ei ole. Leia kõikvõima-like u; v 2 V jaoks d(u; v).Kui negatiivse pikkusega servi ei ole, siis saame kasutadaiga tipu jaoks Dijkstra algoritmi. Keerukus O(jV j2 log jV j+jV jjEj).Kui on ka negatiivse pikkusega servi, siis Bellman-Fordialgoritmi kasutamine iga tipu jaoks oleks keerukusegaO(jV j2jEj).Järgnevas vaatame (üldiselt) efektiivsemaid algoritme kuiBellman-Ford iga tipu jaoks.



Tähistusi:� MatX�Y (K) � kõigi maatriksite hulk, mille read onindekseeritud hulga X elementidega, veerud hulga Yelementidega ja maatriksi elemendid on hulgast K.� R1 � hulk R [ f1g.� Kui L 2 MatX�Y (K), i 2 X ja j 2 Y , siis [L℄ij tähis-tagu maatriksi L elementi reas i ja veerus j.



Vaatame maatriksit L 2 MatV�V (R1), kus

[L℄uv = 8<:0; kui u = v`(u; v); kui u 6= v :Siis [L℄uv näitab lühima sellise tee pikkust tipust u tippuv, kus on ülimalt üks serv.Olgu Wi 2 MatV�V (R1) selline, et [Wi℄uv = Di(u; v). SiisW1 = L ning W0 on selline, kus peadiagonaalil on 0-d jamujal 1-d.Neg. pikkusega tsüklite puudumise tõttu WjV j�1 = WjV j =WjV j+1 = � � � . Meil tuleb see maatriks leida.



Vastavalt varemnäidatud seosele Di+1 ja Di vahel:[Wi+1℄uv = minw2V ([Wi℄uw + [L℄wv) :

kombineeri_maatriksid(A;B) on1 for all u 2 V do2 for all v 2 V do3 C[u; v℄ :=14 for all w 2 V do5 C[u; v℄ := min(C[u; v℄; A[u;w℄ +B[w; v℄)6 return C
Siis Wi+1 = kombineeri_maatriksid(Wi; L).kombineeri_maatriksid keerukus on O(jV j3).



initsialiseeri_L on1 for all u 2 V do2 for all v 2 V do3 L[u; v℄ := `(u; v)4 L[u; u℄ := 05 return LSiis tippude kauguste maatriksi võib leida järgmiselt:1 L := initsialiseeri_L; W1 := L2 for i := 2 to jV j � 1 do3 Wi := kombineeri_maatriksid(Wi�1; L)4 return WjV j�1Keerukus O(jV j4), pole parem kui Bellman-Ford igale ti-pule.



Algebraline struktuur (R;+; �; 0; 1) on poolring , kui� (R;+; 0) on kommutatiivne monoid;� (R; �; 1) on monoid;� 0 on korrutamise nullelement, s.t. 0�r = r�0 = 0 igar 2 R jaoks;� + distributeerub � suhtes mõlemalt poolt. S.t. iga a; b;  2R jaoks a�(b+) = a�b+a�(a+b)� = a�+b� :



Lause. Olgu R mingi poolring. Siis MatV�V (R)-s on maat-riksite korrutamine assotsiatiivne.Lause. (R1;min;+;1; 0) on poolring.Selles poolringis Wi+1 = Wi � L. Seega Wi = Li.kombineeri_maatriksid kujutas endast just üle selle pool-ringi de�neeritud maatriksite korrutamist.



Meie ülesandeks on leida L-i küllalt suur aste (vähemaltjV j�1). Assotsiatiivsuse tõttu võib seda leida L-i korduvaltruutu tõstes.1 L := initsialiseeri_L; W := L2 for i := 1 to dlog jV je do3 W := kombineeri_maatriksid(W;W )4 return WKeerukus: O(jV j3 log jV j), mis on parem kui Bellman-Fordiga tipu jaoks, kui jEj = 
(jV j log jV j).



Oleme leidnud lühimate teede pikkused tippude vahel. Agakuidas leida tegelikke teid?Iga kahe tipu u; v 2 V jaoks oleks tarvis leida tipp w� eel-viimane tipp lühimas tees u-st v-sse. S.t. otsime maatriksit� 2 MatV�V (V ).Olgu tipp u �kseeritud. Olgu D[v℄ lühima tee pikkus u-st v-sse. Näitame, kuidas leida massiiv �, nii et �[v℄ olekseelviimane tipp lühimas tees u-st v-sse.Maatriksi � leidmiseks kutsume siis seda protseduuri väljaiga u 2 V jaoks.



Moodustame graa� Gu järgmiselt:� Gu tippudeks on G tipud;� Gu-s on serv w-st v-sse parajasti siis, kui G-s on servw-st v-sse ja kui D[v℄�D[w℄ = `(w; v).Graa�s Gu on iga tee u-st v-sse mingi graa� G lühim teeu-st v-sse.Graa� Gu laiuti / sügavuti / mingil muul viisil läbidesleiame teed u-st teistesse tippudesse.



Olgu J mingi dünaamiline järjend. Järgmine protseduurleiab �.1 for all v 2 V do v:l�abitud := false2 J := ;; J ( u; u:l�abitud := true3 while J ei ole tühi do4 w ( J5 for all v 2 Guw do6 if :v:l�abitud then7 v:l�abitud := true8 �[v℄ := w9 J ( v



Keerukus:� Gu moodustamiseks: O(jV j+ jEj).� � leidmiseks O(jV j+jEj), kui dünaamilise järjendi ope-ratsioonid on konstantse keerukusega.Kokku seega O(jV j + jEj). Kuna jV j on O(jEj), siis on �leidmise keerukus ka O(jEj).Kogu � leidmine vajab seega aega O(jV jjEj).



Loeme nüüd, et graa� tippudeks on naturaalarvud 1; 2; : : : ; n.Iga u; v; i 2 V jaoks olgu di(u; v) lühima sellise tee pikkusu-st v-sse, kus kõik tipud (peale u ja v) kuuluvad hulkaf1; : : : ; ig. Siis d(u; v) = dn(u; v).u v

i

PDe�neerime veel d0(u; v) = `(u; v).



Millega võrdub di(u; v). Tipp i võib antud tingimust ra-huldavale lühimale teele kuuluda või mitte kuuluda.Kui ei kuulu, siis di(u; v) = di�1(u; v).u v

ii� 1 P



Kui kuulub, siis di(u; v) = di�1(u; i) + di�1(i; v).u v

ii� 1 P



Tõepoolest, iga tipp kuulub lühimale ahelale ülimalt ühelkorral. Seega on kõik teised tipud peale u, v ja i ahelal Phulgast f1; : : : ; i� 1g.Et liikuda võimalikult kiiresti tipust u tippu v, läbidesseejuures ainult tippe f1; : : : ; ig ja kindlasti läbides tippui, tuleb� liikuda võimalikult kiiresti tipust u tippu i, läbidesseejuures ainult tippe f1; : : : ; i� 1g,� liikuda võimalikult kiiresti tipust i tippu v, läbidesseejuures ainult tippe f1; : : : ; i� 1g.



Kokkuvõttes:di(u; v) = min(di�1(u; v); di�1(u; i) + di�1(i; v)) :

Kõigi tippude vaheliste lühimate teede pikkuste leidmiseksleiame järjest d0; d1; d2; : : : ; dn.Seda algoritmi nimetatakse Floyd-Warshall i algoritmiks.



1 for all u; v 2 V do d[0℄[u; v℄ := `(u; v)2 for i := 1 to n do3 for all u; v 2 V do4 d[i℄[u; v℄ := min(d[i� 1℄[u; v℄;d[i� 1℄[u; i℄ + d[i� 1℄[i; v℄)5 return d[n℄Keerukus � O(jV j3).Me ei pea kogu massiivi d mälus hoidma. Igal hetkel lähebmeil tarvis ainult d[i℄-d ja d[i � 1℄-e. Seega piisab kahestV � V maatriksist.Lühimad teed ise (s.t. � maatriksi �) leiame nagu varemkirjeldatud, keerukusega O(jV jjEj).



Kui meil ei ole negatiivse pikkusega servi, siis saab kõi-gi tippude vaheliste kauguste leidmiseks kasutada Dijkstraalgoritmi, rakendades seda iga tipu jaoks.Tema keerukus O(jV j2 log jV j + jV jjEj) pole halvem kuiFloyd-Warshalli algoritmi keerukus O(jV j3). Kui servi onvähe, s.t. jEj on väiksem kui �(jV j2), siis on Dijkstra algo-ritmi rakendamine iga tipu jaoks kiirem kui Floyd-Warshallialgoritm.Järgnevas näitame, kuidas kasutada Dijkstra algoritmi kajuhul, kui graa�s on negatiivse pikkusega servi. (Johnson ialgoritm)



Tahame de�neerida graa� servadel sellised uued pikkused^`(v;w), et� kui P on lühim tee u-st v-sse servade pikkuste ` järgi,siis on ta lühim tee u-st v-sse ka servade pikkuste ^`järgi;� ^`(v;w) > 0 iga v;w 2 V jaoks.Kui oleme sellised pikkused de�neerinud, siis kasutame Di-jkstra algoritmi, kasutades pikkusi ^`.



Olgu h : V �! R suvaline funktsioon. De�neerime kõigiu; v 2 V jaoks ^`(u; v) = `(u; v) + h(u)� h(v).Selliselt de�neeritud ^` rahuldab esimest tingimust eelmiseltslaidilt. Tõepoolest, olgu v0 ! v1 ! v2 � � � ! vn mingi teegraa�s G. Siis
^`(P ) := nXi=1 ^`(vi�1; vi) =

nXi=1 �`(vi�1; vi)+h(vi�1)�h(vi)� =nXi=1 `(vi�1; vi) +
n�1Xi=0 h(vi)�
nXi=1 h(vi) =nXi=1 `(vi�1; vi) + h(v0)� h(vn) =: `(P ) + h(v0)� h(vn) :

S.t. kõigi teede pikkus kahe �kseeritud tipu vahel muutubsamapalju.



Näide `-i muutmisest funktsiooni h abil.-23 2
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Me tahame h-i, mis kõik pikkused mittenegatiivseks muu-daks.



Selleks lisame graa�le ühe täiendava tipu s ja servad tipusts kõigisse teistesse tippudesse. Nende servade pikkuseksvõtame 0. -22
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5-3
300
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Seejuures ei lisandu graa� tsükleid, sest ühestki tipust eisaa minna s-i. Samuti jäävad kõigi olemasolevate tsüklitepikkused samaks.



Ka uues graa�s pole negatiivse pikkusega tsükleid. Bellman-Fordi algoritmi abil leiame tipu s kauguse kõigist teistesttippudest. -22
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Võtame h(v) := d(s; v).



Olles de�neerinud h(v) = d(s; v), on meil^`(u; v) = `(u; v) + d(s; u)� d(s; v) :Meil on d(s; v) 6 d(s; u) + `(u; v), seega ^`(u; v) > 0.



Johnsoni algoritm:� Lisa graa�le täiendav tipp s, ühenda kõigi teiste tippu-dega 0-pikkusega servade abil.� Leia Bellman-Fordi algortmiga s-i kaugus kõigist teis-test tippudest.� Esialgses graa�s de�neeri ^`(u; v) = `(u; v) + d(s; u) �d(s; v).� Esialgse graa� iga tipu u jaoks leia Dijkstra algoritmigatema kaugus (^` järgi) kõigist teistest tippudest. Samutileia lühimad teed ise.� Leia lühimate teede pikkused ` järgi. Kui ^` järgi on u jav kaugus ^d(u; v), siis d(u; v) = ^d(u; v)+d(s; v)�d(s; u).



Dijkstra algoritm töötleb tippe nende kauguse järjekorrasu-st.Kui meie eesmärgiks on tegelikult leida lühim tee tipust umingisse konkreetsesse tippu t, siis võib algoritmis iteree-rimise lõpetada hetkel, kui kuhjast Q võetakse tipp t.Kuhjast Q võetakse tippe nende kauguse järjekorras tipustu.Et see hetk (t võtmine Q-st) saabuks kiiremini, võiksimede�neerida servadel uued pikkused ^`(�; �), nii et ^d(u; t) oleksväike (ja lühimad teed jääksid samaks).



1 D[u℄ := 02 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v); �[v℄ := u4 Q := kuhjasta(V nfug) --- D[�℄ järgi5 while Q ei ole tühi do6 w ( Q7 if D[w℄ =1_w = t then break8 for all v 2 Gw do9 if D[v℄ > D[w℄ + `(w; v) then10 D[v℄ := D[w℄ + `(w; v)11 �[v℄ := w12 vii_üles(Q; v)13 return (D;�)



Iga tipu v jaoks de�neerime suuruse h(v). Olgu ^`(v;w) =`(v;w)� h(v) + h(w).Siis ^d(v;w) = d(v;w)�h(v)+h(w). Seega peaks h(u) olemasuur ja h(t) olema väike. Loomulik on võtta h(t) = 0.Et servade pikkused oleksid mittenegatiivsed, peab iga v;w 2V jaoks kehtima� h(v)� h(w) 6 `(v;w) kui w 2 Gv;� h(v)� h(w) 6 d(v;w).� Kui h(t) = 0, siis h(v) 6 d(v; t).Kui graa�ks on mingid punktid ja ühendused maastikul,siis h(v)-ks sobib v kaugus t-st linnulennul.



1 D[u℄ := h(u)2 for all v 2 V nfug do D[v℄ :=13 for all v 2 Gu do D[v℄ := `(u; v)+h(v); �[v℄ := u4 Q := kuhjasta(V nfug) --- D[�℄ järgi5 while Q ei ole tühi do6 w ( Q7 if D[w℄ =1_w = t then break8 for all v 2 Gw do9 if D[v℄�h(v) > D[w℄�h(w) + `(w; v) then10 D[v℄ := D[w℄�h(w) + `(w; v)+h(v)11 �[v℄ := w12 vii_üles(Q; v)13 return (D;�) --- meid huvitab ainult tee t-sse

See on A* lühima tee otsimise algoritm.



Näide. Vaatame graa�:
u

t

Tipud � ruudud. Iga ruut seotud nelja naabriga (v.a. läbipaksude joonte). Kõigi servade pikkus sama.Olgu h(v) võrdne d(v; t)-ga, kui sisemisi seinu ei oleks.



Dijkstra algoritm vaatab läbi järgmised ruudud:

u

t

(u-le lähemal ja sama kaugel kui t)



A* vaatab läbi järgmised ruudud:

u

t

(d(u; v) + h(v) = 10 12 14)


