Diskreetne matemaatika 2012

11. praktikum

Reimo Palm

Genereeriv funktsioon on formaalne astmerida, mille kordajateks on tea-
tava arvujada (a,,) liikmed ag, a;, ... Sagedamini esinevad harilik genereeriv
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Genereerivate funktsioonidega saab teha tehteid nagu liitmine, lahutami-
ne, korrutamine, jagamine, diferentseerimine, integreerimine, kompositsiooni
leidmine jne. Kombinatoorsete rakenduste aluseks on analoogia korrutamis-
reegli ja funktsioonide korrutamise ning liitmisreegli ja funktsioonide liitmise
vahel.

Koigis jargnevates iilesannetes, kui pole margitud teisiti, tdhendab gene-
reeriv funktsioon harilikku genereerivat funktsiooni.

Praktikumiilesanded

1. Leida jargmiste jadade genereerivad funktsioonid.

a) 1,4,6,4,1,0,0,0, ...
b)111111
) 1 ~1,1, -1, ...
d)101010
) 1,2, 34,5, .
f)124816,32,...



g) 07 17 _%a %7 _ia éa
h) 1,4,9, 16, 25, ...

2. Mitmel viisil saab ounte, banaanide, apelsinide ja pirnide hulgast panna
kotti n puuvilja nii, et oleksid rahuldatud jérgmised tingimused?

e Ounte arv on paaris.

Banaanide arv on arvu 5 kordne.

Apelsinide arv on iilimalt 4.

e Pirnide arv on ulimalt 1.

3. Pokkerikaartide pakis on 32 kaarti, nende hulgas 10 punast, 10 kollast ja
10 sinist. Iga vérvi kaardid on nummerdatud erinevate numbritega 1, 2,
..., 10. Lisaks on kaardipakis kaks erinevat jokkerit, molemad numbriga
0. Kaart numbriga k annab 2 punkti. Nimetame kaardikomplekti heaks,
kui nende punktide summa on 2012. Leida heade kaardikomplektide arv.

4. Tihti, néiteks loendamisiilesande loppvastuse leidmisel, on vaja méarata
genereerivate funktsioonide korrutises iiheainsa litkme 2" kordaja. Selleks
voib kasutatada votet, mille sisuks on sulgude osaline lahtikorrutamine.
Analoogilise vottega toestati nditeks (harilik) binoomvalem. Leida

a) liikkme z? kordaja avaldises (2 + = + 22)(1 + 2z + 2%)(1 + = + 22?)
b) liikkme z!” kordaja avaldises (1 + 2 + z7)?°

c) liikkme 2?! kordaja avaldises (2% + 2% + 2 + 25 + 26)8
5. Leida liikme x™ kordaja avaldises

1 1 1 1
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6. a) Millise vorduse binoomkordajate vahel voib tuletada, kui vorrelda
vorduse (1 4+ 2)™(1 + z)" = (1 + )™ molema poole arendises
liikme z* kordajaid?

b) Millise vorduse binoomkordajate vahel voib tuletada, kui vorrelda
vorduse (1 —xz)"(1+z)" = (1 —2?)" molema poole arendises liifkme

2* kordajaid?

7. Arvutada summad
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. Olgu (an)n=0 ja (by)n=o kaks jada, mille korral b, = > ; a;. Milline on

seos nende jadade (harilike) genereerivate funktsioonide vahel?

. Lahendada rekurrentsed vorrandid.

a) ani1 = 3a, + 2", algtingimus ag = 1

b) anio = 8a,y1 — 16a,, algtingimused ag = 1, a; = 4

Hanoi tornid. Antud on n erineva labimooduga ketast ning kolm piistist
varrast. Alguses on koik kettad laotud suuruse kahanemise jarjekorras
esimesele vardale, ilejadnud kaks varrast on tiihjad. Eesméark on viia
koik kettad esimeselt vardalt viimasele, tostes igal kdigul tihelt vardalt
iilemise ketta iimber nii, et suurem ketas ei satuks kunagi viiksema peale.
Olgu A,, vahim kiikude arv, mis kulub n ketta iileviimiseks.

a) Tuletada rekurrentne vorrand suuruse A,, jaoks.

b) Koostada rekurrentse vorrandi pohjal jada (A,) genereeriv funkt-
sioon.

c¢) Leida genereeriva funktsiooni abil A,, avaldis.

Kui palju leidub selliseid arvujarjendeid pikkusega n, mis koosnevad
numbritest 0, 1 ja 2 ning milles kaks korvutiasuvat numbrit ei erine
kuskil rohkem kui 1 vorra?

Toestada, et arvu n esituste arv paaritute liidetavate summana vordub
arvu n esituste arvuga paarikaupa erinevate liidetavate summana. (N&i-
teks arvu 6 esitused paaritute liidetavate summana on 1+14+14+1+1+1,
1+1+1+4+3, 145, 3+ 3, esitused paarikaupa erinevate liidetavate sum-
mana on 1 + 243, 1+ 5, 2+ 4, 6; liidetavate jarjekord pole oluline).
Olgu n mittenegatiivne taisarv. Kui palju leidub poliinoome P(z), mille
kordajad kuuluvad hulka {0, 1,2, 3} ja mille puhul P(2) = n.

Kasutades eksponentsiaalset genereerivat funktsiooni, lahendada rekur-
rentne vorrand a1 = (n + 1)(a, —n + 1) algtingimusel qp = 1.

Koduiilesanded

Valida jargmistest tilesannetest (vdhemalt) kaks ja esitada nende lahen-

dused.

15.

Aine 6ppeperiood kestab n pédeva. Aine alguses jaotatakse 6ppeperiood
kaheks: esimesed £ péeva (1 < k < n—2) on teoreetiline osa ja viimased
n — k péeva laboratoorne osa. Seejiarel médratakse esimeses osas iiks
péev ja teises osas kaks péeva kontrolltoodeks. Mitmel erineval viisil
saab sellistel tingimustel aine ajakava koostada?
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Antud on n erineva ldbimooduga ketast, mis alguses on laotud suuru-
se kahanemise jirjekorras kolmest vardast esimesele. Uhe kiiguga voib
tosta iihelt vardalt tilemise ketta wvahetult jargnevale vardale (lugedes,
et kolmandale vardale jargneb esimene) nii, et suurem ketas ei satuks
kunagi viiksema peale. Eesmérk on viia koik kettad esimeselt vardalt
teisele.

Optimaalne meetod (optimaalsust me ei toesta) selle iilesande lahenda-
miseks on jargmine. Olgu P, ja V,, kidikude arvud, mida on vaja teha n
ketta iileviimiseks mingilt vardalt vastavalt vahetult jargnevale voi va-
hetult eelnevale vardale.

e P, leidmine: vii iilemised n — 1 ketast vahetult eelnevale vardale;
vii viimane suur ketas vahetult jargnevale vardale; vii n — 1 kettaga
kuhi vahetult eelnevale vardale suure ketta peale;

e U, leidmine: vii lilemised n — 1 ketast vahetult eelnevale vardale;
vii viimane suur ketas vahetult jargnevale vardale; vii n — 1 kettaga
kuhi vahetult jargnevale vardale; vii suur ketas vahetult jargnevale
vardale; vii n—1 kettaga kuhi vahetult eelnevale vardale suure ketta
peale.

Leida n ketta iileviimiseks vajaminev kiikude arv suletud kujul.

Lahendada mittehomogeenne rekurrentne vorrand
An+2 — 5An+1 - 6An + n2
algtingimustel Ag =0, A; = 1.

a) Leida jada (A,) genereeriv funktsioon A(z).

b) Esitada see osamurdude summana kujul ﬁ, kus C ja v on ar-
vulised konstandid ja k& on naturaalarv.

c) Leida igas osamurrus liikme z" kordaja ning esitada A, avaldis
nende abil.

Jalavideriihm koosneb n sodurist. Rivistuse ajal jaotab riithmaiilem so-
durite rivi teatavaks arvuks jarjestikustest soduritest koosnevateks ja-
gudeks ning maarab igas jaos iihe soduri juhiks. Leida voimaluste arv,
mitmel viisil saab rithmaiilem sedasi riithma jagada.



