Diskreetne matemaatika 2012

12. praktikum

Reimo Palm

Meeldetuletus: jada (a,,) harilik genereeriv funktsioon ja eksponentsiaalne
genereeriv funktsioon on vastavalt
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(Kui viimane, matemaatilisest analiilisist parinev vordus on tundmatu, siis

voib tema kehtivust kontrollida néiteks programmiga esimesi liikmeid vélja

arvutades, vottes z-ks mone lihtsa arvu, néiteks z = 1 voi z = In2 vms.)

Praktikumiiilesanded

1. Mitmel viisil saab panna n iihesugust palli £ erinevasse kasti nii, et iikski
kast ei jaaks tithjaks?

a) Defineerida genereeriv funktsioon, mis peab arvet i-nda kasti sisu
ile (i =1,2, ..., k).

b) Leida genereeriv funktsioon, mis loeb kokku voimalusi paigutada
palle korraga koikidesse kastidesse.

c) Leida selles genereerivas funktsioonis kordaja, mis annab tilesande
vastuse.



d) Lahendada see iilesanne ka puhtalt kombinatoorse arutlusega ja
vorrelda lahendust iilalsaadud lahendusega.

. Kauplusekett hankis partii 60 iihesugusest muruniidukist ning soovib
neid jaotada laiali nelja kaupluse vahel nii, et iga kauplus saaks vihemalt
5. Kaks véaiksemat kauplust mahutavad kumbki maksimaalselt 20, kaks
suuremat kauplust aga kumbki maksimaalselt 30 muruniidukit. Mitu
voimalust on muruniidukeid kaupluste vahel jaotada?

. Kahendpuu on juurega puu, mille igal sisetipul on tépselt kaks alluvat.
Alluvaid loeme jarjestatuks (vasak alluv ja parem alluv). Leida n siseti-
puga kahendpuude arv.

. Lisame n-tipulisele ahelale juurde iihe tipu ja ithendame selle servadega
ahela koigi tippude kiilge. Eesmérk on leida saadud graafi aluspuude arv.
Olgu a,, aluspuude arv ning A(z) selle arvujada genereeriv funktsioon.
Eesmaérgi saavutamiseks vaatleme graafi selliseid aluspuid, kus on esin-
datud terve ahela koik tipud. Olgu b, selliste aluspuude arv ning B(z)
vastav genereeriv funktsioon. Koigis graafides loeme tipud eristatavaks
(mérgendatuks).

a) Toestada, et A(z) =~ | B(z)™.
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b) Leida genereeriv funktsioon B
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Leida genereeriv funktsioon A(z).

d) Leida tilesande vastus a,.

. Stefan Banachil oli komme kanda kaasas kahte tikutoosi, ithes m tik-
ku ja teises n tikku. Kui ta vajas tuld, siis vottis ta taskust juhuslikult
ithe tikutoosi, kummagi toendosusega %, soltumatult oma eelmistest va-
likutest. Parast iihe tiku véljavotmist pani ta tikutoosi taskusse tagasi
(isegi kui see sai tiihjaks). Kui taskust voetud tikutoos oli tiihi, siis vis-
kas ta selle minema ja vottis teise tikutoosi. Ukskord osutus, et ka teine

tikutoos oli tithi. Leida toen#dosus py,,, et selline asi juhtub. (Niiteks
Po1 = %7 P11 = % japao = %)
. Mitmel viisil saab 100 eurot vahetada viiksemateks paberrahatihtedeks?

(Rahatéhtede jérjekord oluline ei ole.)

. Olgu antud jadad (a,) ja (b,) ning nende eksponentsiaalsed genereerivad
funktsioonid
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Leida, millise jada eksponentsiaalne genereeriv funktsioon on
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a) A(z) + B(z)
b) A(2) - B(2)
c) A'(2)

8. Leida jargmiste jadade eksponentsiaalsed genereerivad funktsioonid.

a) 1,1,1,1,1,1, ...
b) 1,2, 4,8, 16,32, ...
) 01, 11, 21, 31, 41, 51, ...
d) 1,2,3,4,5,...

) 1,0,1,0,1,0, ...

C

9. Leida eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide abil n-elemendilise
hulga alamhulkade arv.

a) Olgu a, voimaluste arv valida n-elemendilisest hulgast alamhulk.
Olgu b,, voimaluste arv valida n-elemendilisest hulgast n-elemendi-
line alamhulk. Avaldada arv a,, arvude b,, kaudu.

Juhis: madrame n-elemendilises hulgas mingid m vaadeldavat ele-
menti, valime nende hulgast m-elemendilise alamhulga, valime {ile-
jadnud elementide hulgast (n — m)-elemendilise alamhulga.

b) Kirjutada eelmises punktis saadud seos timber jadade (a,) ja (b,)
eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide vahelise seosena.

¢) Leida a, avaldis.

10. 10. praktikumis vaatlesime korrapiratuste leidmise tilesannet (iilesan-
ne 10), kus oli vaja leida, mitmel viisil on voimalik praktikumist osavotva
n iliopilase kodutood ara jagada nende iiliopilaste vahel nii, et keegi ei
saaks enda oma. Antud n-elemendilise hulga koik permutatsioonid voime
iile lugeda jargmisel viisil: iga ¢ = 0, 1, ..., n korral ma&rame, millised
n —1 elementi jadvad paigale, iilejaédnud ¢ elementi aga jarjestame timber
téaielikuks korraparatuseks. Sellega saame valemi
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a) Vaatleme jadasid (a,) ja (b,), kus a, = n! ja b, = 1. Kirjutada
vélja nende jadade eksponentsiaalsed genereerivad funktsioonid.

b) Kasutades tilaltoodud valemit, leida jada (D,,) eksponentsiaalne ge-
nereeriv funktsioon.



11.

12.

c) Genereerivate funktsioonide vahelises vorduses kordajaid vorreldes
tuletada lihtne rekurrentne avaldis arvu D,, jaoks.

Kui palju leidub tdhtedest A, B, C moodustatud sonu pikkusega n, milles
nii A kui ka B esinevad paaritu arv kordi?

Kordumistega permutatsioonid, antud hulga sellised alamhulgad, kus
elemendid voivad korduda ja erinevate (kuid mitte samade) elementi-
de omavaheline jarjekord on oluline, alluvad lihtsasti analtiiisile, kui a)
iga elementi on olemas piiramatu arv eksemplare voi b) iga elementi on
olemas piiratud arv eksemplare ja valime koikide elementide koik ek-
semplarid. Raskem on olukord, kus iga (v6i ménda) elementi on olemas
piiratud arv eksemplare ja valime vihem kui koik eksemplarid. Kasu-
tades eksponentsiaalseid genereerivaid funktsioone, leida, mitmel viisil
saab sonas suusatajajutt olevatest tdahtedest koostada 8-tdhelise sona.

Koduiilesanded

Valida jargmistest tilesannetest (vdhemalt) kaks ja esitada nende lahen-

dused.
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16.

Olgu P(n, k,a,b) voimaluste arv paigutada n iithesugust palli & kasti nii,
et igas kastis oleks viahemalt a ja iilimalt b palli. Kumb arvudest on
suurem: P(28,19,1,2) voi P(30,10,2,7)7

9 erinevat kasti on paigutatud ristkiilikukujuliselt 3 ritta ja 3 veergu.
Mitmel viisil saab kastidesse panna 10 {ihesugust palli nii, et i-nda rea
iga kasti pallide arv jaguks i-ga (i = 1, 2, 3) ja j-nda veeru kastides
olevate pallide koguarv ei oleks suurem kui 5 (j =1, 2, 3)7

a) Koostada genereeriv funktsioon iihes veerus pallide paigutamiseks.

b) Koostada genereeriv funktsioon koigis veergudes pallide paiguta-
miseks.

c¢) Leida vajaliku liikme kordaja.

Olgu M, teckondade arv téisarvuliste koordinaatidega vore punktist
(0,0) punkti (n,0), mis ei lasku allapoole joont y = 0 ning milles iga
samm on kas (1,0), (1,1) voi (1, —1). Konstrueerida arvujada (M,,) (ha-
rilik) genereeriv funktsioon.

Kui palju saab tédhtedest A, B, C, D, E, F, G, H koostada 6-tahelisi sonu,
milles igatiks tahtedest A, B, C, D esineb iilimalt 1 kord?



