Diskreetne matemaatika 2012

12. praktikum

Reimo Palm

Meeldetuletus: jada (a,,) harilik genereeriv funktsioon ja eksponentsiaalne
genereeriv funktsioon on vastavalt
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Analoogiline harilike genereerivate funktsioonide puhul summaga
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on eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide puhul summa
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(Kui viimane, matemaatilisest analiilisist parinev vordus on tundmatu, siis

voib tema kehtivust kontrollida néiteks programmiga esimesi liikmeid vélja

arvutades, vottes z-ks mone lihtsa arvu, néiteks z = 1 voi z = In2 vms.)

Praktikumiiilesanded

1. Mitmel viisil saab panna n iihesugust palli £ erinevasse kasti nii, et iikski
kast ei jaaks tithjaks?

a) Defineerida genereeriv funktsioon, mis peab arvet i-nda kasti sisu
ile (i =1,2, ..., k).

b) Leida genereeriv funktsioon, mis loeb kokku voimalusi paigutada
palle korraga koikidesse kastidesse.

c) Leida selles genereerivas funktsioonis kordaja, mis annab tilesande
vastuse.



d) Lahendada see iilesanne ka puhtalt kombinatoorse arutlusega ja
vorrelda lahendust iilalsaadud lahendusega.

Lahendus. a) Kastis voib olla 1 v6i 2 v6i 3 voi . . . palli, genereeriv funktsioon
on .
Gi(z):z+22+z3+...:z(1+z+22+...):1 :
—z
b) Esimese kasti tditmisvoimalusi loetleb G1(z), teise kasti omi Ga(2) jne,
seega koigi kastide tditmisvoimaluste genereeriv funktsioon on

zk

(1—2)%

G(z) = G1(2)Ga(2) ... Gi(2) =

¢) Binoomvalemi pohjal

P ~(i+k—1\ 1 ~=(n—-1\,
<1—z>k‘;( k1 ) —;j(k-l)z-

Siit ndeme, et otsitav kordaja ehk iilesande vastus on (Zj :

d) Olgu n palli paigutatud iihte ritta. Pallide vahel on n—1 vahet. Valime
nendest k£ —1 vahet, kuhu paigutame riithmade piirid. Pallid rea algusest kuni
esimese piirini paneme esimesse kasti, pallid esimesest piirist teiseni teise
kasti jne. Igasse kasti satub vihemalt iiks pall. Seega piisab pallide kastidesse
jaotamiseks valida n — 1 vahest k& — 1 vahet, milleks on (Zj) voimalust.

Piiride paikapanekuga jaguneb pallide hulk £ jarjestikuseks rithmaks. Kui
rithmade pallide arvud on néaiteks sy, s, ..., sg, kus s;1+ss+...+ S, = n, siis
sellele vastab genereerivate funktsioonide korrutises liikme 2" tekkimisvoima-
lus, kus esimesest sulust valitakse z°1, teisest sulust z%2 jne kuni viimasest
sulust z°*. Need annavad korrutiseks 251252 ... 2% = zsitsatetsk — 1,

2. Kauplusekett hankis partii 60 tihesugusest muruniidukist ning soovib
neid jaotada laiali nelja kaupluse vahel nii, et iga kauplus saaks vihemalt
5. Kaks viaiksemat kauplust mahutavad kumbki maksimaalselt 20, kaks
suuremat kauplust aga kumbki maksimaalselt 30 muruniidukit. Mitu
voimalust on muruniidukeid kaupluste vahel jaotada?
Lahendus. Kahe viiksema kaupluse puhul on muruniidukite arvud 5 ja 20
vahel, millele vastab genereeriv funktsioon 2% + 26 + ...+ 2%°. Kahe suurema
kaupluse muruniidukite arvud on 5 ja 30 vahel, millele vastab genereeriv
funktsioon z° + 25+ ...+ 2%°. Muruniidukite jaotamisvoimaluste arvu néitab
seega genereeriv funktsioon

(P24 42202 (P4 502 = (12012202 (1—2) " =

— 220(1 —2216+232)(1 _2226+252)( ( . )ZZ)

- 1
=0



Liikme 2% tekkimisvoimalused on 2202920240, 220,026,514 20,16 0,24 pipg

2203208 seega kordajaks saame

—4 —4 —4 —4
(40) 2(14) 2(24) " ( . ) — 5206,

3. Kahendpuu on juurega puu, mille igal sisetipul on tapselt kaks alluvat.
Alluvaid loeme jérjestatuks (vasak alluv ja parem alluv). Leida n siseti-
puga kahendpuude arv.

Lahendus. Olgu ¢, nende n-tipuliste kahendpuude arv ja T'(z) nende arvude
genereeriv funktsioon. Vaatleme arvu t,;. Iga (n + 1)-tipulise kahendpuu
vasak ja parem alampuu on samuti kahendpuud. Kui vasakus alampuus on k
tippu, siis saab vasakut alampuud moodustada t; viisil. Paremas alampuus

on n — k tippu ning paremat alampuud saab moodustada t,_, viisil. Kui
defineerida ¢y = 1, siis voib £ muutuda 0-st n-ni. Jarelikult kehtib iga n > 0

korral vordus .
torr = D titn-i.
k=0

See on sama vorrand sama algtingimusega nagu loengu naites 7. Jarelikult

n

T(z) = nio (27?) nz+ 1

(277) Neid arve nimetatakse Catalani arvudeks.

1
n+1

jat, =
4. Lisame n-tipulisele ahelale juurde iihe tipu ja ithendame selle servadega
ahela koigi tippude kiilge. Eesmérk on leida saadud graafi aluspuude arv.
Olgu a, aluspuude arv ning A(z) selle arvujada genereeriv funktsioon.
Eesmaérgi saavutamiseks vaatleme graafi selliseid aluspuid, kus on esin-
datud terve ahela koik tipud. Olgu b,, selliste aluspuude arv ning B(z)
vastav genereeriv funktsioon. Koigis graafides loeme tipud eristatavaks

(mérgendatuks).

a) Toestada, et A(z) =Y ° | B(2)™.

)
b) Leida genereeriv funktsioon B(z).
c) Leida genereeriv funktsioon A(z).
d) Leida tlesande vastus a,.

Lahendus. a) Olgu v lisatud tipp. Vaadeldava graafi iga aluspuu koosneb

komponentidest, millest igaithe moodustab mingi 16ik ahela jérjestikuseid
tippe koos iihest neist tippudest tippu v viiva servaga. Genereeriv funktsioon
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B(x) loendab graafi selliseid aluspuid, kus selliseid komponente on tépselt
1. Genereeriv funktsioon B(z)? loendab sellised aluspuid, kus komponente
on téapselt 2, sest molemad komponendid on parajasti seda tiilipi aluspuud,
mida loendab B(z), kusjuures ahelal haaravad nad enda alla kokku n tip-
pu. Induktiivselt jdtkates ndeme, et B(z)™ loendab selliseid aluspuid, kus
komponentide arv on téapselt m. Seega > ~_, B(z)™ loendab parajasti koiki
graafi aluspuid, samuti nagu A(z).

b) Ahelas v6ib iga tipp olla see, mis on iithendatud tipuga v. Seega n-ti-
pulise ahela puhul on selliseid aluspuid n, st

o0 [e.9]

B(z) = an” = zan"’l = i _ZZ)2

n=1 n=1

eelmise praktikumi iilesande le pohjal.
c¢) Kahe eelmise punkti abil

A(z) =) B(x)"=B(2)+B(:)+B(:)’ + ... =

_ B(z) (1—2)? _ z
1-B(z) 1_ < 1—32+ 22

d) Kasutades lahutust 1 — 3z + 2% = (1 —

esitame genereeriva funktsiooni osamurdude summana

z 1 1 1 1

I=3:+2 VB 345 VB | 35
_ z — ¥
2 2
1 mo 13— "
millest loeme vilja tilesande vastuse a,, = —= (73 - \/3> G (3 2\/g> '

NASP

Kiisimus. Genereeriva funktsiooni avaldise A(z) = T35, 5 52 voime esi-
—3z+4+ 2

tada kujul A(z) — 3zA(z2) + 22A(z) = z. Vorreldes kummalgi poolel liikme
2" kordajaid, ndeme, et otsitavad arvud rahuldavad tingimusi ag = 0, a; =1
jaiga n > 2 korral a,, = 3a,,_1 — a,,_». Kas viimast seost saab tuletada otse,
ilma genereerivaid funktsioone kasutamata?

5. Stefan Banachil oli komme kanda kaasas kahte tikutoosi, ithes m tik-
ku ja teises n tikku. Kui ta vajas tuld, siis vottis ta taskust juhuslikult



ithe tikutoosi, kummagi toenaosusega =, soltumatult oma eelmistest va-
likutest. Parast iihe tiku véljavotmist panl ta tikutoosi taskusse tagasi
(isegi kui see sai tiihjaks). Kui taskust voetud tikutoos oli tiihi, siis vis-
kas ta selle minema ja vottis teise tikutoosi. Ukskord osutus, et ka teine
tikutoos oli tithi. Leida toen#dosus py, ., et selline asi juhtub. (Niiteks
Po1 = %, P11 = % japas = %)
Lahendus. Uhe tiku vétmisega muutub tikutooside seis (m,n) tdendosusega
% seisuks (m — 1,n) ja toendosusega i seisuks (m,n — 1); esimeses seisus
toimub vaadeldav stindmus toenéosusega p,,—1,, ja teises seisus toendosusega
Pma—1. Seega kui m > 1, n > 1, siiS ppn = 3Pm—1n + 3Pma—1. Lisaks
poo = 1. Kui lugeda, et negatiivse m voi n korral p,,, = 0 (negatiivset arvu
tikke toosis nagunii olla ei saa), siis kehtib saadud seos ka koigil muudel
juhtudel peale juhu m = 0 & n = 0. Kokkuvottes voime kirjutada

1 1
= ZPm—-1n + SPmn—1 + [m =0&n = O]a
2 2
see kehtib iga m ja n korral.
Olgu P(w, z) = > % > 02 Pmaw™z" arvude p, , genereeriv funktsioon.

Korrutame saadud seost avaldisega w™z" ning summeerime:

Z memwmzn - % Z me—l,nwmzn + % Z mem_lwmz" + 1.

m=0 n=0 m=0 n=0 m=0 n=0

Pmn

Et p_1,, = 0 ja py,,—1 = 0, siis voime paremal esimeses liidetavas éra jétta
litkmed, kus m = 0, ning teises liidetavas liikmed, kus n = 0 ning alustada
vastavaid summasid indeksist 1. Tuues esimeses liidetavas summamérgi ette
w ja teises liidetavas z, on koik kolm vorduses esinevat summat vordsed
avaldisega P(z,w). Sellega omandab vordus kuju

P(w,z) = %P(m, n) + %P(m, n)+1,
millest
Pl = St =3 53 ()
1——w+z k:02’f — k:()

Viimases summas vahetame summeerimisjarjekorda ning seejirel tdhistame
timber summeerimisindeksid, vottes [ =m ja k — 1 =n (siis k = m + n):

P<w’z):i§%’“<> :g}izmﬂ(m;n) e




6. Mitmel viisil saab 100 eurot vahetada vaiksemateks paberrahatahtedeks?
(Rahatéhtede jarjekord oluline ei ole.)
Lahendus. Viiksemad paberrahad on 5, 10, 20 ja 50 eurot. Genereerivad
funktsioonid, mis loendavad voimalusi vahetada n eurot ainult tihte liiki ra-
hatahtedeks védartuses 5, 10, 20 voi 50 eurot, on

1
AR)=1+22+204+ 2P+ .. = T
B(z):1+z10+220—|—z30+...:1%210
C(z)=1+22°+z4°+z6°+...:1%20
D(z):1+z50+2100+2150+...:ﬁ

Genereeriv funktsioon, mis loendab voimalusi vahetada n eurot, kui kasutada
voib koiki rahatahti, on

Et
e (G - () (S -
_ i(;@ )10 = nfa(H HEE

ja analoogiliselt

Ssiis




Liikme 2'% saame sellest esitusest juhul n = 20, selle lilkme kordajaks tuleb

1-(64+5+5+4+4)+2-(3+3+2+2+1)+3-1=49.
Kisimus. Eelnevas nagime, et 5n euro vahetamiseks on voimalusi

n

=2 ([ 0+ [757)

1=

Kas seda summat saab lihtsustada?

7. Olgu antud jadad (a,) ja (b,) ning nende eksponentsiaalsed genereerivad
funktsioonid

Alz) =) an—, B(z)=>_ ba—r.
n=0 n=0
Leida, millise jada eksponentsiaalne genereeriv funktsioon on

a) A(z) + B(z)
b) A(z) - B(2)
c) A'(2)

Lahendus. a) Et

o Zn o Zn o Zn
A +B() =Y anr + > b = > (an+ ba) =,
n=0 n=0 n=0

siis genereeriv funktsioon A(z) + B(z) esitab jada ag+ by, a1 + b1, as +bo, ...
(jadade (ay,) ja (b,) summa).
b) Analoogiliselt

n=0 n=0 n=0 =0
o n (o] n
n! 2" n 2"
= § T 1 'a'ibn—i_' = . aibn—i_'a
— gl(n —1)! n! X n!
n=0 =0 n=0 =0

seega. A(z) - B(z) esitab jada (c,), kus ¢, = >0 (") aib,—; (jadade (a,) ja
(b,) binoomkonvolutsioon).

c) Siin
e PEONY e anl > anl > o
A/ z)= ( an_> - Qp =T+ = ap, = Ap+1—7,
(2) nz:zo n! nz::l n! nz::l (n—1)! nz:zo ol
seega A'(z) esitab jada ay, as, as, ... (jada (a,) vasaknihe).



8. Leida jargmiste jadade eksponentsiaalsed genereerivad funktsioonid.

a) 1,1,1,1,1,1, ...
b) 1,2, 4,8, 16,32, ...
) 01, 11, 21, 31, 41, 5!, ...
d) 1,2,3,4,5,...

) 1,0,1,0,1,0, ...

C

Lahendus.

) YoR2InS = DS+ (-1
:#:cosh(z)

9. Leida eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide abil n-elemendilise

hulga alamhulkade arv.

a) Olgu a, voimaluste arv valida n-elemendilisest hulgast alamhulk.
Olgu b,, voimaluste arv valida n-elemendilisest hulgast n-elemendi-

line alamhulk. Avaldada arv a,, arvude b,, kaudu.

Juhis: madrame n-elemendilises hulgas mingid m vaadeldavat ele-
menti, valime nende hulgast m-elemendilise alamhulga, valime {ile-

jadnud elementide hulgast (n — m)-elemendilise alamhulga.

b) Kirjutada eelmises punktis saadud seos timber jadade (a,) ja (b,)

eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide vahelise seosena.

¢) Leida a, avaldis.



Lahendus. a) Madrame n-elemendilises hulgas mingid m elementi, mille vo-
tame vaatluse alla, selleks on (:I) voimalust. Votame endale vaadeldavatest
elementidest koosneva hulga, selleks on b,, voimalust. Anname sobrale iilejaé-
nud n — m elemendist koosneva hulga, selleks on b,,_,, voimalust. Niisugune
kahe hulga valik méarab meile iiheselt n-elemendilise hulga alamhulga, see
on see alamhulk, mille me valisime esimesena. Et m voib omandada suvalisi

vaartusi 0-st n-ni, siis
n
n
ap = E ( )bmbnm.
m

m=0

b) Olgu A(z) ja B(z) vastavalt jadade (a,) ja (b,) eksponentsiaalsed
genereerivad funktsioonid. Vastavalt iilesandele 7b siis

c) Et iga n korral ilmselt b, = 1, siis B(z) = e*. Jérelikult

A(z) =€ -e" = e* = 22"2—'
n!

n=0

Siit a, = 2™.

Mirkus. Jadale (by,) ei ole vaja tingimata anda kombinatoorset tdhendust
nagu punktis a). Binoomkonvolutsiooni valemi rakendamiseks piisab definee-
rida see jada konstantselt 1-ks.

10. 10. praktikumis vaatlesime korrapératuste leidmise iilesannet (iilesan-
ne 10), kus oli vaja leida, mitmel viisil on voimalik praktikumist osavotva
n iliopilase kodutood dra jagada nende iliopilaste vahel nii, et keegi ei
saaks enda oma. Antud n-elemendilise hulga koik permutatsioonid voime
iile lugeda jargmisel viisil: iga ¢ = 0, 1, ..., n korral madrame, millised
n —1 elementi jadvad paigale, iilejadnud 7 elementi aga jarjestame timber
téaielikuks korraparatuseks. Sellega saame valemi

=3 (")

i=0
a) Vaatleme jadasid (a,) ja (b,), kus a, = n! ja b, = 1. Kirjutada
vélja nende jadade eksponentsiaalsed genereerivad funktsioonid.

b) Kasutades tilaltoodud valemit, leida jada (D,,) eksponentsiaalne ge-
nereeriv funktsioon.

¢) Genereerivate funktsioonide vahelises vorduses kordajaid vorreldes
tuletada lihtne rekurrentne avaldis arvu D,, jaoks.

9



Lahendus. a) Vastavalt iilesandele 8 on jada (a,) eksponentsiaalne generee-
riv funktsioon A(z) = 1= ja jada (b,) eksponentsiaalne genereeriv funktsioon
B(z) = ¢.

b) Ulesandes antud valemi voib kirjutada kujul a, = Yoo (7;) D;b,,_;.
Seega on jada (a,) jadade (D,) ja (b,) binoomkonvolutsioon. Olgu D(z)
jada (D,,) eksponentsiaalne genereeriv funktsioon. Ulesande 7 pohjal A(z) =
D(2)B(z), millest

A(z w
bz) = Biz; - 18— B
c¢) Vaatleme vordust D(z)(1 — z) = e™*. Vasak pool on
A 2"+
)(1— 2) ZD 1—z gDna —%(nﬂ)l)n(nﬂ)! =

_ZD ZnDn 1

parem pool aga

Vorreldes molemal poolel litkme % kordajald ndeme, et igan > 1 korral keh-
tib rekurrentne seos D,, = nD,,_1 + (—1)™. Selle seose otsene kombinatoorne
toestus on moneti keerukas.

11. Kui palju leidub téhtedest A, B, C moodustatud sonu pikkusega n, milles
nii A kui ka B esinevad paaritu arv kordi?

Lahendus. Ainult tdhtedest A koosnevate sonade arvu loetleb eksponent-
siaalne genereeriv funktsioon

o0 001 A
R SRS S

n=0 n=0

seesama on ka ainult tdhtedest B koosnevate sonade arvu eksponentsiaalne
genereeriv funktsioon B(z). Ainult tdhtedest C koosnevate sonade arvu ge-
nereeriv funktsioon on C'(z) = e?, sest neile tahtedele tingimusi pole seatud.

Kui esialgu vaadelda sonu, mis sisaldavad ainult tdhti A ja B, siis nende

arv on
“n
E ( . )aibn—ia
. )

=0
sest meil tuleb 1) valida n positsioonist vélja ¢ positsiooni téhtede A jaoks —
voimalusi (T;), 2) paigutada nendele positsioonidele tdhed A — voimalusi a;;

10



3) paigutada iilejdédnud positsioonidele tdhed B — voimalusi b,_;. Binoom-
konvolutsiooni valemi pohjal on tdhtedest A ja B koostatud sonade arvu
genereeriv funktsioon korrutis A(z)B(z). Samamoodi leiame tdhtedest A, B,
C koostatud sonade arvu: 1) valime vélja positsioonid, millele panna téh-
tedest A ja B koosnev sona, 2) paigutame selle sona téhed jéarjest nendele
positsioonidele laiali, 3) paigutame iilejaénud positsioonidele ainult téhte-
dest C koosneva sona. Seega iilesandes noutud sonade arvu eksponentsiaalne
genereeriv funktsioon on A(z)B(2)C(z).
Niitid
. e —2e" 4 e
€ = )

4

e® — e_Z>2

mille pohjal otsitav n-tiheliste sonade arv on (3" — 2 + (—=1)).

Kiisimus. Millist lilesannet lahendaksime siis, kui kasutaksime eksponent-
siaalsete genereerivate funktsioonide asemel harilikke genereerivaid funkt-
sioone?

12. Kordumistega permutatsioonid, antud hulga sellised alamhulgad, kus
elemendid voivad korduda ja erinevate (kuid mitte samade) elementi-
de omavaheline jérjekord on oluline, alluvad lihtsasti analiitisile, kui a)
iga elementi on olemas piiramatu arv eksemplare voi b) iga elementi on
olemas piiratud arv eksemplare ja valime koikide elementide koik ek-
semplarid. Raskem on olukord, kus iga (v6i moénda) elementi on olemas
piiratud arv eksemplare ja valime vihem kui koik eksemplarid. Kasu-
tades eksponentsiaalseid genereerivaid funktsioone, leida, mitmel viisil
saab sonas suusatajajutt olevatest tdahtedest koostada 8-tahelise sona.

Lahendus. Téahtede arvud on: s — 2, u—3,a— 3, t — 3, j — 2. Sonas voib iga
taht esineda null kuni selle tdhe maksimaalne arv korda. Koostame iiksikute
tdhtede esinemiste arve naitavad eksponentsiaalsed genereerivad funktsioonid

2
S(z) = J(z) :1+z+5,

22 23

U(z):A(z):T(z):1+z+5+E.

Et erinevate tdhtede omavaheline jarjestus sonas on oluline, siis on koigi n-té-
heliste sonade arvu eksponentsiaalne genereeriv funktsioon iiksikute tahtede
eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide korrutis. See funktsioon on
<1 oy z2)2(1 oy 22 N z3>3 | 4Bt 2522 N 4123 N 49z% N 4525+
24+ — 2+ —+—) = z
2 2 6 2 2 2 2

4926 N 1927 N 7128 N 71329 N 413210 N 8911 N 13212 N 213
3 2 16 432 864 864 864 864’
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kus tehted on tehtud arvutialgebrasiisteemiga. Iga n korral saame leida n-té-
heliste sonade arvu nii, et korrutame liikme z" kordajat arvuga n!. Naiteks
8-téheliste sonade arv on % - 81 = 178920.

Koduiilesanded
Valida jargmistest iilesannetest (vihemalt) kaks ja esitada nende lahen-

dused.

13. Olgu P(n, k,a,b) voimaluste arv paigutada n tihesugust palli k£ kasti nii,
et igas kastis oleks viahemalt a ja iilimalt b palli. Kumb arvudest on
suurem: P(28,19,1,2) voi P(30,10,2,7)?

Lahendus. Arvude P(n,19,1,2) genereeriv funktsioon on
19 19
19 .y 19 ,
2119 _ 19-i 2 _ 19+i
(z 4 2%) i§0<i)z z ;0(@,)2 :

Liige 2% tekib siis, kui 19 + 4 = 28 ehk ¢ = 9. Selle liikme kordaja on
(') = 92378.
Arvude P(n,10,2,7) genereeriv funktsioon on

(Z2+23+24+Z5+Z6+27)10:Z2O(I+Z+22+23+24+Z5)1O:

— z20<11—_226>10 = 220(1 = 25101 — 2)710 =
-89 ()

Liige 2% saab tekkida ainult kas kujul 22°2°2' (vasakust sulust i = 0, pa-
remast j = 10) voi kujul 22°252* (vasakust sulust i = 1, paremast j = 4),
. . 10\ (19 10\ (13

vastavalt tuleb selle lilkme kordajaks (0 ) (10) — (1 ) (4) = 85228.

Jarelikult P(28,19,1,2) on suurem.

14. 9 erinevat kasti on paigutatud ristkiilikukujuliselt 3 ritta ja 3 veergu.
Mitmel viisil saab kastidesse panna 10 iihesugust palli nii, et -nda rea
iga kasti pallide arv jaguks i-ga (i = 1, 2, 3) ja j-nda veeru kastides
olevate pallide koguarv ei oleks suurem kui 5 (7 =1, 2, 3)?

a) Koostada genereeriv funktsioon iihes veerus pallide paigutamiseks.

b) Koostada genereeriv funktsioon koigis veergudes pallide paiguta-
miseks.

c¢) Leida vajaliku liikme kordaja.
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Lahendus. Vaatleme koigepealt iihte veergu. Esimese, teise ja kolmanda rea
kasti pallide arvu loendavad vastavalt genereerivad funktsioonid

1424224, 14224244, 14+ 234254 ..

ning iihte veergu pallide paigutamise voimalusi funktsioon

(I4+2z4+224+. )A+2+2 4+ ) +2 420+ )=
=(Q4+2+2+. )A+2+2+24+22+254 .. )=
=1+4+2+22" 432" +42" +52°+ 720 + ..

Et iihte veergu voib panna kokku iilimalt 5 palli, siis huvitavad meid ainult
need litkmed, milles astendaja pole suurem kui 5. Seda tingimust arvesta-
des on pallide paigutusvoimalusi iihte veergu loendav genereeriv funktsioon
1+ 2+ 222 + 32% + 42* + 52° ning paigutusvoimalusi kolme veergu loendav
genereeriv funktsioon (1 4 z + 222 + 32° + 42* 4 52°)3. Ulesande vastus on
liikme z'° kordaja.

Kahe poliinoomi korrutist saab leida jargmise vottega. Kirjutame polii-
noomide kordajad vektoritesse: @ = (112345) jab=(1123405) ning
moodustame korrutise

1 112 3 4 5

1 112 3 4 5
|2 {224 6 8 10
b=y T2 340y g 1y s
4 44 8 12 16 20

5 55 10 15 20 25

Seejarel leiame maatriksis koigi kirde-edelasuunaliste diagonaalide arvude
summa. Tulemuseks on poliinoomide korrutise kordajate vektor (1 2 5 10
18 30 35 44 46 40 25); niiteks arv 1 on litkme 2° kordaja ning arv 25 liikkme
219 kordaja. Korrutades saadud vektorit veelkord vektoriga ¢ = (1 12 3 4 5)
ning arvutades vilja ainult liilkmele 2!° vastava diagonaali, saame selle liifkme
kordajaks 30-5+35-4+44-3+46-24+40-1+25-1=579.

15. Olgu M,, teekondade arv tiisarvuliste koordinaatidega vore punktist
(0,0) punkti (n,0), mis ei lasku allapoole joont y = 0 ning milles iga
samm on kas (1,0), (1,1) voi (1, —1). Konstrueerida arvujada (M,,) (ha-
rilik) genereeriv funktsioon.

Lahendus. Koik sellised teekonnad voib jaotada kahte klassi: need, mille

esimene samm on (1,0), ja need, mille esimene samm on (1,1).

e Kui teekonna esimene samm on (1,0), siis on teekonna osa punktist
(1,0) punkti (n,0) omaette teekond, mis rahuldab {ilesande tingimusi,
ainult parameeter on n — 1. Seega selliseid teekondi on M, .
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e Kui teekonna esimene samm on (1, 1), siis peab leiduma koht, kus tee-
kond siirdub sirgelt y = 1 sirgele y = 0 sammuga (1,—1). Olgu (i, 1)
esimene punkt, kus selline samm tehakse. Seega esimese ¢ — 1 sammu
jooksul punktist (1,1) punkti (¢, 1) piisib teekond vahemalt sirge y = 1
korgusel. Selliseid teekondi on M; ; tiikki. Teekonna l6puosa punktist
(¢ + 1,0) 16pp-punkti (n,0) on iilesande tingimustele vastav teekond
sammude arvuga n — 1 — 4, selliseid teekondl on M,_i_;. Kokkuvottes
on vaadeldaval juhul teekondade arv E MZ 1M, _1-;.

Jérelikult M,, = M, _1+> i ! M;_1M,,_1_;. Analiiiisi huvides teeme indeksite
nihked: koigepealt i asemele i — 1 ja seejéarel n asemele n 4 1. Seega

n—1
Mysy =My + ) MiMy1y,  n=0,1, ...
=0
Algtingimus on M, = 1.
Olgu M(z) arvude M,, genereeriv funktsioon. Korrutame saadud vorran-
dit z"-ga ja liidame iga n korral:

oo n—1

ZMnHz —ZMz +Y N MM,y

n=0 =0

Vasak pool on M(zz)fl ning parema poole esimene liige M(z). Parema poole
teise liitkme voime kirjutada kujul

>

n=0 1

—_

n— n—1 n

o0 o0
MM, _1_;z" =z E M;z*M,,_1_;z2"" " ==z g M2 M,,_;2""",

n=1 =0 n=0 i=

Il
=)

see on zM (2)?. Seega saame vorduse % = M(2)+2M(2)? ehk 22 M (2)?+
(z—=1)M(z) + 1 =0, millest

1—2—+V1—-2z—322
222 '

valides ruutjuure ette mérgi —, et M(0) = M, oleks 16plik.
Arve M,, nimetatakse Motzkini arvudeks.

16. Kui palju saab téhtedest A, B, C, D, E, F, G, H koostada 6-téhelisi sonu,
milles igatiks tdhtedest A, B, C, D esineb iilimalt 1 kord?

Lahendus. Et sonas on erinevate tahtede jarjekord oluline, siis kasutame
eksponentsiaalseid genereerivaid funktsioone. Téhtede A, B, C, D esinemiste
arvu loendavad genereerivad funktsioonid

A(z) = B(z) =C(z) = D(z) = 1+ 2,

M(z) =
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tahtede E, F, G, H esinemiste arvu aga genereerivad funktsioonid

2 23

E(z):F(z):G(z):H(z):1+z+%+§+..._ :,

|
)

Koigi tingimustele vastavate sonade arvu loendab eksponentsiaalne generee-
riv funktsioon, mis on koigi nende funktsioonide korrutis ehk funktsioon

e = (S (0E D) -0 @

Liikme Zn—r,L kordaja on sobivate n-tiaheliste sonade arv. Seega 6-téheliste so-
6 5 4 3 2
nade arvon ((0)4 + (D& + )4+ ()4 + ()%) - 6! = 111232,
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