Diskreetne matemaatika 2012

13. praktikum

Reimo Palm

Vaatleme loendamisiilesandeid, milles tuleb arvestada olukorra stimmeet-
riat. Stimmeetriat kirjeldatakse tavaliselt teatava teisenduste rithma abil,
milleks voivad olla néiteks kujundi péorded voi graafi automorfismid. Teisen-
duste rithm maérab koigi variantide hulgal klassijaotuse, kus samasse klassi
kuuluvaid variante iiksteisest ei eristata. Loendatakse ekvivalentsiklasse.

Praktikumiiilesanded

1. Mitmel viisil saab véirvida kuubi tahud 3 vérviga, kui varvimisi, mis on
saadavad iiksteisest kuubi pooramise teel, ei eristata?

Olgu X kuubi tahkude hulk, C' varvide hulk ja F koigi funktsioonide
f: X — C hulk. Olgu G kuubi koigi péorete rithm.

a) Mitu elementi on hulgas F7

b) Kuubi poéordeteisendused on péérded iimber kuubi mingi stimmeet-
riatelje. Leida koik need teisendused.

c¢) Iga poorde korral leida selle p6orde piisipunktide arv hulgas F.
d) Kasutades Burnside’i lemmat, leida tilesande vastus.

e) Mitmel viisil saab kuubi tahud vérvida siis, kui 3 vérvi asemel on
kasutada n varvi?

Lahendus. a) Et |X| = 6 ja |C| = 3, siis funktsioone f: X — C on kokku
36 = 729.

b) Need teisendused on samasusteisendus (1 teisendus), poore imber kahe
vastastipu 120° voi 240° vorra (4 + 4 teisendust), poore iimber kahe vastas-
serva 180° vorra (6 teisendust), podre iimber kahe vastastahu 90°, 180° voi
270° vorra (3 + 3 + 3 teisendust). Kokku 24 teisendust.

c) Teisenduste piisipunktide arvud on esitatud jargmises tabelis. Tsiikkel
on nende tahkude hulk, mis teisenevad tsiikliliselt iiksteiseks selle teisenduse



toimel. Uhte tsiiklisse kuuluvad tahud tuleb virvida kindlasti sama virviga
(funktsiooni f: X — C véértused nendel elementidel peavad olema samad).
Iga tsiikli varvi voib valida teistest tsiiklitest soltumatult.

Teisendus Arv Tsiikleid Piisipunkte
Samasusteisendus 1 6 30
Po6ore iimber vastastippude 120° 4 2 32
Po6ore iimber vastastippude 240° 4 2 32
Po6re iimber vastasservade 180° 6 3 33
Poore iimber vastastahkude 90° 3 3 33
Poore iimber vastastahkude 180° 3 4 34
Poore imber vastastahkude 270° 3 3 33

d) Burnside’i lemma pohjal on virvimisvoimaluste arv
1
ﬂ(l~36+4-32+4~32+6~33+3-33+3~34+3-33):57.

e) Erinevalt senisest saab niitid tsiikli tahkude jaoks vérvi valida n vérvi
hulgast. Varvimisvoimalusi on

nb% + 3n* + 12n3 + 8n?
24 '

Lahendus Pdolya teoreemi abil. Kirjeldame teisenduste tsiiklistruktuuri
tapsemalt, leides tsiiklite arvu asemel iga teisenduse tsiiklilisuse indikaatori

1
ﬁ(l-n6+4-n2+4-n2+6-n3+3-n3+3-n4+3-n3) =

(kus w;* néitab, et pikkusega ¢ tsiiklite arv on ¢;, i =1, 2, ..., n):
Teisendus Arv  Tsiikl. ind
Samasusteisendus 1 w’
Poore iimber vastastippude 120° 4 w3
Poore iimber vastastippude 240° 4 w3
P66re timber vastasservade 180° 6 w
P6ore timber vastastahkude 90° 3 wiwy
Poore timber vastastahkude 180° 3 wiw?
Podre timber vastastahkude 270° 3 wiwy

Antud teisenduste rithma tsiiklilisuse indikaator on Zg, = o7 (w$ + 4wj +
4w? + 6ws + 3wiw, + 3wiwi + 3wiw,) ehk
1
Zg, = ﬂ(w? + 3wiws + 6wiwy + 6ws + S8w3).
Poélya teoreemi pohjal on kuubi tahkude 3 varviga varvimisvoimaluste arv

1
ZQ3(373737373,3)=ﬂ(36+3-32-32+6~32~3+6~33+8.32):57



ning n virviga varvimisvoimaluste arv

1
Za(n,n,n,n,n,n) = ﬁ(n6 + 3n* 4 12n3 + 8n?).

Muu hulgas oleme sellega kindlaks teinud, et arv n® + 3n* + 12n3 + 8n?
jagub 24-ga iga naturaalarvu n korral.

2. Mitu pohimotteliselt erinevat 7-kivilist kaelakeed saab koostada

a) valgetest ja mustadest kividest;

b) valgetest, mustadest ja sinistest kividest?

Kahte kaelakeed loeme pohimotteliselt erinevaks, kui kumbki pole saadav
teisest pooramiste ja peegeldamistega. Noori solmkohta ei arvesta.

Lahendus. a) 7-kivilise kaelakee stimmeetriateisendused on samasusteisen-
dus (1 teisendus), poore iimber kaelakee keskpunkti péripdeva nurga @
1-, 2-, ..., 6-kordse vorra (6 teisendust) ning peegeldus tippu vastasserva
keskpunktiga tihendava sirge suhtes (7 teisendust). Rohkem teisendusi ei ole.
Kokku on 14 teisendust.

Leiame iga teisenduse pisipunktide arvud, arvestades, et iga kivi voib

olla 2 varvi:

Teisendus Arv  Tsiikleid Piisipunkte
Samasusteisendus 1 7 27
Poore 6 1 2!
Peegeldus 7 4 24

Varvimisvoimaluste arv on

1
ﬁ(27+6-21+7-24)=18.

b) Kolme vérviga virvimisvoimalusi on analoogiliselt

1

—(3"+6-3"+7-3") =198.
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3. Risttahukakujulise karbi pikkus on 10 cm, laius 5 cm ja korgus 5 cm.
Mitmest elemendist koosneb selle karbi poorete rithm?

Lahendus. Iga liikumisteisendus ruumis, mille kdigus iiks punkt jaab pai-
gale, on pdore imber mingi telje. Seetottu teisendused, mis viivad ruumili-
se kujundi iseendaks, on péorded timber kujundi siimmeetriatelgede. Antud
risttahukakujulisel karbil on jargmised poorded: samasusteisendus (1 teisen-
dus), poore timber viiksemate vastastahkude 90°, 180° voi 270° (1 + 1+ 1
teisendust), poore imber suuremate vastastahkude 180° (2 teisendust), poore
timber pikemate vastasservade 180° (2 teisendust). Kokku 8 teisendust.



4. Olgu X = {a,b,¢,d}, C = {must, valge} ning F koigi funktsioonide
f: X — C hulk. Lisaks olgu G = {id, (12),(34),(12)(34)}. Vaatleme
rithma G toimet hulgal F.

a) Leida koigi rithma G elementide piisipunktid.
b) Leida koéigi hulga F elementide stabilisaatorid.
c¢) Leida koik orbiidid hulgas F.

Lahendus. Téhistame funktsiooni tema vaartuste esitdhtede jérjendiga hul-
ga X elementide jarjestuses. Néiteks funktsioonile f, mille korral f(a) =
f(c) =must ja f(b) = f(d) = valge, vastab jarjend mvmv.

a) Rithma G elementide piisipunktid on jargmised.

Element Piisipunktid
id koik hulga F elemendid
(12) mmmi, Mmmy, mmvm, mmvv, VVinm, vvinv, vvvin, vvvv
(34) mmmi, mvinm, vinmim, vvinm, Mmmvyv, mMvvy, VIOVV, VVVV
(12)(34) mmmm, mmvv, vvinm, vvvv

b) Hulga F elementide stabilisaatorid on jargmised.

Elemendid Stabilisaatorid
mmmm, vvvv, mmvv, vvinm id, (12), (34), (12)(34)
mmmv, mmvm, vvimv, vvvm id, (12)
mvmm, vmmm, mvvv, vimvv id, (34)
mvmyv, vivim, mvvm, vinmv  id

c¢) Hulk F jaguneb rithma G toime alusel jargmisteks orbiitideks (ekviva-
lentsiklassideks): {mmmm}, {vvvv}, {mmvv}, {vvmm}, {mmmv, mmvm},
{mvmm, vmmm}, {vvvm, vvmv}, {vmmvv, mvvv}, {mvmv, vmmv, mvvm,
vmvm}.

5. Leida jargmiste rithmade tsiiklilisuse indikaatorid.

a) Cy (ruudu poorded)

o

C5 (korrapérase viisnurga poorded)

d) D4 (ruudu poorded ja peegeldused)

)

)
)
¢) Cg (korrapérase kuusnurga poorded)
)
)
)

Dy (
D5 (korrapérase viisnurga poorded ja peegeldused)
D (

f) Dg (korraparase kuusnurga poorded ja peegeldused)



Lahendus. a) Z¢, = ;(w! + w3 + 2w,)
b) Ze, = Lwt + 4uy)
¢) Zoy = g(wl + w§ + 2w3 + 2we)
d) Zp, = (wi + 2wiw, + 3wj + 2w,)
= 15 (w? + Swyw3 + 4ws)
f) Zps = 15(w$ + 3wiws + 4ws + 2w} + 2wy)

LY

N
$
|

6. Olgu S,, koigi permutatsioonide hulk m elemendist. Permutatsiooni o €
Sy tstiklitiitubiks nimetame vektorit ¢ = (¢, o, . . ., ¢), mille iga kompo-
nent ¢; on antud permutatsiooni selliste tsiiklite arv, mille pikkus on 1.

a) Toestada, et koigi tsiiklitiiiibiga ¢ permutatsioonide arv on
m!
[[Lyicet
b) Leida rithmade S5 ja Sy tsiiklilisuse indikaatorid.

Lahendus. a) Kirjutame jarjest ¢; + ¢z + ... + ¢, sulupaari ning lisame esi-
mese c¢; sulupaari vahele iihe tiihja positsiooni, jargmise ¢y sulupaari vahele
kaks tiihja positsiooni jne kuni viimase c,, sulupaari vahele m tiihja posit-
siooni. Kokku lisame niimoodi ¢; + 2¢5 + . .. + mc,, = m positsiooni. Nende
positsioonide taitmiseks arvudega 1, 2, ..., m on m! voimalust. Kuid iga
1 =1, 2, ..., m korral voime ¢; sulupaari, mis sisaldavad positsioone pikku-
sega 1, jarjestada omavahel iimber ¢;! viisil ning igaiihes neist ¢; sulupaarist
nihutada elemente tsiikliliselt ¢ viisil — nii saame ikka iihe ja sama permutat-
siooni tiikliesituse. Seega esineb iga permutatsioon nende m! suluesituse seas
[T, ¢! korda. Permutatsioonide arvu leiame niitid jagamise teel.

b) Rithmas S5 on 3! = 6 elementi. Voimalikud tstiklitiitibid on (3,0, 0),
(1,1,0) ja (0,0,1), vastavaid permutatsioone on punkti a) valemi pohjal

3! 3! 3!
e T TS TR TRt
seega rithma S5 tstiklilisuse indikaator on

1
Zg, = g(wf + 3wywg + 2ws3)

Rithmas Sy on 4! = 24 elementi ja voimalikud tsiiklitiiiibid on (4,0, 0,0),
(2,1,0,0),(1,0,1,0), (0,2,0,0), (0,0,0, 1) vastavalt permutatsioonide arvuga
1, 6, 8, 3, 6. Rithma S, tsiiklilisuse indikaator on

1
Zg, = ﬂ(wf + 6wiwy + 8wyws + 3w + 6wy).



7. Kui palju leidub 6 kivist koosnevaid kaelakeesid, kuhu kuulub 1 kollane,
2 punast ja 3 sinist kivi, kui lugeda samaks kaelakeed, mis on saadavad
iiksteisest

a) poorete ja/voi peegeldustega;

b) ainult pooretega?
Lahendus. a) Kaelakee péorete rithm on Dg, mille tsiiklilisuse indikaator on
leitud tilesandes 5 f). Loeme kollase kivi kaaluks k, punase kivi kaaluks p ja

sinise kivi kaaluks s. Polya teoreemi pohjal on neid varvi kividest moodusta-
tud kaelakeede loend siis

Zps(k+p+s k2 +p>+s% . .. kS +p°+5%) =
1

= (k4 p+8)° +3(k+p+s)(K +p* +57)° +

+4(/€2 +p2 +S2)3—|—2(/{73 +p3+83)2—|—2(/{76 +p6+86)).
Ulesande vastus on litkme kp?s® kordaja. Selline liige saab tekkida sulgu-

des ainult kahest esimesest liidetavast. Multinoomvalemit kasutades ja sulge
osaliselt lahti korrutades saame selleks kordajaks

%((172’3)%2.2) — 6.

b) Siin on kaelakee p6orete rithm Cg, mille tsiikliindeks on leitud iilesandes
5 ¢). Polya teoreemi pohjal saame loendi

Zog(k+p+s, k2 +p°+ 8% K0+ p° +6°) =

1
= 6((k+p+s)6+ (K 4+p° +5°)° +2(k* +p° + °)* + 2(k° + p° + 7).

Liikme kp®s® kordaja saame esimesest liidetavast:

1/, 6
= = 10.
6<1,2,3) 0

Mirkus. Arvutialgebrasiisteemiga voime kummagi loendi ka téaielikult val-
ja arvutada:

Zps(k4+p+s, k2 +p*+ 8% .. kS +p% +5%) = kS + K5p + k®s + 3k*p?
+ 3k*ps + 3k*s® + 3k3p® + 6k3p®s + 6k3ps? + 3k3s3 + 3k%p* + 6k%p3s
+ 11K%p?s? + 6k*ps® + 3k?s* + kp® + 3kp's + 6kp®s® + 6kp?s® + 3kps*
+ ks® + p® + p°s + 3p*s® + 3p’s® + 3p?s* + ps® + s°



ja
Zog(k+p+ s,k +p>+ 8% kS +p° 4+ 55 =k + EPp + k5s + 3k*p?

+ 5k*ps + 3k1s* + 4k3p® + 10k3p?s + 10k3ps® + 4k3s® + 3k%p?

+ 10k%p3s + 16k%*p?s® + 10k*ps® + 3k2s* + kp® + 5kp's + 10kp3s?

+ 10kp?s® + 5kpst + ks® + p® + p°s + 3ps® + 4p3s® + 3p?st + ps® + 5.
Nii saame loendi, millest on voimalik leida iihekorraga koik 6-kiviliste kaela-
keede arvud, kus eri varvi kivide arvud on fikseeritud.

8. Mitmel viisil saab virvida kuubi tahud punase, musta ja valge varviga
nii, et punaseid tahke oleks vahemalt 27

Lahendus. Kuubi poorete rithma tsiiklilisuse indikaatori leidsime tilesan-
des 1. Loeme punase varvi kaaluks z, ning et musta ja valget vérvi tahkude
tapsed arvud pole olulised, siis loeme musta ja valge vérvi kaaluks 1. Koigi
varvimisvoimaluste loend on siis Polya teoreemi kohaselt

Za(z4+2,22+2,...,2542) =
1
= ﬂ((z+2)6 +3(2 4+ 2222+ 22 +6(2 +2)%(2* +2) +

+6(2* +2)° +8(z* +2)%) =
=20 4+922° 4+ 624 +102° + 1622 + 122 + 10.

Selle poliinoomi iga liige néitab, kui palju leidub selliseid kuubi varvimisvoi-
malusi, kus punaste tahkude arv on liikme astendaja. Jarelikult vihemalt
kahe punase tahuga varvimisi on 1 +2 + 6 + 10 + 16 = 35.

9. Kuubikujuline reklaaminstallatsioon pannakse kokku kuuest ruuduku-
julisest tahust. Varvitriikis tahk maksab 3000 eurot, mustvalges triikis
tahk 2000 eurot ja valge tahk 1000 eurot. Kui palju leidub erinevaid
reklaamkuupe, mille hind on tapselt 12000 eurot?

Lahendus. Valime valge tahu kaaluks z, mustvalges triikis tahu kaaluks 22
ja virvitriikis tahu kaaluks z* ning leiame loendi

Zos(z+ 224+ 2222 420+ 28, 8 212 4 218 =

1
B ﬁ((z + 224 20) H3( 4+ 22 2P 2 0 6(2 2 420
(2P +6(27 + 2+ 20 8(P + 20+ 2%)) =
=28 2T 43210 4 421 T TR
+ 1122 4 72" + 7210 + 427 + 328 + 2T+ 25

Ulesande vastus on liikkme 2'? kordaja ehk 11.



10. Antud on korrapérane tetraeceder. Kirjutada vélja tsiiklilisuse indikaator
a) tippude, b) servade, c¢) tahkude jaoks. Leida, mitmel erineval viisil
saab tipud, servad voi tahud varvida kahe vérviga.

Lahendus. Korrapéarase tetraeedri péordeteisendused on jargmised: sama-
susteisendus (1 teisendus), poore iimber tippu ja vastastahu keskpunkti ithen-
dava telje 120° voi 240° vorra (4+4 teisendust), poore iimber kahe vastasserva
keskpunkte tihendava telje 180° vorra (3 teisendust), kokku teisendusi 12.

Tetraeedril on 4 tippu, 6 serva ja 4 tahku. Vaadeldes teisendusi tippude,
servade voi tahkude teisendustena, toimib péordeteisenduste rithm vastavalt
4-. 6- voi 4-elemendilisel hulgal. Leiame riihma tsiiklilisuse indikaatori neil
kolmel juhul.

Tsiiklilisuse indikaator

Teisendus Arv  tipud servad tahud
Samasusteisendus 1 2% 28 2%
Po66re timber tipu ja vastastahu 8 2123 22 2123
P&ore timber kahe vastasserva 3 22 2222 22

Jarelikult tippude, servade ja tahkude hulgal toimiva teisenduste riithma tsiik-
lilisuse indikaatorid Z;, Z5, Z¢ on
1

1
Zy =Ly = E(zf‘+8zlzg+3z§), Zs = E(z?+8z§+32fz§).

Kahe virviga saab virvida tippe ja tahke :5(2* +8-2-2+ 3-2%) = 5 ning

servi 5(20 + 8- 2% + 3 2% 2%) = 12 viisil.

11. Siisivesinik naftaleen koosneb kiimnest siisiniku aatomist, mis moodus-
tavad kaks kuusnurka, nagu kujutatud joonisel 1, ning kaheksast vesiniku
aatomist, mis kinnituvad siisiniku aatomite kiilge numbritega 1 kuni 8
mérgitud positsioonidel. Kahte molekuli nimetatakse isomeerideks, kui
nad koosnevad samast arvust ja liigist aatomitest, kuid neil on erinev
struktuur.

a) Naftool saadakse siis, kui naftaleenis asendada iiks vesiniku aatom
hiidroksiitilrithmaga (—OH). Kui palju leidub erinevaid naftooli iso-
meere?

b) Tetrametiitilnaftaleen saadakse siis, kui naftaleenis asendada neli
vesiniku aatomit metiiiilrithmadega (—CHs). Kui palju leidub eri-
nevaid tetrametiiiilnaftaleeni isomeere?

¢) Kui palju isomeere saab konstrueerida, kui naftaleenis asendada
kaks vesiniku aatomit hiidroksiiiilriihmadega, kaks metiitilrithma-
dega ja kaks karbokstiiilrithmadega (-COOH)?

8



Lahendus. Tegemist on nummerdatud siisiniku aatomite varvimisega, kus
wvarvideks” on eri liiki aatomid. Graafi stimmeetriateisendused on: samasus-
teisendus, poore timber stimmeetriakeskpunkti ning peegeldused horisontaal-
sest ja vertikaalsest stimmeetriateljest. Need vastavad koigile voimalustele,
milliseks tipuks saab teiseneda tipp 1. Vaatleme neid teisendusi nummerda-
tud tippude hulga teisendustena. Stimmeetriateisenduste rithma (milleks on
tegelikult dieedririhm D,) tsiiklilisuse indikaator on

1
Zp, = Z(w? + 3w§).

a) Votame hiidroksiiiilrithma kaaluks z ja vesiniku aatomi kaaluks 1. Eri
arvu hiidroksiiiilrithmadega isomeeride loend on

1
Zpy(z+1,224+1,...,2°+1) = Z((z+ 1P+ 322+ 1)4.

Uhe hiidroksiiiilriihmaga isomeeride arv on liikme z kordaja i -8 = 2, nagu
ka vahetult veenduda voib.

b) Votame metiiiilrithma kaaluks 2 ja vesiniku aatomi kaaluks 1. Ulesande
vastus on eelmise valemi litkme z* kordaja 1((3) +3(3)) = 22.

c¢) Olgu nende nelja vérvi“ kaalud vastavalt a, b, ¢, d. Véimaluste loend
on

((a+b+c+d)®+3(a’+b°+c*+d*)").

N

Zp,(a+btc+d, ... a®+b*+c%) =

Liikme a®b*c*d® kordaja leiame multinoomvalemi pohjal, see on 2 ((,.>,) +

3(1,1%1,1)) = 648.

Kiisimus. Joonis 1 ei ole péaris tdpne, sest orgaanilistes ihendites moo-
dustab stiisinik teatavasti mitte 3, vaid 4 kovalentset sidet. Seetottu on sellel
joonisel osa servi kahekordsed. Millised on punktide a), b) ja c¢) vastused
juhul, kui joonise 1 asemel votta aluseks naftaleeni tegelik struktuurivalem?

2 3 « % O
1 4
X | O] O
8 5 O % X
7 6
Joonis 1. Joonis 2.



12. Kui trips-traps-trulli méngu méangida senikaua, kuni koik lahtrid saavad
téidetud, tekib l6ppseis, milles on viis risti ja neli ringi (joonis 2). Kuid
osa nendest loppseisudest on pohimotteliselt samad. Loeme kaks seisu
samaks, kui {iks on saadav teisest pooramiste ja peegeldamiste abil. Kui
palju leidub pohimotteliselt erinevaid trips-traps-trulli 1oppseise?

Lahendus. Ruudustiku stimmeetriateisenduste riithm on ruudu poorete ja
peegelduste rithm, mis toimib 9-elemendilisel lahtrite hulgal. Sellesse rithma
kuuluvad teisendused annavad rithma tsiiklilisuse indikaatorisse jargmised
panused: samasusteisendus w{, podre 180° vorra wyws, péore 90° voi 270°
vorra kumbki wiw?, peegeldused vastasnurkadest voi vastaskiilgede kesk-
punktidest (kokku 4 tiikki) igaiiks wiw3. Jérelikult

1
Zo = g(w? + wiwh 4 2wiw? + dwiw3).

Ruudustiku koigi taitmisvoimaluste loend on seega

Za(X+0,x* 0% ... x4 0% = é((x+o)9+(x+o)(x2+02)4+

4 2(X 4 0)(X* + 0%)? 4 4(Xx + 0)3(X? + 02)3).

OO0 00 () ()

Koduiilesanded

Valida jargmistest iilesannetest (vihemalt) kaks ja esitada nende lahen-
dused.

13. Leida rithma Ci4 tstiklilisuse indikaator.

Lahendus. Kisitleme riihma elemente korrapérase 12-nurga péoretena. Ol-
gu selle 12-nurga tipud 0, 1, ..., 11. Pooret voib identifitseerida selle jargi,
milliseks tipuks ta viib tipu 0. Iga p6orde korral on koik tsiiklid vordse pik-
kusega, siimmeetria tottu. Néiteks poorde 0 — 2 puhul on kaks kuueelemen-
dilist tsiiklit: (0246 8 10) ja (13579 11).

Leiame iga teisenduse korral tsiiklite pikkuse, tsiiklite arvu ja teisendusele
vastava liidetava tsiiklilisuse indikaatoris.

10



Teisenduste Tsuklite

Teisendused arv pikkus arv indikaator
0—0 1 1 12 wi?
0—-1,0—=5,0—-70—11 4 12 1 W1
0—2,0—10 2 6 2 wi
0—-30—9 2 4 3 w3
0—4,0—28 2 3 4 w
0—6 1 2 6 w$

Jarelikult rihma tstiklilisuse indikaator on

1
ZCIQ =

E(w%2 +wS + 2w + 2w + 2wE + dwyy).

14. Mitu erinevat lapitekki mootmetega 3 x 4 saab teha 5 punasest ja 7
sinisest ruudust eeldusel, et

a) tekki ei voi timber poorata;

b) tekki voib imber poorata?

Lahendus. Teisenduste riihm on 3 x 4-ruudustiku stimmeetriateisenduste
rithm, mis toimib ruudustiku ruutude hulgal. Need teisendused on jargmised.

Teisendus Arv  Tsiikl. ind
Samasusteisendus 1 wi?
Poore 180° 1 wS
Peegeldus pikemast teljest 1 wiws
Peegeldus lithemast teljest 1 w$

Seega teisenduste rithma tstiklilisuse indikaator on punktis a)

1
Za = 5(“&2 + wg)

ning punktis b)
1
Zy = Z(w%Q + wiws + 2w$).

Olgu punase ja sinise ruudu kaal vastavalt z ja 1. Punktis a) tuleb leida liikme
2® kordaja avaldises

1
Zy(z+1,224+1,...,224+1) = 5((z+1)12+(z2+1)6).

Et paaritu astmega liikmed tekivad ainult esimesest liidetavast, siis see kor-

daja on % . (152) = 396. Punktis b) tuleb leida sama liikme kordaja avaldises

1
Zy(z+1,2241,..., 224 1) = Z(<z+ D2+ (z+ D'+ 1) +2(z2 +1)%).
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Paaritu astmega liilkmed tekivad esimesest ja teisest liidetavast. Liikme 2°

kordaja on 3((3) + (1) (2) + (3) (1)) = 208.
15. Toestada, et rithma S, tsiiklilisuse indikaator Zg, (wy, ws, ..., w,) rahul-
dab rekurrentset seost

Zgn = %inZSnZ
=1

Lahendus. Vaatleme hulga {1, 2, ..., n} permutatsioone. Jaotame need klas-
sidesse selle jéargi, kui pikk on elementi 1 sisaldav tsiikkel. Kui selle tsiikli
pikkus on i (i =1, 2, ..., n), siis voib selles iilejadnud ¢ — 1 elementi valida
(n—1)(n—2)...(n—1i+ 1) viisil. Igale niisugusele esimesele tsiiklile voime
jarele lisada iilejadnud n —1¢ elemendi suvalise permutatsiooni. Seega annavad
sellised permutatsioonid rithma S, tsiiklilisuse indikaatoris esinevasse sum-
masse panuse (n—1)(n—2)...(n—i+ Dw;- (n—i)!Zs, . = (n—Dw; Zs, ..
Rithma S, tsiiklilisuse indikaator on jarelikult

1 & BN
Zs, =~ > (n—DwiZs,_, =~ wZs, .
T =1 i=1

Selle valemi abil saab riithmade S,, tsiiklilisuse indikaatoreid arvutada
jark-jargult, algvaartus on Zg, = 1. Néiteks

Zsl = W1

L
ZSQ = 5(11]1 —|—U}2)

11, 1,
Zs, = g(wl . a(w1 + wsy) + wy - wy + w3) = 6(w1 + 3wyws + 2ws3)

1 1
ZS4 = Z(wl . 6(11)? —+ 3w1w2 -+ 211}3) + wy - é(wf + wg) + w3 - W + w4) =

1
= ﬁ(wil + 6wiwsy + Swiws + 3ws + 6wy).

16. Mitmel viisil saab vaateaknale vilja panna kolm kuuekivilist kaelakeed,
milles on kokku 9 valget ja 9 musta kivi? Oluline ei ole kaelakeede p66-
ramine ega nende jarjekorra vahetamine.

Lahendus. Vaatleme koigepealt iihte kaelakeed. Kaelakee poorete rithm on

Dg, mille tsiiklilisuse indikaator on iilesande 5 f) pdhjal

1
Zp(wr, w3, . wg) = 5 (wy + Bwiwy + dwy + 2w + 2uw).
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Olgu z valge ja y musta kivi kaal (vOiksime y asemel votta ka 1). Siis iihe
kivi varvivoimaluste loend on x + y. Seega terve kaelakee koostamisviiside
loend on Podlya teoreemi pohjal

U(z,y) = Zpg(x +y,2* + ¢ ....a% + 1) =
1
= (@ +9)° +3@+ )@ + ") + 46" + )
+2(2° + %)+ 2(2° +4°)) =
1
= E(:cﬁ + 62y + 152%y? + 20233 + 152%y* 4 6a1° + oS
+ 325 + 6219 + 322" + 625y + 1223y> + 62y + 3xty® + 62%y? + 397
+ 42 + 122%y? + 122%* + 49 + 220 + 42> + 203 + 225 + 2¢%) =
= 2% 4+ 2%y + 32?4+ 3237 + 327yt + 2y + 5.
Kolme kaelakee koikvoimalikud {imberpaigutused moodustavad rithma
Ss, mille tsiiklilisuse indikaator on iilesande 6 b) pohjal

1
Zs, (W, we, ws) = é(w:{’ + 3wiwy + 2ws).

Valime kaelakee kaaluks avaldise 2%y°, kus a ja b on vastavalt kaelakee val-
gete ja mustade kivide arv. Siis erinevate kaelakeede koostamisvoimaluste
loend on parajasti eelnevas saadud [(x,y). Seega kolme kaelakee erinevate
iimberpaigutamisviiside loend on Poélya teoreemi pohjal

ZS3(l(x7y)7l($2ay2)a l(xBay:S)) =
1
= 6((:56+x5y+3x4y2+3x3y3+3x2y4+:1:y5—l—y6)3
+3(.[L'6+$5y+3$4y2+3$3y3+3$2y4+$y5+y6)'
(2 4 202 + 308" + 32590 + 3uty® + 2290 + y'?)
12 4 P 4 3012y 1 3% + 30512 + 2Pyl 1 19).

Leiame liikme 2°y° kordaja, sest kaelakeedes on 9 valget ja 9 musta kivi.
Poliinoomide korrutamisega (2 + 2%y + 3xty? + 323y + 322y + 2y® +9°)? =
oo 122%83 + 2128yt + 2627y + 312%)5 + 262%y" + 212%y8 + 12230 + ..,
korrutades selle veelkord avaldisega x®+xy+3xty?+ 323y® + 322y + xyS +4/°,
saame litkme 2%y kordajaks (12421)-1+(26+31+26)-3+(21+12)-1 = 315.
Loendi teises liidetavas on liikkme 2% kordaja 3-1-3+3-3-3+3-1-3 = 45 ning
kolmandas liidetavas 2-3 = 6. Ulesande vastus on seega %(315+45+6) = 61.
Arvutusi on muidugi lihtsam teha arvutialgebrasiisteemiga.
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