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3. praktikum

Reimo Palm

Praktikumiilesanded

1. Teha kindlaks, kas jargmisi kujundeid saab joonistada ilma pliiatsit pa-
berilt tostmata ja iihtegi joont korduvalt ldbimata.
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Lahendus. a) Loeme graafi tippudeks kéik otspunktid, nurkpunktid ja 16ike-
punktid. Graafis leidub téapselt kaks paaritu astmega tippu — keskmise verti-
kaalloigu otspunktid. Kui need omavahel servaga ithendada, siis tekib graaf,
mis on sidus ja mille iga tipu aste on paaris, seega seal leidub Euleri tstikkel.
Kui niiiid lisatud serv uuesti eemaldada, jaguneb see Euleri tsiikkel Euleri
ahelaks. Jarelikult saab seda kujundit joonistada iihe joonega.

b) Samal pohjusel saab ka seda kujundit joonistada iihe joonega. Kaks
paaritu astmega tippu on keskmise diagonaalloigu otspunktid.

2. a) Toestada, et kui sidusas graafis leidub tépselt kaks paaritu astmega
tippu, siis leidub graafis Euleri ahel, mis algab iihes neist tippudest
ja lopeb teises.



b) Olgu G sidus graaf, milles leidub m > 0 paaritu astmega tippu.
Toestada, et graafis leidub m /2 ahelat nii, et graafi G iga serv asub
tapselt iihel neist ahelatest.

Lahendus. a) Uhendame need tipud omavahel servaga. Kui nad olid juba
ithendatud, siis lisame teise serva. Tekib sidus graaf, mille iga tipu aste on
paaris. Seega leidub selles graafis Euleri tsiikkel. Liikudes mo6da seda tsiiklit,
saab alguspunkti valida nii, et lisatud serv ldbitakse koige esimesena. Kui
niitid see serv eemaldada, siis jadb sellest tsiiklist alles ahel, mis algab serva
ithes otspunktis ja jouab vilja teise.

b) Et graafis on paaritu astmega tippe paarisarv, siis on m alati paa-
ris. Uhendame paaritu astmega tipud paarikaupa servadega. Siis tekib sidus
graaf, kus iga tipu aste on paarisarv. Selles graafis leidub Euleri tsiikkel.
Lisatud servad jaotavad selle tsiikli m /2 tiikiks, mis ongi otsitavad ahelad.

3. a) Toestada, et igas suunamata graafis G saab servadele omistada suu-
nad nii, et iga tipu v € G korral | deg(v) — deg(v)| < 1.

b) Leida selline servade suunamise viis tilesandes 7c) kujutatud Peter-
seni graafis.

Lahendus. a) Uhendame paaritu astmega tipud paarikaupa servadega. Sel-
lega saame graafi, milles iga tipu aste on paarisarv. Selle graafi iga sidus
komponent on Euleri graaf. Méaarame igas sidusas komponendis servadele
suunad tsiikli liikumissuunas. Siis on iga tipu juures sisenevaid servi sama-
palju kui véljuvaid. Kui lisatud servad eemaldada, siis muutub sisenevate ja
valjuvate servade vahe iilimalt {ihe vorra, sest iga tipu juures eemaldatakse
mitte rohkem kui ks serv.

b) Méédrame nii valimise kui ka sisemise tsiikli servadele suunad tsiikli
lilkumise suunas. Siis on igas tipus tépselt iiks sisenev ja tapselt iiks véljuv
serv. Seejarel maarame kahte tsiiklit iihendavatele servadele suvalised suunad.
Sellega on igas tipus kas kaks sisenevad ja iiks valjuv voi kaks véljuvat ja tiks
sisenev serv.

4. Naituseruum jaguneb paljudeks iiksteisega loikuvateks koridorideks. Ko-
ridoride seintele on vélja pandud pildid molemat katt. Kiilastaja voib
mooda koridori liikudes vaadata pilte kas ainult tihel seinal voi molemal
seinal. Ruumil on ainult {iks uks. Toestada, et kiilastaja voib siseneda
nédituseruumi, teha ringkdigu ja véaljuda nii, et ta néeb iga pilti tapselt
iiks kord.

Lahendus. Moodustame graafi, mille servad on koridorid ja tipud koridoride
loikepunktid ning vélisuks. Asendame iga serva kahe servaga, millest iiks
on suunatud iihtepidi, teine teistpidi. Sellega tekib suunatud graaf, mille
iga tipu sisendaste ja viljundaste on vordsed selle tipu astmega esialgses



graafis. Jarelikult leidub selles suunatud graafis Euleri tsiikkel. Alustades
seda tsiiklit valisuksele vastavast tipust, liigume mooda seda tsiiklit, vaadates
igas kordidoris 1dbi selle seina pildid, mida me veel pole vaadanud.

5. Toestada, et iga sidusa lihtgraafi G puhul kehtib {iks jargmistest tingi-
mustest.

a) G on Euleri graaf.

b) G on saadav teatavast Fuleri lihtgraafist tihe tipu kustutamise teel.

Kas leidub sidus lihtgraaf, mis rahuldab korraga molemat tingimust?

Lahendus. Eeldame, et G ei ole Euleri graaf. Et G on sidus lihtgraaf, siis ta
sisaldab paaritu astmega tippe. Neid tippe on paarisarv. Lisame graafile uue
tipu ja ithendame ta iga paaritu astmega tipuga. Saame sidusa lihtgraafi, kus
iga tipu aste on paarisarv, st Euleri graafi. Esialgne graaf G saadakse niitid
sellest graafist lisatud tipu kustutamisel.

Sellist lihtgraafi, mis rahuldab molemat tingimust, ei leidu. Kui graaf on
saadav mingist Euleri lihtgraafist iihe tipu kustutamise teel, siis ta sisaldab
paaritu astmega tippe, sest Euleri lihtgraafist tipu kustutamisel muutub selle
tipu naabertippude aste paarisarvust paarituks.

6. Paigutada ringjoonele 4 nulli ja 4 iihte nii, et saadav numbrite ring sisal-
daks paripédeva lugedes iga arvukolmikut 000, 001, ..., 111 tapselt iiks
kord.

Juhis. Vaadelda suunatud graafi tippudega 000, 001, ..., 111 ning leida
selles Hamiltoni tsiikkel.

Lahendus. Moodustame suunatud graafi mille tippudeks on antud kahend-

/000 \
100 > 001
\ 010 /
101

/ \ "
110 < 011
\ 111 /
Joonis 1.



arvud ja serv kahe tipu vahel néitab, et teine arv saab otsitavas jarjendis asu-
da esimesest arvust ithe positsiooni vorra paremal (joonis 1). Leiame selles
graafis Hamiltoni tsiikli. Sellest ndeme, et iiks sobiv arvujéarjend on 00011101
(kusjuures viimasele arvule jérgneb esimene).

7. Kui graafis leidub Hamiltoni tsiikkel, siis leida see. Vastasel korral toes-
tada, et Hamiltoni tsiiklit ei ole.

Peterseni graaf

Herscheli graaf

)<

)

Lahendus. a) Graafis leidub Hamiltoni tsiikkel (joonis 2).

b) Graafis leidub Hamiltoni tsiikkel (joonis 3).

c¢) Voimalik Hamiltoni tsiikkel peab jatma vélimises viieses tsiiklis vihe-
malt iihe serva katmata, olgu see serv AB (joonis 4). Samuti peab ta kiilas-
tama tippu D, neist kahest servast vihemalt iiks, néditeks DFE, peab asuma
valimisel tsiiklil. Seega pidevjoonega tahistatud servad kuuluvad Hamiltoni
tsiiklisse. Kui tipust D viiks serv tippu C, siis ei saaks sisemises viieses tsiik-
lis ahela otstippe omavahel iihendada nii, et koik iilejaanud tipud labitud

Grotzschi graaf
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saaksid. Niitid aga on iilejadnud servade asukoht {iheselt méadratud (jooni-
sel punktiirjoonega). Seega Peterseni graafis ei leidu Hamiltoni tsiiklit (kuid
leidub Hamiltoni ahel).

d) Herscheli graaf on kahealuseline (ithe aluse moodustavad keskmises
reas kolm keskmist tippu koos kdige iilemise ja koige alumise tipuga). Voi-
malik Hamiltoni tsiikkel sellises graafis kiilastab kumbagi alust vaheldumisi,
seetottu peab kummaski aluses olema vordne arv tippe. Seega peab graafi
tippude koguarv olema paaris. Et aga Herscheli graafil on paaritu arv tippe,
siis seal Hamiltoni tstiklit ei leidu.

e) Grotzschi graafis leidub Hamiltoni tsiikkel (joonis 5).

8. Toestada, et K, ,+1 ei ole Hamiltoni graaf iihegi n > 1 korral.

Lahendus. Oletame, et mingis kahealuselises graafis leidub Hamiltoni tsiik-
kel. Hakkame m&dda seda tsiiklit lilkuma, méargistades igal sammul tipu, ku-
hu satume. Sellega mérgistame tippe vaheldumisi iihes ja teises aluses ning
igal sammul margistame uue tipu. Joudes tagasi tsiikli algusesse, oleme mér-
gistanud kummaski aluses vordse arvu tippe, kusjuures koik graafi tipud on



margistatud, sest liikusime mo6da Hamiltoni tsiiklit. Jarelikult on kahealuse-
lises graafis, kus leidub Hamiltoni tsiikkel, alused vordse voimsusega. Graafis
K, »+1 aga on alused erineva voimsusega. Seetottu seal Hamiltoni tstiklit ei
leidu.

9. Toestada, et K,,,, on Hamiltoni graaf iga n > 2 korral.

Lahendus. Olgu Ay, As, ..., A, esimese aluse tipud ning By, By, ..., B,
teise aluse tipud. Otsitav Hamiltoni tsiikkel on siis A1 B1AsBs ... A, B,A;.
Et graafis K, , on iga kahe erineva aluse tipu vahel serv, siis selline tsiikkel
seal toepoolest leidub.

10. Toestada, et kui igal koosviibimisest osavotjal on iilejaanute hulgas tut-
tavaid rohkem kui vooraid, siis saab koik osavotjad panna istuma tim-
marguse laua timber nii, et igaiiks tunneb oma molemat naabrit.

Lahendus. Olgu n osavotjate arv. Kujutame tutvusseoseid n-tipulise graa-
fina. Ulesande tingimuste kohaselt on seal iga tipu aste suurem kui "T’l ehk
vihemalt 7. Diraci teoreemi kohaselt leidub selles graafis Hamiltoni tsiikkel.

Seega piisab kiilalised istuma panna selle tsiikli timberkaigu jarjekorras.

11. Olgu G selline vahemalt 4-tipuline graaf, et iga kolme erineva tipu u, v,
w korral sisaldab nende tippude poolt indutseeritud alamgraaf vihemalt
kaks serva. Toestada, et G on Hamiltoni graaf.

Lahendus. Olgu u ja v suvalised tipud, mille vahel serv puudub. Ulesande
tingimuste pohjal on siis aga iga teise tipu w korral olemas nii serv uw kui ka
serv vw. Jarelikult deg(u) + deg(v) = (n —2) + (n —2) = n (eeldusel n > 4),
kus n on graafi tippude arv. Ore teoreemi pohjal leidub graafis Hamiltoni
tstikkel.

12. Gray kood on n-bitiste kahendarvude 0, 1, ..., 2" — 1 jérjestus, kus iga
kaks jarjestikust kahendarvu erinevad téapselt iihe biti poolest.

a) Tolgendada n-bitist Gray koodi n-modtmelise kuubi (vt eelmise
praktikumi iilesanded) abil.

b) Leida iiks 3-bitine Gray kood.

c) Toestada, et iga positiivse tdisarvu n korral leidub n-bitine Gray
kood.

Lahendus. a) Gray kood on Hamiltoni ahel (voi tsiikkel) graafis @,,.

b) 000, 100, 110, 010, 110, 111, 110, 100.

c) TGestame véite induktsiooniga n jargi. Kui n = 1, siis Gray koodiks
sobib 0, 1. Kui n > 1, siis moodustame kaks eksemplari (n — 1)-bitist Gray
koodi, muudame teises neist arvude jarjekorra vastupidiseks ning kirjutame
esimese eksemplari igale arvule ette numbri 0 ja teise eksemplari igale arvule
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ette numbri 1 (st vaatleme koodi Ozq, Oxa, ..., 0zgn-1, 1zgn-1, ..., 1oy, luy,
kus xy, @9, ..., Ton—1 on (n — 1)-bitine Gray kood). Saadud arvujirjendi
esimeses ja teises pooles erinevad jarjestikused arvud tapselt iihe biti poolest
induktsiooni eelduse tottu. Esimese poole viimane ja teise poole esimene
arv erinevad samuti tapselt iihe biti poolest, sest konstruktsiooni pohjal on
kummagi arvu esimesele bitile jargnevad osad samad.

Koduiilesanded

Valida vihemalt kaks jargmistest tilesannetest ja esitada nende lahendu-
sed kahe nadala jooksul.

13. Olgu n positiivne téisarv ja X,, = {1,2,...,n}. Vaatleme graafi G,,, mille
korral V(G) = {A C X,,: |A] = 2} ning E(G) = {{A,B}: An B # 0}.
Leida koik positiivsed taisarvud n, mille korral GG, on Euleri graaf.

Lahendus. Selleks, et graaf GG, oleks olemas (tippude hulk oleks mittetiihi),

peab ilmselt kehtima n > 2. Siis on graaf ka sidus, sest kui {7, j} ja {k,{} e

ole naabertipud, siis leidub nende vahel néiteks ahel {7, 5} — {j, k} — {k, [},

sest 7 # k. Kasutame teoreemi, mille kohaselt sidus graaf on Euleri graaf
parajasti siis, kui iga tipu aste on paarisarv, ja leiame tipu {i,j} astme.

Tipu {i,j} naabrid on koik tipud {i,k} ja {k,j}, kus &k = 1, 2, ..., n,

k # i, k # j. Et koik need naabrid on erinevad (esimese rithma alamhulgad

sisaldavad arvu i, aga teise rithma omad ei sisalda), siis on tipu {7, j} aste

(n —2)+ (n —2) = 2n — 4. See on paarisarv iga n > 2 korral. Jérelikult on

graaf G Euleri graaf iga n > 2 korral.

14. Samal tippude hulgal maaratud graafide G; ja Gy simmeetriliseks va-
heks nimetatakse graafi G = G7 A Gy, mille tippude hulk on V(G) =
V(G1) = V(G3) ning servade hulk F(G) = E(G1) A E(G,). Toestada,
et kui G ja G5 on graafid, mille iga sidus komponent on Euleri graaf,
siis ka G; A G4 on graaf, mille iga sidus komponent on Euleri graaf.

Lahendus. Kui graafide G; ja Gs iga sidus komponent on Euleri graaf,
siis on nende graafide koigi tippude astmed paarisarvud. Vaatleme suvalist
tippu v € V(G). Et kahe hulga siimmeetrilisse vahesse kuuluvad parajasti
need elemendid, mis kuuluvad tépselt iihte nendest hulkadest, siis tipu v aste
graafis G on degq(v) = (degg, (v)—degg,ng, (v))+(degg, (v) —degg,n, (v) =
degg, (v) +degg, (v) —2degg, nq, (V). Et degg, (v) ja degg, (v) on paarisarvud,
siis ka degq(v) on paarisarv. Jarelikult on G graaf, mille iga tipu aste on
paarisarv. Sellise graafi iga sidus komponent on sidus graaf ning on vastavalt
teoreemile Euleri graaf.



15. Graafide G ja H korrutiseks G x H nimetatakse graafi tippude hul-
gaga V(G x H) = V(G) x V(H) ning servade hulgaga E(G x H) =
{{(uy,v1), (u2,v2) }: uy = ug, {v1,v2} € E(G) voi v1 = va, {ug,us} €
E(G)}. Olgu G ja H moélemad n-tipulised ahelad. Toestada, et graafis
G x H leidub Hamiltoni tsiikkel parajasti siis, kui n on paarisarv.

Lahendus. a) Kui n on paarisarv, siis leidub graafis Hamiltoni tsiikkel

(ug,v1) — (ug,v1) — o= (Up,v1) = (Up, ) — ... — (ug,v2) — (ug,v3) — ...—

(Un, v3) = (Up,vg) = o= (U2, V) — (ug,vp) — ... — (ug,v1).

b) Kui n ei ole paarisarv, siis varvime graafi tipud mustaks ja valgeks nii,
et koik tipud (u;,v;), mille korral ¢ + j on paarisarv, on mustad ja iilejad-
nud tipud valged. Siis on iga must tipp tthendatud ainult valgete tippudega
ja vastupidi. Seega on tegemist kahealuselise graafiga, kus iiks alus koosneb
mustadest, teine valgetest tippudest. Kahealuselises graafis on iga tsiikli pik-
kus paarisarv, sest tsiikkel peab kiilastama kumbagi alust vordne arv kordi.
Voimaliku Hamiltoni tsiikli pikkus graafis G x H aga oleks n? tippu, mis
paaritu n korral on paaritu. Jarelikult graafis sellist tsiiklit ei leidu.

16. Toestada, et kui graafist G saab eemaldada mingi arvu m tippe nii, et
jarelejaav graaf koosneb rohkem kui m sidusast komponendist, siis graaf
G ei ole Hamiltoni graaf.

Lahendus. Oletame, et G on Hamiltoni graaf. Olgu C' Hamiltoni tsiikkel ja .S
mingi m-tipuline eemaldatavate tippude hulk. Maarame tsiiklil C' kdigusuuna
ning seame igale tipule hulgast S vastavusse sidusa komponendi, kuhu kuulub
mooda tsiiklit lilkudes esimene hulka S mittekuuluv tipp. Nii saame teatava
funktsiooni f: S — K(G), kus K(G) on graafi G sidusate komponentide
hulk. See funktsioon on stirjektiivne, sest iga sidusa komponendi puhul saame
mooda tsiiklit tagasi liikudes leida koha, kus komponenti K(G) kuuluvale
tipule eelneb mingi hulka S kuuluv tipp. Jarelikult |K(G)| < |S] < m ehk
graafi G' sidusate komponentide arv ei saa olla suurem kui m.

Lahendus 2. Oletame, et G on Hamiltoni graaf, olgu C' Hamiltoni tsiikkel
selles. Kui me eemaldame graafist iihe tipu, siis tsiikkel katkeb, aga graaf jaab
sidusaks, sest iilejadnud tipud jadvad omavahel ihendatuks tstiklist C' jare-
lejaanud ahelaga. Kui me eemaldame teise tipu, siis sidusate komponentide
arv on ulimalt 2, sest see ahel saab tipu eemaldamisega jaguneda maksi-
maalseks kaheks ahelaks. Kui me eemaldame kolmanda tipu, siis on sidusate
komponentide arv iilimalt 3, sest ainult iiks neist kahest ahelast saab jagune-
da kaheks osaks. Seega iga tipu eemaldamisega saab sidusate komponentide
arv kasvada iilimalt 1 vorra (aga voib ka mitte kasvada), nii et pérast m tipu
eemaldamist on sidusate komponentide arv iilimalt m.



