Diskreetne matemaatika 2012

4. praktikum

Reimo Palm

Praktikumitilesanded

Transpordivorke, mille abil saadetakse kaupu tootmiskohtadest turusta-
miskohtadesse, saab koige efektiivsemalt analiiiisida nii, et vaadeldakse neid
teatava lisastruktuuriga suunatud graafidena. Vastav pohiteooria on kiesole-
va nédala teemaks. Sellel on lai valik olulisi rakendusi ja jéreldusi.

1. Joonisel kujutatud graafis on iga kaare labilaskevoime 3. Kas selles graa-
fis leidub voog, mille vadrtus igal kaarel on nullist erinev?

Lahendus. Tahistame voo vaartused kaartel nii, nagu kujutatud joonisel 1.
Et igas tipus peab sisendvoog vorduma viljundvooga, siis peavad kehtima
vordused k + k?4 = k’l, ]{?1 + k’5 = k’g, k’g = k?g -+ k?ﬁ, k?g = k’4 + k’5. Siit
k = ke ning ky = k + ky, ko = k + k4 + k5, k3 = k4 + k5. Seega voime votta
k=ky=ks=ks=1,slisk=1=ks=2jaky =23 (joonis 2).
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2. Leida vorgus
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a) koik taisarvulised vood;
b) maksimaalse voo viértus.
Lahendus. a) Kokku on selles vorgus 13 erinevat téisarvulist voogu (téisar-

vuline voog on voog, mille véértus igal kaarel on téisarv).
b) Maksimaalse voo vdértus on 2.

3. Leida vorgus

a) koik 16iked;
b) minimaalse 16ike ldbilaskevoime.

Lahendus. a) Kokku on selles vorgus 77 erinevat 16iget. Et s—2-3-t ja s—4-2—
5-t on kaks paarikaupa iihiste servadeta ahelat, siis peab iga loige sisaldama
vahemalt iihte kaart esimesest ja vihemalt iihte kaart teisest ahelast.

b) Minimaalse 16ike ldbilaskevoime on 5.

4. Leida

a) tlesandes 2 minimaalne 16ige;

b) iilesandes 3 maksimaalne voog.

Lahendus. a) Minimaalne 16ige koosneb kahest servast ldbilaskevoimega 1.
Selle loike ldbilaskevoime on vordne maksimaalse voo viartusega 2.

b) Maksimaalne voog on kujutatud joonisel 3. Selle véértus on vordne
minimaalse 16ike ldbilaskevoimega 5.
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5. Vaatleme graafide opikus (A. Buldas, P. Laud, J. Willemson. Graafid.
Tartu 2008) 1k 46 defineeritud funktsiooni ¢’ vorgul (G, ). Toestada, et
¢’ on toepoolest voog ning et voo ¢’ vaartus on e vorra suurem kui voo
p vaartus.

Lahendus. Kontrollime, et ¢’ rahuldab voo definitsiooni tingimusi, st et iga
kaare e korral kehtib 0 < ¢/(e) < 9(e) ning et iga tipu v korral, kus v # s,

v # t kehtib degy/ (v) = degy (v).

e Kui teoreemi toestuses e & {eq,...,en,}, siis ¢'(e) = ¢(e) ning 0 <
¢'(e) < (e) kehtib seetottu, et ¢ on voog.

e Kui mingi ¢ korral e = e; = (v;_1,v;), siis tihelt poolt ¢'(e) = ¢(e)+¢& >
p(e) = 0, sest € > 0. Teiselt poolt aga ¢'(e) = ¢'(e;) = p(e;) +e <
p(ei) + 0 = plei) + (V(e) — plei) = ¥(ei), sest & < 6.

e Kui mingi i korral e = e; = (v;,v;_1), siis iihelt poolt ¢'(e) = ¢'(e;) =
o(e;) —e = §; —e > 0 ning teiselt poolt ¢'(e) = ¢(e) —e < p(e) < ¥(e).

K_Uli> tipp v ei kuulu teoreemi toestuses vaadeldud suurendavale ahelale,
siis deg,/ (v) = deg,(v) = @Sa(v) = wa(v). Kui v aga kuulub sellele suu-
rendavale ahelale tipuna v;, siis leidub tépselt kaks kaart, millel voo vaartus
muutub voo ¢ vadrtusega vorreldes. Kui iiks neist kaartest on sisenev ja teine
valjuv, siis muutuvad tipu ¢-sisendaste kui ka ¢-viljundaste sama suuruse
vorra. Kui aga molemad kaared on sisenevad voi molemad véljuvad, siis tasa-
kaalustavad need muutused teineteist ja nii p-sisendaste kui ka ¢-valjundaste
jadvad samaks (joonis 4).
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Et tipust s kaared ainult véljuvad, siis ka suurendav ahel algab tipust s
valjuva kaarega. Sellel kaarel muutub voo vaartus € vorra suuremaks, iilejaa-
nud tipust s véljuvatel kaartel aga jadb samaks. Seega suureneb voo vaartus
kokkuvottes € vorra.

6. Antud on suunatud graaf G. Defineerime graafi G kaartel méaaratud
funktsioonide w: F(G) — R summa ja skalaariga korrutise tavalisel vii-
sil, st funktsioonide w;: E(G) — R ja wy: E(G) — R summa rahuldab
seost (w1 +ws)(€e) = wy(e)+wsa(e) ning funktsiooni w: F(G) — R korrutis
reaalarvuga a seost (ap)(e) = a - p(e). Toestada, et vorgu (G, ) voogu-
de hulk on kumer, st kui ¢; ja ¢y on vood, siis iga reaalarvu a € [0, 1]
korral on ka agp; + (1 — a)ps voog.

Lahendus. Kontrollime voo definitsiooni tingimusi. Suvalise serva e € F(G)

korral (ap; + (1 — a)pa)(e) = api(e) + (1 — a)pa(e) = 0, sest py(e) = 0,

p2le) > 0 jaa € [0,1]. Samuti (ag; + (1—a)pa)(€) = apr(e) + (1 a)pale) <

app(e) + (1 —a)y(e) = (e), sest pr(e) < ¥(e), pa(e) < (e) jaa € [0,1].
Iga tipu v, v # s, v # t korral

—
degagp; +(1-a)p, (V) = Z (ap1 + (1 — a)p2)(v) =
ecE(G)
eeV(G)x{v}
= > (api(v) + (1= a)pa(v)) =
ecE(G)
eeV(G)x{v}
—
—aY @) + (1= a) S a(v) = adeg,, (v) + (1 — a) degy, (v).
c€E(G) eCE(Q)
ecV(G)x{v} ecV(G)x{v}

Analoogiliselt saame
ggmpﬁr 1—a)p 'U = aggcpl 'U 1 - a’) gg%& (1))

.. —
Et degg,1 ﬁ&m ) ja degq,1 ﬁ&m ), siis ka degup, +(1—a)yps (V) =
egasm-i—(l—a)cpz (U)
7. Tihtipeale defineeritakse 16ige kui vorgu tippude hulga alamhulk, mis
sisaldab vorgu sisendit, aga ei sisalda vorgu véljundit. Loike X ldbilas-
kevoime on koigi selliste kaarte labilaskevoimete summa, mille algtipp

kuulub hulka X ja lopptipp ei kuulu hulka X. Niisuguse ldhenemise
iiheks eeliseks on voimalus teha loigetega hulgateoreetilisi tehteid.
Toestada, et kui X, Y C V(G) on vorgu (G, ) minimaalsed (st mi-
nimaalse ldbilaskevoimega) 16iked, siis ka X UY ja X N'Y on vorgu
(G, 1) minimaalsed 16iked. (See tdhendab, vorgu minimaalsete 16igete
hulk moodustab héstituntud matemaatilise struktuuri, vore.)
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Lahendus. Koigepealt, X UY ja X NY on samuti 16iked, sest nad on vorgu
tippude hulga alamhulgad, mis sisaldavad vorgu sisendit, aga mitte véljundit.
Téhistagu siimbol ¢(Z) 16ike Z kaalu ning olgu Z' = V(G) \ Z. Samuti
tahistame d(U, V) = 2225&@ (e). Siis

(X)) =dX, X")=dXNnY, X' NY)+dXNY, X' NY') +
+dXNY X' NY)+dXNY' , X'NnY'),
c(Y)=dV,Y)=dXNY, XNY')+dXNY, X' NY') +
+dX'NY' . XNY)+dX'nY', X'nY’),
c(XUY)=dXUY,(XUY))=dXNnY, X' NnY’) +
+dX'NY, X'NnY)+dXnY' X' NnY’'),
c(XNY)=dXNnY,(XNY))=d(XNY, X' NY")+
+dXNY, X'NY)+dXNY,XNY")

Jarelikult
(X)+c(Y)—c¢(XUY)—c(XNY) =d(XNY', X'NY)+d(X'NY, XNY") > 0.

Seega ¢(X)+c(Y) 2 ¢«(XUY)+ce(XNY). Et X jaY on loiked, mille
labilaskevoimed on minimaalsed, siis peavad olema ka loigete X UY ja X NY
labilaskevoimed minimaalsed.

8. Olgu (G, 1) vork, millel on mitu sisendit ja mitu véaljundit, ning X ja Y
vastavalt selle graafi sisendite hulk ning valjundite hulk. Olgu ¢ mingi
voog sellel vorgul.

a) Toestada, et summaarne voog hulgast X vélja ja summaarne voog
hulka Y sisse on vordsed.

b) Defineerida voo ¢ véértus vorgul (G, ).

¢) Taandada mitme sisendi ja mitme viljundiga vork iihe sisendi ja
tihe viljundiga vorguks, lisades vorgule (G, 1)) kaks tippu sobivate
labilaskevoimetega.

d) Defineerida voole ¢ vastav voog sellel tihe sisendi ja iihe viljundiga

vorgul.

Lahendus. a) Tahistame lithiduse mottes V/(G)\ (XUY) = Z. Hulgad X, Y
ja Z on loikumatud. Et ¢ on voog, siis hulga Z iga tipu (-sisendaste vordub
tema p-viljundasmega. Seega iga tipu v € Z korral

Y wle)= ) wle)

e€E(GQ) e€E(G)
ec{v}xV ecVx{v}



Summeerides iile hulga Z, saame

> wle)= " wle)

ecE(G) ecE(G)
ecZxV ecVxZz

Arvestades, et vorgus puuduvad kaared, mis sisenevad hulga X tippudesse,
ning kaared, mis valjuvad hulga Y tippudest, on selle vorduse vasak ja parem
pool vastavalt

dYowler= D e+ Y wle), D wle)= > wle)t+ Y wle)

ecE(G) e€E(GQ) ecE(G) ecE(G) e€E(GQ) ecE(G)
ecZxXV ecZ XY e€ZxXZ ecVXxXZ ecXxXZ e€ZxXZ

Et molema summa paremal poolel on teised liikmed vordsed, siis on vordsed
ka esimesed liitkmed:

e€Z XY e€eXxXZ
Niiiid aga
dowl= Y wle)= ) ele)t Y wle)=
e€B(G) € B(G) € B(G) € B(G)
ee XXV eeXx(YUZ) ee X XY e€eXxXZ
= > ele)+ Y oele)= > ple)= > ole),
e€B(G) e€B(G) € B(G) € B(G)
ec X XY ecZXY ee(XUZ)XY ecV XY

mida oligi tarvis toestada.

b) Mitme sisendiga vorgul méadratud voo ¢ vadrtus on vorgu sisendite
p-valjundastmete summa.

c) Lisame graafile tipu s ja tombame kaare tipust s igasse hulga X tippu.
[ga kaare ldbilaskevoimeks loeme tema 1opptipust viljuvate kaarte ldbilas-
kevoimete summa. Analoogiliselt lisame graafile teise tipu ¢ ning tombame
kaare igast hulga Y tipust tippu t. Iga sellise kaare ldbilaskevoimeks loeme
tema algtippu suubuvate kaarte ldbilaskevoimete summa.

d) Kui on antud voog ¢ mitme sisendi ja véljundiga vorgul (G, ), siis
taiendades seda voogu nii, et igale tipust s viljuvale kaarele seada vastavus-
se kaare lopptipu p-véljundaste ning igale tippu ¢ suubuvale kaarele seada
vastavusse kaare algtipu p-sisendaste, siis saame voo vastaval lihe sisendi
ja lihe véljundiga graafil. Lihtne on kontrollida, et see voog rahuldab voo
definitsiooni noudeid.

9. Jargnev plaan kujutab linna bussiliine 8 peamise bussipeatuse vahel.
Bussid soidavad ainult noolte suundades. Kaarte labilaskevoimed néita-
vad, mitu bussi tunnis maksimaalselt voib igal teeloigul soita. Igal tee-
16igul peab tunnis sditma vihemalt iiks buss. Uks buss suudab vedada



kuni 50 reisijat. Leida maksimaalne reisijate arv, mis voib tunnis liikuda
punktist A (elamurajoonist) punkti B (kesklinna).

O+———F—"7-—7-0

Markus. Tegemist on graafiga, kus puuduvad sisendid ja véljundid. Bus-
side koguarv siisteemis peab igal ajahetkel jadma samaks.

Lahendus. Meil on vaja méérata graafi kaarte libilaskevoimed nii, et 1) iga
kaare lébilaskevoime jaab lubatud piiridesse, 2) iga tipu sisendaste vordub
valjundastmega ning 3) kui graafile lisada tipud s ja ¢ koos piiramatu l&bi-
laskevoimega kaartega s — A ja B — t, siis on saadava vorgu maksimaalne
voog voimalikult suur.

Sellised ldblaskevoimed on kujutatud joonisel 5. Selle vorgu maksimaalne
voog on 7: naiteks voog, mille vaartus vorgu iilemise ddre kaartest koosneval
ahelal on 7 ning iilejddnud kaartel 0. Labilaskevoimeid, mille puhul vorgu
maksimaalse voo vadrtus oleks 8, graafi kaartele omistada ei saa, sest iile-
misest vasakpoolsest tipust tippu B viiva kaare labilaskevoime on iilimalt 8,
tipust B sinna tagasi toova kaare ldbilaskevoime aga vihemalt 1. Seega saab
teise sellesse tippu siseneva kaare labilaskevoime olla iilimalt 7. Samas see
kaar on vorgu loige.
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Koduiilesanded

Valida jargmistest iilesannetest (vihemalt) kaks ja esitada nende lahen-
dused.

10. Leida vorgus
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maksimaalne voog ja minimaalne loige.

Lahendus. Kasutame Fordi-Fulkersoni algoritmi (Edmondsi-Karpi téien-
dusega). Algoritmi sammude tulemused on kujutatud joonistel 6-12. Lopp-
tulemuseks joonisel 12 on voog vaértusega 17. Joonisel 13 on kujutatud loige
labilaskevoimega samuti 17. Jarelikult on tegemist maksimaalse vooga (ja
minimaalse 16ikega).

11. Olgu (G, ) vork ja ¢ voog sellel. Olgu S C V(G) selline hulk, et s € S
jat ¢ S ning S’ =V(G)\ S. Toestada, et

c€E(G) c€E(G)

ecSxS’/ ecS’'xS
0/3 0/3
O;O /

0/8 0/9 0/9 5/8 5/9 0/9
/ 0/2\ / ‘0/3 / / 0/2 / 0/3 /
0/7 0/6 0/5 0/7 0/6 5/5
SO%O%O—bOt SO%O%O%Ot
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Joonis 6. Joonis 7.



3/3

8/8 0/2‘ 5/9
0T v 0/6

0 6
0/5‘ 0/7 o/

e

0/4
0/2

Joonis 8.

3/3

oO———Q
8/8 0/2‘
4)7

>

3/9

‘0/3
L 5/5

5/9 ‘
4/6 5/5

0
2/4

2/2

Joonis 10.

O

6/7 ‘

0
%O
0

SO
3/4 / ‘

/5| 07 4/4
LN
8/8 P 5/9
BN
s| 17 4
2/2

O——O

)%O

3/3
5/5

6/8
O
N
@) O
t
6/8

4

O———O

Joonis 12.

o 33
b
0Ty 06 N5/
0/7
2/4 0/5‘ 0/4 2/8
0%2/2 @)
Joonis 9.
38

O
,///?;;;//il 6/6

N

Joonis 11.

/‘
S 7

A 5

Joonis 13.

>

<



Lahendus. Et vastavalt voo definitsioonile on iga tipu ¢-sisendaste vordne
tipu p-véaljundastmega, siis iga tipu v € V(G) korral

dople)= > ele).

e€E(G) e€E(G)
ec{v}xV(G) eeV(G)x{v}

Summeerides need vordused {ile hulga S, saame

Y owle)= > wle)

e€E(G) e€E(G)
eeSXV(G) eeV(G)xS

Et V(G) = SUS’, siis jarelikult

Yowlet+ D ele)= Y ele)+ Y wle).

ecE(G) ecE(G) ecE(G) ecE(G)
eeSxXS eecSx S/ eeSxS eecS’'x S

Koondades vasakult ja paremalt vordsed liikmed, jouamegi vorduseni

> wle)= D> ple).

ecE(G) ecE(G)
ecSxS! ecS'xS

12. Olgu (G, ) vork, kus ¢(e) = 1 iga e € E(G) korral, ning s ja t vastavalt
vorgu sisend ja véljund. Toestada, et selle vorgu maksimaalse voo vaéar-
tus vordub paarikaupa iihiste kaarteta suunatud ahelate arvuga tipust s
tippu .

Lahendus. Olgu n paarikaupa iihiste kaarteta ahelate maksimaalne arv ti-
pust s tippu t selles vorgus. Vaatleme mingit n sellist ahelat. Defineerime
voo ¢ nii, et iga nendesse ahelatesse kuuluva kaare e korral ¢(e) = 1 ning
tilejadnud kaarte korral ¢(e) = 0. See on tdesti voog, sest arvestades, et
ahelad on tihiste kaarteta, on igas tipus v, kus moned neist ahelatest omava-
hel loikuvad, nende ahelate kaarte seas tippu v sisenevaid kaari sama palju
kui véljuvaid. Selle voo vaértus on n. Jarelikult on vorgu maksimaalse voo
vaartus vahemalt n.

Et vorgu (G, ) kaarte labilaskevoimed on téisarvud, siis Fordi-Fulkersoni
algoritm peatub ja annab tulemuseks maksimaalse voo ¢, mille viaartus igal
kaarel on samuti tdisarv. Ulesande tingimuste kohaselt saavad need téisar-
vud olla ainult 0 voi 1. Vaatleme suvalist suunatud ahelat p tipust s tippu ¢,
mille iga serva e korral ¢(e) = 1. Kui voo ¢ vddrtus on nullist suurem, siis
selline ahel leidub. Muudame niiiid selle ahela kaarte vaartused 0-ks. Tule-
museks saame samuti voo, sest iga tippudest s ja t erineva tipu ¢-sisendaste
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Saadud voo védrtus on 1 vorra viiksem kui esialgse voo vadrtus. Analoogili-
selt eelnevaga leiame niiiid uue ahela tipust s tippu ¢. Seda tegevust kordame
kuni voo vairtus kahaneb nulliks. Tulemuseks saame teatud arvu paarikaupa
ithiste kaarteta ahelaid tipust s tippu f. Nende ahelate arv vordub voo ¢
vaartusega. Jarelikult on vorgu maksimaalse voo védrtus tilimalt nii suur kui
selliste ahelate maksimaalne arv n.

Kahe eelneva 1oigu tulemusi kokku vottes saamegi, et vorgu maksimaalse
voo vaartus on n.
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