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EESSONA

Matemaatilisi struktuure voib tinglikult jaotada kaheks klassiks:
pidevad ja diskreetsed. Pidevateks nimetatakse neid struktuure, mis
tuginevad reaalarvu moistele ning mille puhul on esmajoones uuri-
mise all mitmesugused pidevuse ja piirvaartusega seotud kiisimused.
Diskreetsete struktuuride aluse aga moodustab naturaalarvu moiste.
Matemaatika haru, mis uurib diskreetseid struktuure, nimetatakse
diskreetseks matemaatikaks. Viga sageli on need struktuurid 1opli-
kud, seepérast nimetatakse diskreetset matemaatikat teinekord ka
loplikuks matemaatikaks.

Kaéesolev opik annab lugejale ettekujutuse selle valdkonna pohilis-
test moistetest. Opiku esimene peatiikk kiisitleb diskreetses matemaa-
tikas tihti kasutatavat toestusmeetodit, matemaatilist induktsiooni,
edasise materjali aga voib koondada neljaks teemaks. Peatiikid 2—4 on
piihendatud kombinatoorikale, mille eesméark on loendada loplikust
hulgast vastavalt etteantud reeglitele elementide valimise voimalu-
si voi nende paigutamise voimalusi mingil kindlaksméaaratud viisil.
Peatiikid 5-7 kisitlevad graafiteooriat, mille isedrasuseks on graafili-
ne ldhenemisviis uuritavatele objektidele. Vaadeldav objekt esitatakse
nn graafina, tippude kogumina, kusjuures monede tippude vahele on
joonistatud servad. Graafi abil saab niiteks kujutada teatava tervi-
ku osade vahel valitsevaid seoseid. Peatiikid 8-10 tegelevad binaar-
sete relatsioonidega loplikul hulgal, seejuures vaadeldakse lisaks po-
himoistetele ja -omadustele ka relatsioonide esitusviise Boole’i maat-
riksite abil. Relatsiooni moistet voib vajaduse korral pidada graafi
moiste iildistuseks. Peatiikid 11-14 kujutavad endast sissejuhatust
arvuteooriasse, mis uurib naturaalarvude (st positiivsete tdisarvude
1,2, 3, ...) omadusi.

Uks peatiikk vastab ligikaudu iihele dppeniidalale. Iga peatiiki 16-
pus on toodud komplekt iilesanded, mille lahendamine aitab paremini
moista vastava peatiiki materjali.

Autor soovib tdnada Mati Tombakut mitmete kasulike soovituste
eest, Hiarmel Nestrat, Ahti Pederit ja Sven Lauri, kes olid abiks iiles-
annete valimisel, ning Ulo Kaasikut, kes kisikirja libi vaadates tegi
palju hiid tadiendus- ja parandusettepanekuid.



I. MATEMAATILINE INDUKTSIOON

1. Matemaatilise induktsiooni printsiip. Matemaatikas tuleb
tihtipeale tegemist vdidetega, mis soltuvad mingist arvulisest para-
meetrist. Vaatleme niiteks véidet ,arv 4™ 4+ 8 jagub 12-ga iga na-
turaalarvu n korral“. Andes parameetrile n mitmesuguseid véértusi,
saame konkreetsed viited. Néiteks kui votta n = 1, saame vaite ,arv
41 + 8 jagub 12-ga*; valides n = 2, saame ,arv 4% + 8 jagub 12-ga“
juhul n = 3 saame ,arv 4% + 8 jagub 12-ga“ jne. Sisuliselt on vaa-
deldavasse viitesse haaratud lopmata palju osaviiteid, igaiihe neist
saame katte, kui omistame parameetrile sobiva viartuse.

Parameetrit sisaldavat vididet nimetame ldvditeks, parameetrile
visrtuse andmisel saadud viidet aga tiksikvditeks. Uldviide puudutab
korraga paljusid, tavaliselt isegi l1opmata paljusid objekte, iiksikvaide
seevastu piirdub iiheainsa objektiga. Uldviite parameetreid voib loo-
mulikult olla ka rohkem kui iiks ja need parameetrid ei pea tingimata
olema naturaalarvud, vaid voivad olla iikskoik millist tiiiipi objektid:
reaalarvud, geomeetrilised kujundid, esemete erinevad paigutusvoi-
malused voi midagi muud. Néiteks iildviitel ,suvaliste reaalarvude x
ja y korral kehtib vordus (;U—i—y)2 = 22 4+ 22y +y** on kaks reaalarvu-
list parameetrit, valides x = 2,5 ja y = 3,5, saame sellest iiksikviite
Jkehtib vordus (2,5 4 3,5)% = 2,52 +2-2,5 - 3,5 + 3,5%. Edaspidises
piirdume siiski iildvéidetega, mille parameetriks on naturaalarv.

Uksikviite kehtivuses veenduda on enamasti iisnagi lihtne. Niiteks
iiksikviite ,arv 43 +8 jagub 12-ga“ kontrollimiseks piisab, kui avaldise
vaartus vilja arvutada ja kindlaks teha, kas saadud arv jagub 12-ga
voi mitte. Ent kuidas kontrollida vastava ildvéiite ,arv 4™ + 8 jagub
12-ga iga naturaalarvu n korral“ kehtivust? Selleks ei piisa ainult mo-
ne n vadrtuse ldbivaatamisest, sest keegi ei garanteeri, et iilejaddnud
vadrtuste seas ei leidu monda sellist, mille puhul viide osutub véa-
raks. Me peame seega jarjestikku ldbi kontrollima koik parameetri
n viartused, mida on lopmata palju. Parameetrit sisaldavate véidete
toestamiseks kasutatakse sageli matemaatilise induktsiooni meetodit,
mida véljendab jargmine matemaatilise induktsiooni printsiip.

Matemaatilise induktsiooni printsiip. Olgu A(n) dldvdide,
mille parameetri n voimalikud vddrtused on naturaalarvud. Kui

1. vdide A(1) kehtib,

2. iga naturaalarvu k puhul sellest, et vdide A(k) kehtib, jareldub,
et vaide A(k + 1) kehtib,

stis viide A(n) kehtib mistahes naturaalarvu n korral.
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Viite toestamiseks matemaatilise induktsiooni printsiibi abil tuleb
seega teha kahte asja: esiteks, kontrollida, et vdide kehtib parameetri
vaartusel n = 1, ning teiseks, toestada, et viite kehtivusest juhul
n = k jareldub tema kehtivus juhul n = k+1. Kui need kaks tingimust
on taidetud, siis A(n) kehtib kéigi n vadrtuste korral. Toepoolest,
A(1) kehtib printsiibi esimese tingimuse pohjal. Teisest tingimusest
saame juhul n = 1, et kuna A(1) kehtib, siis ka A(2) kehtib, edasi
saame teisest tingimusest juhul n = 2, et kuna A(2) kehtib, siis ka
A(3) kehtib jne. Nii kandub viite kehtivuse toestus teise tingimuse
pohjal samm-sammult iha edasi ja jouab seega arvu n iikskoik millise
etteantud védrtuseni. See aga tdhendabki, et iildvdide A(n) kehtib iga
n korral.

Monikord soltub iildvaide mitmest parameetrist. Kui valime neist
iihe, mille puhul kontrollime induktsiooniprintsiibi tingimusi, siis raa-
gime induktsioonist selle parameetri jargi.

Tingimust 1 matemaatilise induktsiooni printsiibi formuleeringus
nimetatakse induktsiooni baasiks ehk lithemalt baasiks, tingimust 2
aga induktsiooni sammuks ehk sammuks. Induktsiooni sammu juures
kasutatavat eeldust, et viide A(n) kehtib juhul n = k, nimetatakse
induktsiooni eelduseks.

Matemaatilise induktsiooni printsiip on iiks naturaalarvude arit-
meetika aksioomidest, seepérast teda ei toestata.

2. Induktsiooni kasutamine. Vaatleme niiiid monda néidet in-
duktsiooniprintsiibi rakendamise kohta.

Néide 1. Toestada, et arv 4™ + 8 jagub 12-ga iga naturaalarvu n
korral.

Induktsiooni baas. Kontrollime, et viide kehtib, kui n = 1. Sel
juhul omandab viide kuju ,arv 4 4+ 8 jagub 12-ga“. See viide kehtib,
sest jagatav arv ongi 12 ise.

Induktsiooni samm. Eeldame, et vaide kehtib juhul, kui n = k, st
eeldame, et arv 4% + 8 jagub 12-ga. Testame, et viiide kehtib siis ka
juhul n = k + 1. Meil on seega vaja tdestada, et arv 4**1 + 8 jagub
12-ga. Seda arvu teisendades saame

Ak L8 — 4. 4% 8 =3 4% +4F 48,

Liige 3 - 4% jagub 12-ga, sest ta jagub nii 3-ga kui ka 4-ga. Samuti
arv 4% + 8 jagub 12-ga, sest seda me eeldasime induktsiooni sammu
alguses. Jarelikult jagub terve avaldis 12-ga. Seega oleme saanud, et
véite kehtivusest juhul n = k jareldub viite kehtivus juhul n = k+ 1.

Matemaatilise induktsiooni printsiibi pohjal voime niiiid 6elda, et
vaadeldav vaide kehtib iga naturaalarvu korral.



Niide 2. Toestada vordus
1 2
1242 3+...4n (n+1)= %

Baas. Kui n = 1, siis muutub vaadeldav iildvaide tiksikvéaiteks
1-2=1(1+1)(1+2)/3, mis on samavéirne vordusega 2 = 2. Jare-
likult kehtib iildvaide juhul n = 1.

Samm. Eeldame, et viide kehtib juhul n = k, st

k(k+1)(k+2
12423+ 4+ k-(k+1)= %
Toestame, et siis kehtib viide ka juhul n = k 4 1. Asetades iildvaites

parameetri n kohale arvu k + 1, tuleb seega toestada vordus

E+1)(k+2)(k+3
1-2+2-3+...+(k+1)-(k+2)=( X 3 N )
Votame ette toestatava vorduse vasaku poole. Esimese k liikme
summa voime siin induktsiooni eelduse pohjal asendada avaldisega

k(k +1)(k + 2)/3, misjérel vasak pool omandab kuju
k(k+1)(k+2)

3
Niitid votame korrutise (k + 1)(k + 2) sulgude ette ja saame

k E+1)(k+2)(k+3
(k+1)(k+2)(§+1) GRS . J(k+3),
Teisenduste tulemusena saime toestatava vorduse parema poole. See-
ga oleme toestanud vorduse juhul n =k + 1.
Induktsiooni baas ja induktsiooni samm kehtivad, jarelikult kehtib

vordus iga n korral.

F(k+1)-(k+2).

Monikord algavad parameetri lubatavad védrtused mitte iihest,
vaid mingist muust arvust. Vastavalt tuleb siis toestamisel indukt-
siooni baasiks valida parameetri vihim lubatav vaartus.

Niide 3. Toestada, et iga n > 1 korral kehtib vorratus

1 1 1
ﬁ+ﬁ+...+%>\/ﬁ.

Baas. Induktsiooni baasiks on siin n = 2, sel juhul omandab vor-
ratus kuju 1/v1+1 / V2 > /2. Korrutades selle vorratuse pooli posi-
tiivse arvuga \/5, nieme, et ta on samaviirne vorratusega V241> 2
ehk v/2 > 1. Viimane vorratus ilmselt kehtib.

Samm. Eeldame, et vorratus kehtib juhul n = &, ja niitame, et ta
kehtib siis ka juhul n = k£ + 1. Et induktsiooni eelduse pohjal

11 1
—+—=+...+—= > VEk,
VioV2 VEk



siis
1 1 1 1
—t =t = ——>Vk
aATET T E T
Paremat poolt teisendades saame niitid
1 VE(k+1)+1 k2 +1 k+1
vk + _VEEAD L YR ket =Vk+ L
vk+1 vVkE+1 vk +1 vk+1
Niisiis, kokkuvottes
1 1 1
—t =4+ —=—=>VE+ 1
V1oV2 VE+1

Jarelikult kehtib vorratus ka n = k£ + 1 korral.

1
Ry
vVk+1

Niéide 4. Tasandile on joonestatud n sirget, mis jagavad tasandi
piirkondadeks. T6estada, et koik piirkonnad saab vérvida kahe vér-
viga nii, et iihise rajajoonega eraldatud piirkonnad on erinevat varvi.

Baas. Kui n = 1, siis on meil iiks sirge, mis jagab tasandi kaheks
pooltasandiks. Vérvime {ihe pooltasandi iihte, teise pooltasandi teist
varvi.

Samm. Eeldame, et viide kehtib k sirge korral: piirkonnad, mil-
leks k sirget jagavad tasandi, voib vérvida iilesandes noutud viisil.
Joonestame tasandile veel iihe sirge, niiiid on sirgete arv k + 1. Uhel
pool uut sirget jatame koigi piirkondade vérvid samaks, teisel pool
aga muudame koigi piirkondade viarvid vastupidiseks. Kui kahe piir-
konna iihine rajajoon asub lisatud sirgel, siis on nende piirkondade
vérvid erinevad &sjase virvivahetuse tottu. Kui kahe piirkonna iihine
rajajoon ei asunud uuel sirgel, siis on piirkondade varvid erinevad
vastavalt induktsiooni eeldusele.

On oluline, et matemaatilise induktsiooni printsiibi rakendamisel
kontrollitakse molema tingimuse tédidetust, sest vastasel korral ei saa
me olla kindlad, et viite toesus kandub juhult n = 1 sammhaaval iile
igale jargnevale vaitele.

Niide 5. Vaatleme avaldist n? + n + 41. Juhul n = 1 on selle
vadrtuseks 43, mis on algarv. Juhul n = 2 on avaldise véartuseks 47,
samuti algarv. Juhul n = 3 saame 53, juhul n = 4 saame 61, juhul
n = b5 saame 71, koik need arvud on algarvud. Kas me voime siit
teha jirelduse, et avaldise n? +n+41 véirtus on alati algarv, iikskoik
millise védrtuse me parameetrile n ka ei annaks?

Eelnevate katsetustega oleme kiill leidnud, et véide ,jiga naturaal-
arvu n korral on arv n® 4+ n + 41 algarv* kehtib parameetri n ménel
iiksikul véartusel, kuid me pole esitanud tihtegi argumenti, miks véite
kehtivus kandub edasi parameetri koigile jargnevatele vaartustele, ka
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neile, mida me kontrollinud pole. Oleme toestanud induktsiooni baasi
(tingimus 1), kuid induktsiooni samm (tingimus 2) puudub. Seega ei
saa kindlalt viita, et vaadeldav iildviide kehtib iga n korral. Uldvii-
de osutubki vdaraks naiteks juhtudel n = 40 ja n = 41, mil avaldise
n? 4+ n + 41 vidrtusteks on kordarvud 1681 = 417 ja 1763 = 41 - 43.

Niide 6. Piiilame toestada, et arv 52 + 77" jagub 6-ga iga natu-
raalarvu n korral.

Eeldame, et n = k korral viide kehtib, st 52% + 75! jagub 6-ga.
Olgun =k + 1. Siis

52(k+1) + 7k+2 — 5252k + 7 . 7k+1 — 24 . 52k + 6 . 7k+1 + 52k + 7k+1.

Viimase avaldise kaks esimest liiget jaguvad molemad 6-ga, kahe vii-
mase liikkme summa aga jagub 6-ga induktsiooni eelduse pohjal.

Ometi vaadeldav véide ei kehti, nditeks juhul n = 1 saame arvu
52471+ = 74, mis ei jagu 6-ga. Eelnevas tdestasime kiill induktsiooni
sammu (tingimus 2), aga jitsime kontrollimata baasi (tingimus 1).
Kui véide ei kehti baasjuhul, siis puudub toetuspunkt véite kehtivuse
laiendamiseks parameetri jargnevatele vaartustele.

3. Tugev induktsiooniprintsiip. Esitatud induktsiooniprintsii-
pi nimetatakse monikord ka norgaks, vastandina tugevale induktsioo-
niprintsiibile, mille voib sonastada jargmiselt.

Tugev induktsiooniprintsiip. Olgu A(n) tldvdiide, mille para-
meetri n voimalikud vadrtused on naturaalarvud. Kui

1. vdide A(1) kehtib,

2. iga naturaalarvu k puhul sellest, et viide A(m) kehtib kéigi na-
turaalarvude m < k korral, jareldub, et viide A(k) kehtib,

stis viide A(n) kehtib mistahes naturaalarvu n korral.

Vorreldes eelmise kujuga eeldatakse siin induktsiooni sammu pu-
hul véite kehtivust mitte parameetri eelmisel, vaid koigil eelneva-
tel vaartustel. Kaks induktsiooniprintsiipi on tegelikult samavéarsed,
kuid mones olukorras voib viimast kuju olla parem kasutada.

Niide 7. Arvujadas (a,) on ap = 1 ja iga jargmine liige on koigi
eelmiste liikkmete summa. Toestada, et a,, = on—l iga naturaalarvu n
korral.

Baas. Kui n = 1, siis on meil viide a; = 2°. See viide kehtib, sest
a;p = ag = 1.

Samm. Eeldame, et vdide kehtib parameetri koigi véartuste korral,
mis on vaiksemad kui k, ja toestame, et siis kehtib véide ka parameetri
vidirtusel k. Toepoolest, kui a; = 2°, ap = 2%, ..., ap_1 = 2872, siis



geomeetrilise jada liikmete summa valemit kasutades saame
ar =ag+ a1 +as+...+ap_1 =
=14+ (1+24... +2F2) =142k 1 =9k
Jarelikult kehtib viide juhul n = k.

Seega on tédidetud tugeva induktsiooniprintsiibi tingimused 1 ja 2
ning vaadeldav vaide kehtib iga n =1, 2, ... korral.

Niide 8. Sokolaaditahvlit mootmetega a x b ruutu murtakse mooda
jooni tiikkideks senikaua, kuni enam murdmisi teha ei saa. Toestada,
et murdmiste arv on alati ab — 1.

Toestame véite induktsiooniga tahvli tiikkide arvu n = ab jargi.

Baas. Kui n = 1, siis koosneb tahvel {ihestainsast ruudust, murd-
miste arv on 0 ning véide kehtib.

Samm. Eeldame, et viide kehtib iga Sokolaaditahvli korral, mis
koosneb vihem kui k& ruudust. Toestame, et siis kehtib véide ka sellise
tahvli puhul, millel on £ ruutu. Murrame sellise tahvli kaheks tiikiks,
suurusega ¢ ja d ruutu. Siis ¢ < k ja d < k ning c+d = k. Induktsiooni
eelduse pohjal kulub esimese tahvli tihiktiikkideks jagamiseks ¢ — 1,
teise tahvli puhul aga d—1 murdmist. Koos esimese kaheksjagamisega
on murdmiste arvec—14+d—-1+1=c+d—-1=k—1.

Ulesanded

Toestada jargmised iildvéited.

1. 5.237F1 1 33n%2 ja0ub 19-ga iga mittenegatiivse tiisarvu n korral.
2. 11" £ 122771 jagub 133-ga iga naturaalarvu n korral.
3. kui n > 1, siis arv 22" 11 lopeb 7-ga.

Toestada vordused.

4. 14+34+5+...+(2n—1)=n?
n(n+1)(2n+1)
6
6. B+28+. . +nP=(1+2+...4+n)?
12 22 n? n(n+1)

R S _
13735 T @n_DEntl)  2@n+1)

(@) 0-m) -3 =

1
9. 1222432 4 (-1)"'n?= (—1)"*1%

5. 12422432+ ... +n? =

Qo




10.

1- 114221+ . +n-nl=n+1)!-1
1= (n+1)a" +na"*!

2 n—
11. 1+ 22+ 32"+ ...+ nx 1-2)7
12 @2 —z+ D)@ — 22+ D)E@d -2t + 1) @2 —a2¥ +1) =
B x2n+2 + x2n+1 + 1
2+ x+1
Toestada vorratused.
1 3 2n —1 1
13. = —-...- <
2 4 2n v3n+1
1 1 1 1
4. 1+4-4+=-+...+—=<2——
+ 1 + 9 +..+ 3 -
ST R I P S
"3 st tom—y n
16. Toestada, et kui n positiivse reaalarvu z1, o, ..., x, korral

17.

18.

19.

20.

21.

22,
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x1+xo+.. . 4+ax, <1/2,siis (1—a1)(1—22)...(1—z,) > 1/2.
Toestada induktsiooniga, et kumera n-nurga sisenurkade summa
Sy, avaldub valemiga S,, = (n — 2) - 180°.

Toestada, et tasandi loikamisel n sirgega tekib koige rohkem
(n? +n)/2 + 1 piirkonda.

Lé&bi iithe punkti pannakse n tasandit nii, et iikski kolm neist ei
loiku mo6da sama sirget. Toestada, et need tasandid jaotavad
ruumi n? — n + 2 osaks.

Loeme, et kogum tasandeid on iildasendis siis, kui igal kahel
tasandil leidub tihine loikesirge ja igal kolmel tasandil leidub
ithine 1oikepunkt, kusjuures need loikesirged ja loikepunktid on
koik erinevad. Toestada, et n iildasendis tasandit jaotavad ruumi
(n® + 5n 4 6)/6 osaks.

Seifi pannakse iliks kuldmiint ja seif suletakse. Seejérel paigu-
tatakse ta natuke suuremasse seifi koos veel ithe kuldmiindiga.
Saadud seif paigutatakse omakorda kolmandasse, veel suuremas-
se seifi ja lisatakse korvale 4 kuldmiinti. Protsessi jatkatakse ana-
loogiliselt: igal sammul lisatakse koos jéarjekordse seifiga niipalju
kuldmiinte, kui suur on paigutatava seifi jarjekorranumbri ruut.
Toestada, et n-nda seifi viidrtus (temas leiduvate kuldmiintide
arv) avaldub valemiga (n + 1)(2n% — 5n + 6) /6.

Ringmaanteel, mille pikkus on 100 km, seisab n autot. Neil on
ithtekokku nii palju bensiini, et katta 101 km. Toestada, et leidub
iiks auto, mis, alustades oma bensiiniga ja kogudes teel bensiini



23.

24.

25.

iilejadinud autodelt, voib ldbida téisringi. (Bensiini tohib votta
ainult siis, kui autod on korvuti; autot likkata ei tohi.)

Naturaalarvudest koostatakse rombid kiiljepikkusega 1, 2, 3, ...
allndidatud viisil. Leida n-nda rombi arvude summa ja toestada

saadud valemi Gigsus induktsiooniga.
1

1 2 2 3 3 3

7

Linnas elab n vanaeite, kusjuures n > 4. Koigil neil on telefon.
Uhel pieval samal ajal saab igaiiks neist teada mingi uudise.
Toestada, et on voimalik organiseerida telefonikoned niiviisi, et
parast 2n — 4 konet teab iga vanaeit iga iilejadnu uudist.

Malelaual moé6tmetega 2™ x 2" ruutu vérvitakse iiks va- —
balt valitud ruut punaseks. Toestada, et malelaua saab |
katta kolmeruuduliste L-kujuliste tiikkidega nii, et néh-
tavale jaab ainult punane ruut.

Leida viga jargmises kahes ,toestuses®.

26. Koik linnud on tihte varvi.

27.

Baas. Kui n = 1, siis on meil tegemist iiheainsa linnuga ja véide
kehtib.

Samm. Eeldame, et viide kehtib &k linnu korral. Vaatleme k + 1
lindu Ly, ..., Liy1. Jattes esialgu viimase linnu vélja, saame
induktsiooni eelduse pohjal, et linnud L4, ..., Ly on iihte varvi.
Jattes vilja esimese linnu, ndeme, et ka linnud Lo, ..., Ly11 on
ithte varvi. Siit jareldub, et lind L1 on sama vérvi nagu linnud
Ly, ..., L, seega on koik k + 1 lindu iihte varvi.

K&ik naturaalarvud on vordsed. Méargime tahisega max(x,y) ar-
vude z ja y seast suurimat. Toestame viite induktsiooniga arvu
max(x,y) vadrtuse jargi.

Baas. Kui max(z,y) = 1, siis peab olema x = y = 1, sest tegemist
on naturaalarvudega.

Samm. Eeldame, et vdide kehtib arvude puhul, mille maksimum
on k. Olgu niiid arvud z ja y sellised, et max(z,y) = k + 1.
Viimane vordus on samavéaérne vordusega max(x — 1,y — 1) = k.
Induktsiooni eelduse pohjal x — 1 =y — 1, millest x = y.

11



II. KOMBINATOORIKA POHIMOISTEID

1. Permutatsioonid. Kombinatoorika uurib probleeme, mis on
seotud teatava, enamasti lopliku hulga elementide valimise ja paigu-
tamisega etteantud tingimuste jargi. Eesmérgiks on tavaliselt leida
nouetele vastavate valimis- voi paigutamisvoimaluste koguarv, ja kui
vaja, siis ka need voimalused ise.

On olemas hulk standardseid kombinatoorikaiilesandeid, mis esi-
nevad praktikas koige sagedamini. Neid iilesandeid eristatakse esiteks
selle jirgi, kas valitavate elementide jirjekord on oluline (permutat-
sioonid) voi ei ole oluline (kombinatsioonid), ning teiseks selle jérgi,
kas hulga iga element voib valikus esineda ainult iiks kord voi voivad
elemendid ka korduda. Esialgu piirdume juhuga, mil valitavate ele-
mentide hulgas kordumisi olla ei tohi.

Olgu antud mingi n-elemendiline hulk. Selle hulga koikidest ele-
mentidest moodustatud jarjestatud hulki nimetatakse permutatsioo-
nideks ning nende arvu (ehk hulga jérjestamisvoimaluste arvu) t&his-
tatakse stimboliga P(n).

Alustades n-elemendilise hulga jérjestamist, on meil n véimalust
valida elementi, mida paigutada esimesele kohale. Parast esimese ko-
ha taitmist voime teisele kohale valida elemendi n—1 allesjaénu seast.
Kahte esimest kohta saab jarelikult téita n(n — 1) viisil, sest igale esi-
mese koha elemendile saab teise koha elementi juurde lisada n — 1
viisil. Niiviisi jatkates ndeme, et koigi n koha taitmiseks on voimalusi

Pn)=nn—-1)n-2)-...-2-1.
See ongi n-elemendilise hulga erinevate timberjérjestuste arv. Natu-
raalarvude korrutist 1-st kuni n-ni nimetatakse arvun faktoriaaliks ja
tdhistatakse stimboliga n!. Lisaks defineeritakse 0! = 1. Seega kehtib
permutatsioonide arvu puhul

P(n) =nl.
Niide 1. Vaatleme 4-elemendilist hulka {00, 0, 0, O}. Sellel hulgal
on P(4) = 4! = 24 permutatsiooni, sonedena kirjutatult on need

gooo 0obo gobobog gbog
godo gobdgb dbgb  gbdgo
godo gobdgb dbgb  gbdgo
gooo 0obo gobobog gbog
godo gobdgb dbgb  gbdgo
godo gobdgb dbgb  gbdgo

Esimeses veerus asuvad jarjestused, kus esimesele kohale on valitud
element [, teises veerus jarjestused, kus esimesel kohal on O jne.
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Ndide 2. Mitmel viisil saab pulmasiindmusi jaddvustav fotograaf
paigutada iihte ritta pruudi ja peigmehe ning kummagi vanemad
(kokku 6 inimest) selliselt, et a) pruut ja peigmees seisavad korvuti;
b) pruut ja peigmees seisavad eraldi?

Kui pruut ja peigmees peavad seisma korvuti, siis me voime neid
tinglikult kéisitleda kui iihte inimest. Viiest inimesest saab moodus-
tada P(5) = 5! = 120 erinevat rivi. Iga niisugune rivi annab kaks
paigutusvoimalust soltuvalt sellest, kas pruut seisab peigmehe vasa-
kul vo6i paremal kiiel. Uldse on paigutusvoimalusi seega 2 - 120 = 240.

Kui pruut ja peigmees peavad seisma eraldi, siis eemaldame koigist
voimalikest jarjestustest need, kus pruut ja peigmees on korvuti. Et
kuuest inimesest saab moodustada P(6) = 6! = 720 erinevat rida
ning 240 juhul seisavad pruut ja peigmees korvuti, siis eraldi seisavad
nad 720 — 240 = 480 reas.

Sageli on eesmérgiks loendada mitte niivord hulga enda jarjesta-
misvoimalusi, kuivord tema mingi kindla suurusega jarjestatud alam-
hulki. Antud n-elemendilise hulga m-elemendilisi jirjestatud alam-
hulki nimetatakse permutatsioonideks (monikord ka variatsioonideks)
n elemendist m-kaupa ning nende arvu mérgitakse téhisega P(n,m).
Valemi arvu P(n, m) leidmiseks saab tuletada samasuguse arutlusega
nagu ennegi: asudes valima n-elemendilisest hulgast m-elemendilist
jarjestatud osahulka, voime esimesele kohale valida elemendi n viisil,
parast seda teisele kohale elemendi n — 1 viisil jne kuni viimasele,
m-ndale kohale elemendi n —m + 1 viisil. Seetottu

Pn,m)=nn-1)...(n—m+1).
Paremal esinevat m tegurist koosnevat korrutist nimetatakse arvu n
kahanevaks m-faktoriaaliks ja mérgitakse tihisega (n),,. Korrutades
ja jagades saadud avaldist suurusega (n — m)!, voime viimase arvu
esitada ka jargmisel kujul, mis on kasulik avaldiste teisendamisel:

n!

Pn,m)=n)m = ek

Kui m = n, siis on tegemist terve hulga jérjestusvoimaluste arvu
leidmisega ning iilesanne taandub varem vaadeldud juhule. Viimane
valem annab siis P(n,n) = n!l. Valides aga m = 0, saame P(n,0) = 1.

Niéide 3. Soudevoistluse finaalis osales 6 sportlast. Kolme esimese
nimed avaldatakse lehes. Mitu erinevat jirjestust voib lehes ilmuda?

Jarjestuste arv on sama suur, kui mitmel viisil saab 6 sportlase
hulgast valida 3, kusjuures valitud sportlaste omavaheline jarjekord
on oluline. Valemi jirgi on erinevate jarjestuste arv

P(6,3)=6-5-4=120.
13



2. Kombinatsioonid. Antud n-elemendilise hulga m-elemendili-
si alamhulki nimetatakse kombinatsioonideks n elemendist m-kaupa.
Erinevalt permutatsioonidest pole kombinatsioonide puhul elementi-
de jarjekord oluline ning neid eristatakse iiksteisest ainult koosseisu
jargi. Kombinatsioonide arvu n elemendist m-kaupa téhistame stim-
boliga C(n,m).

Arvu C(n, m) leidmiseks vaatleme n-elemendilise hulga m-elemen-
dilisi alamhulki. Iga sellist alamhulka voib teatavasti jarjestada m!
viisil, seega vastab igale kombinatsioonile m! permutatsiooni ning
iga permutatsiooni voib saada mingist kombinatsioonist. Jérelikult
on permutatsioonide arv n elemendist m-kaupa parajasti m! korda
suurem kui vastav kombinatsioonide arv ning
P(n,m) n!

m!  ml(n—m)’

Viimane murd kujutab endast nn binoomkordaja avaldist, seepérast

tahistatakse kombinatsioonide arvu n elemendist m-kaupa monikord

ka binoomkordaja (n) abil. Muu hulgas néaiteks (n) = (g) =1,
m n

st antud n-elemendilisest hulgast saab tervet hulka ja tiihja hulka

valida ainult tihel viisil.

Niide 4. Kuuelemendilisest hulgast {00, 0,0, 0,0, 0} saab moo-
dustada kolmeelemendilisi kombinatsioone kokku
6!
tiikki ning need kombinatsioonid on
{0,0,0} {0,0,0} {0,0,0}
{0,0,0} {0,0,0F {0,0,0}
{0,0,0} {0,0,0} {0,0,0}
{0,0,0} {0,0,0} {0,0,0}
{0,0,0} {0,0,0F {0,0,0}
Igaiihte neist alamhulkadest saab jirjestada P(3) = 3! = 6 wviisil,
seega annavad need kombinatsioonid {ihtekokku 20 -6 = 120 erinevat
permutatsiooni, nagu leidsime ka néites 3.

C(n,m) =

{0,0,0}
{0,0,0}
{0,0,0}
{0,0,0}
{0,0,0}

Néide 5. Mitu voimalust on valida 16-liikmelisele klubile juhatus,
mis koosneb esimehest ja tema kolmest asetéitjast?

Koigepealt valime klubi liikmete hulgast 4, kes kuuluvad juhatus-
se, selleks on C(16,4) voimalust. Pérast seda on C(4,1) voimalust
valida juhatuse liikmete hulgast esimees, iilejddnud kolmest saavad
siis asetditjad. Seega on esimehe ja asetditjate valimiseks voimalusi

C(16,4)C(4,1) = 1820 - 4 = 7280.
14



3. Kordumistega valikud. Pé6rdume niiiid selliste olukordade
juurde, kus valitud elementide hulgas voib olla korduvaid, teiste sona-
dega, valitava komplekti moodustamisel voib iga elementi votta mitu
korda. Seda vboime moista nii, et hulga igast elemendist on olemas mi-
tu eksemplari, nii et iihe elemendi eemaldamine ei takista sedasama
elementi valimast ka jargmisel sammul. Siingi tehakse vahet permu-
tatsioonide ja kombinatsioonide vahel vastavalt sellele, kas elementide
omavaheline jarjekord on oluline voi mitte.

Olgu antud n-elemendiline hulk, mille igast elemendist on olemas
piiramata varu. Koiki m-elemendilisi jérjestatud komplekte, kus iiks
ja sama element voib esineda ka rohkem kui iiks kord, nimetatakse
kordumistega permutatsioonideks. Erinevate kordumistega permutat-
sioonide arvu n elemendist m-kaupa téhistame siimboliga W (n,m).

Lihtne on veenduda, et

W(n,m)=n™.

Toepoolest, asudes moodustama mingit m-elemendilist komplekti,
saame esimese koha téita n viisil, teise koha tditmiseks on meil samu-
ti valida n elemendi vahel, sest voime kasutada ikka koiki n elementi,
ning samamoodi ka iga iilejadnud koha puhul. Erinevaid elemendi-
komplekte saame seega moodustada n-n - ... -n =n"" tikki.

Ndide 6. Triikikojas on 8 kasti, igaiihes iihte liiki tdhed. Mitu kol-
metahelist sona saab nendest moodustada?

Et sonas voivad tdhed korduda ja tdhtede omavaheline jarjekord
on oluline, siis on tegemist kordumistega permutatsioonide moodus-
tamisega. Noutav sonade arv on seega

W(8,3) =8 = 512.

Niide 7. Jouluvanal on k erinevat kingitust, igaiihte {iks eksemp-
lar. Kingitused tuleb &ra jagada [ lapse vahel, seejuures voib monele
lapsele anda mitu kingitust, monele aga mitte {ihtegi. Mitu voimalust
on jouluvanal kingituste jagamiseks?

Kujutleme, et jouluvana votab kingitusi kotist vélja alati kindlas
jarjekorras, naiteks vaiksemast suuremani. Esimese kingituse voib ta
anda iihele lapsele [ lapse hulgast, teise kingituse samuti iihele [ lapse
hulgast jne. Kokku peab jouluvana tegema k taolist valikut. Erinevaid
voimalusi kingitusi jagada on seega W (I, k) = I¥.

Kordumistega permutatsioonide teise juhu saame siis, kui iga ele-
menti on lubatud kasutada ainult piiratud koguses. Vaatleme jallegi
n-elemendilist hulka, kuid eeldame niiiid, et esimest elementi on m;
eksemplari, teist elementi msy eksemplari jne kuni n-ndat elementi
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my, eksemplari. Lihtsuse mottes piirdume siinkohal ainult selliste jér-
jestatud hulkade vaatlemisega, kuhu on haaratud koigi olemasolevate
elementide koik eksemplarid, st vaatleme ainult komplekte, mis koos-
nevad m = mq + ma + ... + m,, liikkmest. Olgu K(mq,ma,...,my)
niisuguste jarjestatud komplektide arv.

Igast sellisest komplektist voime saada m erineva elemendi per-
mutatsiooni, kui muudame iga elemendi koik eksemplarid iiksteisest
eristatavaks, néiteks varustame nad jarjekorranumbriga. Omistades
numbreid erinevas jarjekorras, saame erinevad permutatsioonid. Esi-
mese elemendi numbreid voib isekeskis timber paigutada m;q! viisil,
iga sellise timberpaigutuse korral voib teise elemendi numbreid iim-
ber paigutada ms! viisil jne. Uhest komplektist saame seega iildse
m1!ms!...my,! erinevat permutatsiooni. Et kokku on m erinevast ele-
mendist véimalik moodustada m! permutatsiooni, siis

m)!
K(ml,mg,...,mn):—' ' ;-
milma! ... my!

Leitud valem iihtib jargmises peatiikis vaadeldava multinoomkordaja

( " )
mi, Mo, ...,Mpy

avaldisega, seda kasutatakse piiratud eksemplaride arvuga permutat-
sioonide arvu méarkimiseks tihti tdhise K (mq,ma,...,m,) asemel.

Néide 8. Anagramm on sona, mis saadakse etteantud sonast tah-
tede jdrjekorra muutmise teel. Mitu anagrammi saab moodustada
sonast RODODENDRON?

Meie késutuses on kaks eksemplari tdhte R, kolm eksemplari téh-
te O, kolm eksemplari tdhte D, iiks eksemplar téhte E ja kaks ek-
semplari tihte N. Uldse on sonas 11 tiihte. Nende tdhtede erinevaid
iimberjarjestusi ehk anagramme on seega

11!
K(2,3,3,1,2) = EEEE 277 200.

Niide 9. Vaatleme uuesti néite 7 olukorda ja eeldame, et k kingitu-
sest tuleb kp tiikki anda esimesele lapsele, ko tiikki teisele lapsele jne
kuni k; tiikki viimasele lapsele. Mitu voimalust on niiiid kingituste
jagamiseks?

Oletame jillegi, et jouluvana votab kingitusi kotist vélja suuru-
se jarjekorras ja seejuures paneb igale kingitusele kiilge varem val-
mistehtud sildi lapse nimega, kellele see kingitus anda tuleb. Niiviisi
tekib rida, kus k1 korda esineb esimese lapse nimi, ko korda teise lap-
se nimi jne. Iga selline siltide rida mééarab iihe voimaluse kingituste
jagamiseks, erinevaid voimalusi on seega K (k1, ko, ..., ki).
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Kuid me voime ka kujutleda, et jouluvana votab kingitusi kotist
juhuslikus jarjekorras ja paneb nad koik lauale ritta. Seejérel votab
esimene laps reast ki esimest kingitust, teine laps ko jargmist jne.
Uldse saab k kingitust jérjestada k! viisil. Seejuures saab esimene
laps sama kingitusekogumi alati siis, kui esimesed k; kingitust mingil
viisil imber paigutada, mida saab teha k1! viisil. Teise lapse kingitusi
voib iimber paigutada k! viisil jne. Seega on kingituste jagamiseks

k!
kilka!. . Ky
voimalust, mis iihtib eelmise tulemusega.

Kui hulga iga element on saadaval piiramatus hulgas eksempla-
rides, kuid valitud elementide omavaheline jarjestus oluline ei ole,
siis rdagitakse kordumistega kombinatsioonidest. Kordumistega kom-
binatsioonideks n elemendist m-kaupa nimetatakse antud n-elemen-
dilise hulga m-elemendilisi alamhulki, kusjuures iga alamhulk voib
sisaldada korduvaid elemente. Monda elementi mitmes eksemplaris
sisaldavat hulka nimetatakse vahel ka multihulgaks

Kordumistega kombinatsioonide arvu F(n,m) voib avaldada ha-
rilike, kordumisteta kombinatsioonide arvu kaudu. Olgu meil tarvis
valida n-elemendilisest hulgast m elementi, mille seas voib olla vord-
seid. Eeldame, et antud hulga elemendid on nummerdatud 1-st n-ni.
Seega tuleb meil valida teatav arv esimesi elemente, teatav arv teisi
elemente jne, kokku m tiikkki. Paigutame koik valitud esimesed ele-
mendid {ihte ritta ja lisame rea 1oppu eraldaja — mingi elemendi, mis
erineb koigist vaadeldava hulga elementidest. Selle jirele paigutame
koik teised elemendid ja lisame veel iihe eraldaja. Rida lopeb n-ndate
elementide jéarjendiga. Eraldaja lisame ikkagi ka sel juhul, kui mingit
liiki elemente iildse ei valita. Tulemusena asub reas n — 1 eraldajat ja
ithtekokku m elementi (joonisel on n =4 ja m = 10):

gopopogogggoaooopogdg

Elementide valikuviisi maéravad iiheselt eraldajate asukohad. Kor-
dumistega kombinatsioone on seega sama palju, kui palju on voima-
lusi valida n +m — 1 kohast vélja need n — 1, kuhu eraldajad panna.
Neid voimalusi on ilmselt C(n +m — 1,n — 1), jarelikult

Fn,m)=Cn+m—1,n—1).
Niide 10. Kolmeelemendilisest hulgast {0, 0, 0} saab moodusta-
da F(3,3) = C(5,2) = 10 kordumistega kombinatsiooni ja nimelt
{0,0,0} {0,0,0} {0O,0,0 {0O,0,0} {0,0,0}
{0,0,0} {0,0,0F {0,0,0 {0O,0,0} {0,0,0}
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Néide 11. Mitmel viisil saab valida 10 kooki einelauas pakutavate
nelja liiki kookide hulgast nii, et igast liigist valitakse vihemalt {iks?

Votame koigepealt igast liigist {ihe koogi ja valime neile lisaks nelja
liigi seast veel 6 kooki. Selliseks valikuks on voimalusi

F(4,6) =C(9,3) = 84.
Uldiselt, kui n liiki elementide hulgast tuleb valida m elementi,

kusjuures iga liiki elementi valitakse vahemalt iiks, siis on niisuguseks
valikuks iihtekokku voimalusi
F(n,m—n)=C(m—1,n—-1).

Niide 12. Mitu voimalust on paigutada 4 punast ja 6 sinist palli
viide erinevat virvi kasti?

Paigutame koigepealt 4 punast palli viide kasti. Valime viiest kas-
tist 4, vottes iga kasti tdpselt nii mitu korda, kui mitu punast palli
sinna paneme. Niisuguseks valikuks on voimalusi

F(5,4) = C(8,4) =70.
Samamoodi on kuue sinise palli viide kasti paigutamiseks voimalusi
F(5,6) = C(10,4) = 210.
Iga punaste pallide valikut voib kombineerida iga siniste pallide va-
likuga, jarelikult on nii punaste kui ka siniste pallide paigutamiseks
70 - 210 = 14700 voimalust.

Otse valemi asemel voime aga kasutada ka meetodit, mille abil see
tuletati. Paigutame 4 punast palli ritta ja lisame neile 5—1 = 4 musta
kuubikut. Pallid rea algusest kuni esimese kuubikuni paneme esimesse
kasti, esimese ja teise kuubiku vahel asuvad pallid teise kasti jne.
Erinevaid voimalusi punaseid palle kastidesse jagada on nii palju, kui
mitmel viisil saab kaheksa koha hulgast valida 4, kuhu panna mustad
kuubikud, ehk C(8,4) = 70. Siniste pallide puhul tuleb kuubikute
jaoks valida kiimnest kohast 4, selleks on voimalusi C(10,4) = 210.

Néide 13. Olgu n naturaalarv. Leida, mitu lahendit on vorrandil
r1+T2+...+xT=mn,

kui 21, 29, ..., ¥ vadrtused on mittenegatiivsed téisarvud.
Eelmise néite moistes tuleb siin paigutada n iihte vérvi palli &k
kasti. Voimaluste arv ehk vorrandi lahendite arv on jarelikult F'(k,n).

4. Korrutamis- ja liitmisreegel. Suurt hulka koige mitmeke-
sisemaid kombinatoorikaiilesandeid, nende hulgas ka selliseid, mille
puhul ei saa otseselt rakendada eespool tuletatud valemeid, voib la-
hendada jargmise kahe reegli abil, mida v6ib pidada kombinatoorika
pohireegliteks.
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Korrutamisreegel. FEeldame, et mingi tegevus koosneb kahest
alamtegevusest. Kui esimest alamtegevust saab teha m viisil ja pdrast
esimese alamtegevuse taitmist saab teist alamtegevust teha n wviisil,
siis kogu tegevuse sooritamiseks on mn erinevat voimalust.

Liitmisreegel. Kui thte tegevust saab teha m wviisil ja teist te-
gevust n wviisil, kusjuures neid tegevusi ei saa teha korraga, siis kas
esimese v0i teise tegevuse sooritamiseks on m~+n erinevat voimalust.

Korrutamisreegli puhul on oluline, et teist alamtegevust saab teha
n viisil alati, soltumata sellest, milline viis valiti esimese alamtegevuse
jaoks. Kui tegevus tdhendab naiteks elementide valimist, siis ei tohi
teise sammu valikuvoimaluste arv soltuda sellest, milline valik teh-
ti esimesel sammul (kiill aga voivad sellest soltuda valikuvoimalused
ise). Korrutamisreegel vastab loendamisiilesannetes tihti esinevate-
le arutluskidikudele, kus otsitava paigutus- voi valikuvoimaluste arvu
leidmiseks kombineeritakse iihe tegevuse koiki teostamisviise teise te-
gevuse koigi teostamisviisidega.

Liitmisreegel viidab sisuliselt seda, et kui uuritavad valikud on ja-
gatud kahte klassi, siis valikuvoimaluste koguarvu saame, kui liidame
molema klassi voimaluste arvud. Seejuures tuleb jalgida, et klassidel
poleks iihisosa, sest muidu loeksime monda voimalust kaks korda.

Nii korrutamis- kui ka liitmisreeglit saab lihtsasti iildistada rohkem
kui kahe (alam)tegevuse juhule.

Molemat reeglit oleme eelnevas mitmel pool kasutanud. Néiteks
permutatsioonide arvu ja kordumistega permutatsioonide arvu leid-
sime puhtalt korrutamisreegli abil, liitmisreeglit kasutasime néite 2
teises osas. Toome kummagi reegli rakendamise kohta veel iihe néite.

Niide 14. Antsul on 5 laevamudelit ja 6 lennukimudelit. Naituse
jaoks valib ta nendest vélja 3 iihte liiki mudelit ja 4 teist liiki mudelit.
Mitu erinevat niditusekomplekti saab Ants moodustada?

Kui Ants valib kolm laevamudelit ja neli lennukimudelit, siis kolme
laevamudeli valimiseks viie hulgast on C(5,3) = 10 voimalust ning
nelja lennukimudeli valimiseks kuue hulgast C(6,4) = 15 voimalust.
Korrutamisreegli pohjal saab laevu ja lennukeid nii valida tihtekokku
10 - 15 = 150 wviisil.

Teiseks, kui Ants valib neli laevamudelit ja kolm lennukimudelit,
siis on laevade valimiseks C(5,4) = 5 voimalust ja lennukite valimi-
seks C(6,3) = 20 voimalust. Korrutamisreegli pohjal saab sel juhul
laevu ja lennukeid valida 5 - 20 = 100 viisil.

Et kolme laevaga mudelikomplekti ja nelja laevaga komplekti ei saa
valida korraga, siis neist emma-kumma valikuks on voimalusi liitmis-
reegli pohjal 150 + 100 = 250.
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10.

20

Ulesanded

. Léti autonumbrid koosnevad kahest tdhest ja sellele jargnevast

ithe- kuni neljakohalisest arvust, néditeks CZ-2357 ja BH-34. Mit-
mele autole numbreid jatkub, kui tdhti A-st Z-ni on kokku 267

. Klassis on kaks rida pinke, kummaski reas kuus pinki. Kahe-

teistkiimnest opilasest soovib neli istuda aknapoolses reas, kolm
uksepoolses reas ja viiel on iikskoik, kus istuda. Mitmel viisil saab
opilased vastavalt nende soovile istuma paigutada?

. Uhikatoas elab kolm iilidpilast. Neil on kokku 4 tassi, 5 alustassi

ja 6 teelusikat (koik omavahel erinevad). Mitmel viisil saavad nad
katta kohvilaua (igaiihele tass, alustass ja lusikas)?

. Ro6vel négi, et neljakohalise PIN-koodi kaks numbrit olid 4 ja 8.

PIN-koodi koik numbrid on erinevad. Mitu koodi vastab niisu-
gustele tingimustele?

. Hulgast A, mis sisaldab n elementi, valitakse kaks alamhulka X ja

Y. Mitmel viisil saab neid alamhulki valida, et kehtiks a) X # Y
b) X CY?

. Mitmel viisil saab sirge laua d4rde paigutada 5 poissi ja 5 tiidru-

kut nii, et poleks kahte korvuti istuvat poissi ega kahte korvuti
istuvat tiiddrukut?

. Ummarguse laua dires on 10 kohta. Mitmel viisil saab sinna istu-

ma paigutada 5 meest ja b naist nii, et mehed ja naised istuksid
vaheldumisi? Paigutused, mis saadakse iiksteisest laua p&orami-
sega, lugeda samaks.

. Ruudukujulise laua timber istub neli meest ja neli naist, mehed ja

naised vaheldumisi, ruudu igal kiiljel kaks inimest. Mitmel viisil
voib inimesi niiviisi laua dérde istuma paigutada? Paigutused,
mis saadakse iiksteisest laua pooramisega, lugeda samaks.

. Palindroomiks nimetame naturaalarvu, mis jadb samaks, kui te-

da lugeda vasakult paremale voi paremalt vasakule. Naiteks 121,
1, 2002 ja 4 on koik palindroomid. Kui palju leidub palindroome,
mis on viiksemad kui 10000007

Harra Detsimaal soovib oma lapsele opetada iihe- kuni neljako-
haliste arvude lugemist. Selleks valmistab ta kaardid ning kirju-
tab igaiihele iihe arvu. Kirjutamisel kasutab ta harilikku taskuar-
vutite kirjaviisi: kui kaarti poorata 180 kraadi vorra, siis numbrid
0, 1, 2, 5, 8 ei muutu, number 6 ladheb numbriks 9 ja vastupidi.
Vahemalt mitu kaarti peab héarra Detsimaal valmistama, et ta
saaks oma lapsele ndidata koiki tihe- kuni neljakohalisi arve?



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Jouluvanal on n liiki kingitusi. Lasteaias korraldatakse joulupi-
du. Igale lapsele voib jouluvana anda igast liigist tlimalt iihe
kingituse, seejuures tuleb arvestada jirgmisi tingimusi.
e Ukski laps ei tohi jdida ilma kingituseta ning ei tohi ka
saada sama komplekti kingitusi nagu keegi teine.
e Iga kahe lapse korral peab leiduma kingitus, mille molemad
saavad.

Maksimaalselt mitu last voib joulupeost osa votta?

Puhas eesti tdhestik (ilma voorsonades esinevate tdhtedeta) on
jargmine: A, B, D, E, G, H, [, J, K, L, M\, N, O, P, R, S, T, U, V,
0, A, O, U. Oletame, et kolmetéhelises sonas esineb kindlasti vii-
hemalt {iks tédishaalik ja vihemalt {iks kaashaalik. Mitu niisugust
kolmetéhelist ,sona“ saab selles tdhestikus moodustada?

Mitmel viisil saab sonas MATEMAATIKA t&hti timber paiguta-
da nii, et kaks A-tdhte poleks kuskil korvuti?

Mitmel viisil saab sonas KOMBINATOORIKA t#hti iimber pai-
gutada nii, et kaks ihesugust tdhte poleks kuskil korvuti?

Haljastuskeskusel on haljastust6ddeks kasutada kuut liiki puid.
Téanava ddrde tahetakse istutada kuuest puust koosnev rida, mil-
les on 1 iihte liiki, 2 teist liiki ja 3 kolmandat liiki puud. Sama
liiki puude omavaheline jarjekord oluline ei ole. Mitu voimalust
on niisugust puude rida moodustada?

Kuus tennisehuvilist korraldas paarismanguturniiri. Igas mén-
gus moodustasid neli inimest kaks paari, kes méngisid omavahel,
ilejadnud kaks olid selle méngu kohtunikud. Iga paar pidas iga
voimaliku vastaspaariga tapselt iihe méangu. Mitu méangu toimus
turniiri kiigus?

Praktikumist votab osa 12 iiliopilast. Laboratoorse t66 jaoks tu-
leb neist moodustada 4 rithma, igaiihes 3 tudengit. Rithmi eris-
tatakse ainult koosseisu poolest, rithmade omavaheline jarjestus
oluline ei ole. Mitu véimalust on rithmi moodustada?

Kapis on kiimmet liiki raamatuid, igaiihte kaks eksemplari. Mit-
mel viisil voib need jagada nelja inimese vahel nii, et keegi ei
saaks lihest ja samast raamatust molemat eksemplari?
Numbritest 0 ja 1 koostatakse koikvoimalikud n-kohalised arvud,
mis sisaldavad k tihte (k < m). Mitmel viisil saab nende hulgast
valida kaks arvu, milles nullid asuvad koik erinevatel kohtadel?

Mitmel viisil saab numbritest 0 ja 1 koostada n-kohalise jarjendi,
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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milles leidub k-kohaline (k < n) ainult iithtedest koosnev osajéir-
jend, kuid ei leidu (k 4 1)-kohalist?

Rahukonelustest riikide A ja B vahel votab osa 6 riigi A esinda-
jat, 7 riigi B esindajat ja 8 neutraalset vaatlejat. Mitmel viisil
saab nende inimeste hulgast moodustada 7-liikkmelise tdidesaatva
komitee, milles riikide A ja B esindajaid on iihepalju?

Oukonna 16 ministrist on 9 kuninga ja 7 kardinali pooldajad.
Mitmel viisil saab ministrite hulgast valida 12-liikmelise soja-
noukogu, kus iihegi poole esindajaid pole rohkem kui 87

Ehitusfirma plistitas tdnava ddrde 12 uut maja, kummalegi poole
tdnavat 6 maja. Osa maju otsustati virvida roheliseks, tilejaénud
aga oranziks. Mitu voimalust on maju virvida, et kummalgi pool
tdnavat oleks rohelisi maju vordne arv?

Tasand vorrandiga = + y + z = 20 ldbib teiste seas ka selliseid
punkte, mille koik koordinaadid on positiivsed taisarvud. Kui
palju niisuguseid punkte see tasand 1abib?

Mitmel viisil saab kolme vérviga viarvida 6 iithesugust palli, kui
on noutav, et iga viarv peab esinema vahemalt iiks kord?

Mitmel erineval viisil on voimalik valida kolme sinise, nelja valge
ja viie punase palli seast 4 palli?

Mitmel erineval viisil on voimalik valida viie punase, viie sinise ja
viie kollase palli hulgast 10 palli, kui iga virvi palle peab valikus
olema viahemalt kaks tiikki.

Kontrolltéos on 5 iilesannet, igaiihe eest voib saada 0 kuni 10
punkti. Mitmel viisil voivad kontrollt66 punktid jaguneda, kui
kogusumma on 257 Punktide jéarjekord on oluline, niiteks jaotus
3-4-5-6-7 erineb jaotusest 7-6-5-4-3.

Marpallivoistkond on kuueliikmeline ning koosneb kolmest mees-
ja naisméngija paarist. Rahvuskoondise liikmeks kandideerib 7
meest ja 7 naist, seejuures riigi 7 provintsist igaiihest iiks mees
ja liks naine. Kogemustest on teada, et kahte sama provintsi méan-
gijat ihte paari paigutada ei tasu. Mitu voimalust on peatreeneril
sellistel tingimustel koondvoistkonda moodustada?

Nurgapealsel lillemiiijal on hommikusest kauplemisest jérele jéa-
nud veel 4 tulpi, 5 nartsissi ja 6 maikellukest. Ostjate ligimeeli-
tamiseks moodustab ta neist kolm kimpu, igaiihes 5 lille. Mitmel
viisil saab kimpe koostada, kui iihte liiki lilled lugeda samavaar-
seteks ja kimpude jarjekorda ei arvestata?



III. BINOOMKORDAJAD

1. Binoomkordajate omadusi. Nagu eespool nimetatud, on bi-
noomkordaja arv, mille viartuse suvaliste mittenegatiivsete tdisarvu-
de n ja m korral voib esitada jargmisel kujul (loetakse ,,n iile m-i):

ny _ ()m n!
(m) om! ml(n—m)!”
Arve n ja m nimetatakse indeksiteks. Binoomkordaja viljendab kom-
binatsioonide arvu n elemendist m-kaupa ehk teiste sonadega, voima-
luste arvu valida n-elemendilisest hulgast vélja mingi m-elemendiline
alamhulk. Et binoomkordajad esinevad kombinatoorikas viga sageli,
on kasulik tunda nende olulisemaid omadusi.

Paljude omaduste toestamiseks ja tuletamiseks voib kasutada iilal-
toodud valemit, kuid sageli saab seda teha ka puhtalt kombinatoorse
arutelu teel: binoomkordaja kombinatoorse interpretatsiooni kaudu
taandame toestatava seose viiteks teatavate valikuvoimaluste arvu
kohta, misjérel saab rakendada korrutamis- voi liitmisreeglit voi min-
git muud eelmises peatiikis vaadeldud votet.

Omadus 1. Kui n ja m on mittenegatiivsed tdisarvud, siis

(n) =0 20)

Toestus. Vaadeldav vordus jareldub otseselt binoomkordaja viima-
ti toodud esitusest, sest seal esineva avaldise vdartus ei muutu, kui
asendada arv m arvuga n — m. O

Seda omadust nimetatakse ka binoomkordajate simmeetrilisuseks
alumise indeksi suhtes. Jargmine omadus voimaldab avaldada bi-
noomkordajat {ihe vorra viiksema iilemise indeksiga binoomkorda-
jate kaudu.

Omadus 2. Kuin ja m on posititvsed tdisarvud, siis

n n—1 n—1
()= )+ ()
m m m—1
Toestus. Valemi jargi

(n—1)+(n—1): (n—1)! . (n—1)!

m m—1 ml(n—1—m)!  (m—1)l(n—m)!

_n=Dn-—m)+(n—-1m (n-Dn—m+m) /n

N m!(n —m)! N ml(n —m)! N (m)’

millega oleme parema poole teisendanud vasakuks pooleks. O
Kumbagi vordust saab toestada ka kombinatoorselt. Naiteks oma-

dus 1 vadidab, et n-elemendilisel hulgal on m-elemendilisi alamhulki
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sama palju kui (n — m)-elemendilisi. Toepoolest, et iga m-elemendi-
lise alamhulga tdiend on (n — m)-elemendiline hulk ja vastupidi, on
need kaks alamhulkade klassi omavahel iiksiiheses vastavuses.
Omaduse 2 pohjendamiseks mérgistame iihe elemendi antud n-ele-
mendilises hulgas ning jaotame selle hulga koik m-elemendilised alam-
hulgad kahte liiki: need, mis sisaldavad mérgitud elementi, ja need,

1
1 ), sest
maérgitud elemendile tuleb lisada veel m — 1 elementi iilejaddnud n — 1

mis seda ei sisalda. Esimest liiki alamhulki on ilmselt ( ne

—1
seast. Teise liiki aga kuulub (n ) alamhulka, sest sel juhul tu-
m
leb hulga koik m elementi valida tilejaénute seast. Liitmisreegli abil
saamegi niitid vajaliku tulemuse.

Niéide 1. Toestada vordus

(n) n (n—i—l) n (n+2) T (n+m) _ (n+m+1).
0 1 2 m m

. . . - n+1
Kirjutame esimese liikme asemele temaga vordse arvu ( .

Kui niitid liita sellele summa teine liige, siis saame omaduse 2 pohjal
n+1 n+1y /n+2
(0)+(1)_(1)’

liites tulemusele kolmanda liikme, saame
n -+ 2 n+2\ (/n+3
(")) =(")
jne. Pérast viimast liitmist jadb jérele liksainus binoomkordaja
(n +m+1 )

m
millega vordus ongi toestatud.

Binoomkordajaid voib esitada kolmnurkse tabelina, mida nimeta-
takse Pascali kolmnurgaks prantsuse matemaatiku ja filosoofi Blaise
Pascali (1623-1662) jargi, kes koostas pohjaliku uurimuse binoomkor-
dajate omaduste kohta. Pascali kolmnurga iga rida koosneb koigist
sama iilemise indeksiga binoomkordajatest:

©)
8
ate e
G IO e R

@ @ 0 6 O ¢

1

24



Asendades binoomkordajad nende vaartustega, voime selle tabeli kir-
ja panna ka kujul

Omaduse 2 pohjal vordub Pascali kolmnurgas iga arv kahe tema
kohal asuva arvu summaga. Selle seaduspérasuse jargi voib tabelit
lihtsasti, ainult liitmistehetega jdtkata kuitahes kaugele ja arvutada
vélja kuitahes suure iilemise indeksiga binoomkordajaid. Omaduse 1
tottu on Pascali kolmnurk stimmeetriline vertikaaltelje suhtes, samuti
on lihtne néha, et iga rea esimene ja viimane element on alati vordsed
ithega, teine ja eelviimane element aga vastava rea binoomkordajate
iilemise indeksiga.

2. Binoomvalem. Uldiselt tuntuks voib lugeda valemid

(z+y)? =2+ 2y +y°
(x + 1) =2® + 32%y + 3zy® + 43

Analoogsed seosed teiste astendajate jaoks annab jargmine teoreem.
Teoreem 1. Kui n on mittenegatitvne tdisarv, siis

n
1L'+y n _ (T_L)ifniiyi.
(+vy) ; ;

Seda vordust nimetatakse binoomuvalemiks ning formuleeritud teo-
reemi ka binoomteoreemiks. Sona ,binoom* tdhendab kahest liikmest
koosnevat avaldist, praegusel juhul siis kaksliiget x + y. Binoomkor-
dajad on seega lihtsalt binoomvalemi liikmete kordajad, millest on
tulnud ka nende nimetus.

Tdestus. Kirjutame vasaku poole kujul

(z+y)" =(@+y)z+y)...(r+y)
ja avame sulud. Iga liikkme saamiseks tuleb teatud arvust teguritest
valida y ja iilejadnutest x. Seejuures alati, kui ¢ tegurist votta y ja
iilejadnud n — i tegurist 2, moodustub liige 2" *y*. Et neid i tegurit,
kust voetakse y, saab antud n teguri hulgast vilja valida ( ) ) viisil,
i
n—i, i

siis liige z esineb tekkivas summas ka sama palju kordi. O
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Tuginedes toestatud teoreemile ja kasutades Pascali kolmnurka,
voime seega kirjutada

(z + )t =2t + 423y + 62%y* + 4y + o*
(x +1)° = 2° + 5ty + 1023y* + 1022y + 5ay* +o°
Ka korgema astmega valemeid saab lihtsasti tuletada. Kahe arvu vahe

astmete valemid on samuti binoomvalemi erijuhud, kui seal votta y
asemel —y.

1412
Niéide 2. Kui suur on astme (2x + —2) arendises vabaliige?
x

Arendise i-s liige on binoomvalemi jargi
12 , . 12 ~ .
( : )(2@127%5(2)1 _ ( ' )2127%12731.
i i
Vabaliikme puhul peab seega olema 12 — 3¢ = 0 ehk ¢ = 4. Niisiis,
otsitav liige on

12
( P )28 — 126 720.

Mitmed seosed binoomkordajate vahel tulenevad binoomvalemist
otseste jareldustena.
Jareldus 1. Kehtib vordus

(3)+ (e ()=

Toestus. Votame binoomvalemis x =y = 1. O
Jareldus 2. Kehtib vordus

(- () s cr ()= {0 panze

0 1 2 n 1, kuin=20.
Toestus. Votame binoomvalemis x = 1 ja y = —1. Paremal saame
siis vahelduvate markidega binoomkordajate summa, liidetava margi
médrab tegur (—1)°. Vasakul saame avaldise 0", mille viirtus on 0
juhul n > 1 ja 1 juhul n = 0. O
Molemat vordust on voimalik jallegi toestada ka kombinatoorse té-
henduse abil. Niiteks jareldus 1 tuleneb asjaolust, et n-elemendilisel
hulgal on parajasti 2" alamhulka, binoomkordajate summa vorduse
vasakul poolel aga loebki {iles koigi 0-elemendiliste, 1-elemendiliste
jne alamhulkade arvud. Jérelduse 2 saame sellest, et juhul n > 1
on n-elemendilisel hulgal paarisarvu elemente sisaldavaid alamhulki
sama palju kui paaritut arvu elemente sisaldavaid. Tepoolest, fik-
seerime mingi elemendi. Koigist alamhulkadest, mis sisaldavad seda
elementi, jitame ta vélja, koigisse neisse aga, mis teda ei sisalda, lisa-
me juurde. Niisugune operatsioon teisendab paarisarvu elementidega
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alamhulgad paaritu arvu elementidega alamhulkadeks ja vastupidi,
seega on need kaks alamhulkade klassi iiksiiheses vastavuses.

Vaatleme veel monda néidet, kuidas binoomvalemi abil kindlaks
teha binoomkordajate vahelisi seoseid.

Néide 3. Toestada vordus
(5) () e () =)
0 1 W) =)
Vordleme seose
L+a)"(1+a2)" = (1+2)*"
molemal poolel liikme z™ kordajaid. Paremal on see kordaja vasta-
2n
valt binoomvalemile ( ) Vasakul saab pérast kummaski teguris
n
sulgude avamist liige =" tekkida mitmel viisil: kas voetakse esimesest
tegurist 2™ ja teisest 1 voi esimesest tegurist 2"~ ! ja teisest z jne.
Liikme =z kordaja esimeses teguris on binoomvalemi jargi ( ,),
, i
teises teguris on vastava liikkme z* kordaja ( ) Et liikme 2"

n—1
kordaja vorduse molemal poolel on sama, siis

GG+ (G )+ (=)
0/\n 1/\n—1 o n/\0/ \n/
Vastavalt binoomkordajate omadusele 1 on igas liidetavas teine tegur

vordne esimesega, seega on noutav vordus toestatud.

Binoomvalemis esinevad avaldised on koik kas hulkliikmed v6i nen-
de astmed, seetottu voib avaldiste uurimisel rakendada koiki hulkliik-
mete puhul lubatud teisendusi.

Niéide 4. Toestada vordus

(1) +2(5) ++n(]) =n-2n .

Binoomvalemi pohjal

(1+az)" = (g) + (T)x—i— (Z)a:Q +...+ (Z)a:"

Diferentseerides seda seost, saame

n(l+z)" 1 = (Tll) +2(Z)x+ ...—|—n(z>x”*1.

Vottes siin niitid = 1, jouamegi otsitava vorduseni.

Lopuks toome veel iihe néite binoomvalemi rakendamisest niisu-
guste vaidete toestamisel, mis otseselt binoomkordajaid ei puuduta.

Niide 5. Piirvédrtuste teoorias vaadeldakse jada (a,) tildliikmega

1\n
an = (1 + —) . Toestada, et iga n korral kehtib vorratus a, < 3.
n
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Binoomvalemist
n

n
n\ 1 n!
an = . — = YN
Z i/ nt Z il(n —1i)lnt
=0 1=0
Summamaérgi all n! < (n —4)!n’, sest kui korrutisesn! =1-2-...-n
asendame ¢ viimasest tegurist igaiihe arvuga n, saame vorratuse pa-

rema poole. Seega
n

i=0
Edasi, asendades juhul i > 1 arvusi! = 1-2-... -4 koik tegurid peale
esimese teguritega 2, nieme, et kehtib vorratus 4! > 271, Jirelikult
1
<1 L =1 T 142
an K1+ oy =l+—F =1+2- 5 <3
=1 1—-=
1\7 2
Et lim (1 + —) = e, siis oleme iihtlasi ka toestanud, et e < 3.
n— 00 n

3. Multinoomvalem. Binoomvalemiga analoogiline seos kehtib
ka juhul, kui astendatakse mitte kaks-, vaid iildisemalt hulkliiget. Vas-
tavat vordust nimetatakse multinoomuvalemiks ja selle litkmete kor-
dajad on multinoomkordajad

n B n!
(ml,mg, . ,mk) T omylma) . my!
Multinoomvalem ise on jargmine.
Teoreem 2. Kui n on mittenegatitvne tdisarv, siis

7 3 (%
(x1 +a2+...+ag)" = g ( . . )a:llxzz...xk".
i1+...tig=n 1,122, Uk
0<iq,.. iy <0

Tdestus. Sarnaselt binoomvalemi toestusega vaatleme korrutist

(x1+ ... +a)" =@ +...+zp)(xr+ ...+ xg) (21 + ..+ xp).
Sulgude avamisel saame lilkme 2%z} ... z}* alati siis, kui 4; sulust
valime x1, io sulust x5 jne kuni iy sulust xy. Ulesanne on sisuliselt
sama nagu leida voimaluste arv moodustada n-tahelist sona, mis si-
saldab i; eksemplari esimest tdhte, io eksemplari teist tdhte jne. Nagu
eelmises peatiikis ndgime, avaldub selliste voimaluste arv multinoom-
kordajana, mis ongi jarelikult litkme xzf x? .. x}f kordajaks. O

Multinoomvalemis toimub summeerimine iile arvu n koigi lahu-
tuste k£ mittenegatiivse liidetava summaks ehk teiste sonadega, iile
koigi vorrandi 1 + . .. + x; = n lahendite. Eelmise peatiiki niites 13
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leidsime nende lahendite arvuks kordumistega kombinatsioonide ar-
vu F(k,n). See arv niitab ka, mitu erinevat liiget multinoomvalemi
paremal poolel iildse tekib. Niiteks kolmliikme astme (a + b + ¢)?
lahtikirjutamisel tekib F'(3,4) = 15 liiget.

Niide 6. Leida avaldise (z* + x + 1)® arendises liikme z° kordaja.
Multinoomvalemi pohjal

(x2 +x+ 1)8 = Z ( 8 )(xQ)ilxizlig

i1+i2+i3=8 172,73

_ 8! 211 +i2
= o lial :
11:12:13:
i1+1i2+13=8 1352753

Liikme z° saame indeksite i1, io, i3 nende védrtuste puhul, mille

korral 2i; + io = 5. Selleks, et viimane vordus kehtiks, peab olema
i1 =0jaio =5voiip =1 jais =3 voli;p =2 jaiy = 1. Kaigil
kolmel juhul peab arvu i3 vadrtus olema selline, et indeksid annaksid
summaks kokku 8. Liikme z° kordaja on seega
8! 8! 8!
015131 T3 ansl
Erijuhul £ = 2 saame multinoomvalemist binoomvalemi ning mul-
tinoomkordaja taandub binoomkordajaks. Ka siis, kui k¥ > 2, voib
multinoomkordaja avaldada binoomkordajate kaudu seosega

( n ) (n)(n—ml) (n—ml—...—mk_l)
= “ e )
my,ma, ..., My my ma m

sest kirjutades vorduse parema poole vastavalt binoomkordajate va-
lemile lahti, saame korrutise

+ 504.

n! (n—mq)! (n—mq—...—mg_1)!

mi!(n —mq)! . ma!(n —my —ms)! o me!(n —mq — ... —my)V
millest péarast taandamisi jadbki jarele vorduse vasakul poolel asuva
multinoomkordaja avaldis.

Ulesanded

n
1. Millise k vadrtuse korral on binoomkordaja ( ) koige suurem,
. . k
kui n on fikseeritud?

2. Malelaua vasakul alumisel ruudul al asub kuningas, millel luba-
takse iihe kdiguga liikuda ainult kas sammu paremale vo6i sammu
iiles. Mitu voimalikku teekonda saab kuningas valida, et jouda
laua paremale iilemisele ruudule h8? Mitu erinevat teekonda on
siis, kui malelaua mo6tmed on k x (7
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3.

12.

13.

14.

15.

30

n e
'2(21'—1—1):2 1 u

Tasast maastikku katab korraparane B,

teedevork mootmetega n X n ruutu. D D D D D D
Punktist A véljub tépselt keskdol 2™ CIC I
inimest. Pooled neist lahevad punkti D D D D D D
By suunas ja pooled punkti B, suu- DDDDDD
nas. Uhe 16igu ldbimiseks kulub iiks

tund. Teeristini joudes jaguneb kumb- D D D D D D
ki rithm kaheks: pooled ldhevad By D D D D D D

suunas ja pooled B, suunas. Samasu- A Bo
gune jagunemine toimub igal teeristil. Kus asuvad need inimesed
n tunni parast ja mitu inimest on siis igal teeristil?

Toestada vordused.

=020 s st ) (™)

=0 k

>0 9. Z(—l)lz(?) =0,kuin>1

=1

2(;:2):@;1) 10. Xn: ! (”):&

1=

1+ 1 n+1

SO e () -reey

i=0
Olgu m > n. Tdestada, et

n
( ) m+1
(m) S om—n+1
i
Kasutades avaldise (1 + z)" ja tema tuletise arendist, toestada
vordus
S(7)=3()
— \i/) 2\n/

Kasutades samasust (142)"(1—z)" = (1—2?)", toestada vordus

S () ) - { m

i 0, kui m =2k + 1.

M=
|

Il
o

3

[

Toestada valemid (siin on r mingi naturaalarv)

. i(z’—l)...(z’—r—kl)(?) —n(n—1)...(n—r+1)-2""
1=0



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

ning
n

S (=1l — 1) =+ 1)(?) — 0.
i=0
Eelmise tilesande tulemust kasutades leida summad

Se(l) W o)

Vaatleme teekondi, mis algavad koordinaattasandi punktis (0, 0),
kulgevad iihikpikkusega loikudena moodda taisarvuliste koordi-
naatidega punkte ainult paremale ja iiles ning lopevad punktis
(n +m + 1, k). Koik sellised teekonnad voib jaotada klassidesse
selle jargi, milline on nende y-koordinaat sellal, kui nad siirduvad
sirgelt x = n sirgele x = n 4+ 1. Kasutades niisugust geomeetrilist
tolgendust, toestada vordus

k . .
S = (e

2 2n — 2n\ 2
Toestada v6rratus( n—!—m)( " m) < ( n) .
n n n

in—2 fn—1

Leida summa Em: il: Z Z 1.

i1=liz=1  ip_1=li,=1
Toestada Vandermonde’i valem
n
n
@+ = (1)@
i=0
kus kirjutis (a) téhistab arvu a kahanevat k-faktoriaali.

Olgu k fikseeritud naturaalarv. Toestada, et iga mittenegatiiv-
se taisarvu n korral leidub selline iiheselt maaratud arvujarjend
0<a <ag <...<ayg, et

= (1) ()5 (3)

Toestada vordus (x +y + 2)" = Z Z (n) (n n Z)Jvigﬂz"_i_j.
‘ ° 1 J
1=0 j=0

Toestada, et multinoomkordajate puhul kehtib seos
k

G, ) =220 e )
mi,...,Mg 1 mla"'vmiflami_17mi+1a"'7mk
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IV. REKURRENTSED VORRANDID

1. Fibonacci arvud. Sageli kasutatakse kombinatoorikas votet,
kus antud loendamisiilesanne taandatakse iihele voi mitmele analoo-
gilisele, kuid lihtsamale iilesandele. Selleks n#idatakse viis, kuidas
lihtsamate tilesannete lahendite jérgi leida keerukama tilesande lahen-
dit. Alustades siis iilesannetest, mille lahendamine raskusi ei valmis-
ta, leitakse jark-jargult iiha keerukamate iilesannete lahendeid, kuni
lopuks joutakse lahteiilesandeni. Kui iilesanne soltub naturaalarvuli-
sest parameetrist, siis tdhendab taandamine tavaliselt seda, et iilesan-
de lahend avaldatakse parameetri vaiksematele vaartustele vastavate
iilesannete lahendite kaudu. Seejuures osutuvad iilesanded, mille pu-
hul parameetri vadrtus on koige vdiksem, tihtipeale triviaalseks, nii
et peamine kiisimus seisneb selles, kuidas lahendit parameetri vaik-
sematelt vadrtustelt suurematele edasi kanda.

Itaalia matemaatik Leonardo Fibonacci (u 1175 — u 1250), ke-
da peetakse keskaja iiheks silmapaistvaimaks matemaatikuks, vaatles
oma 1202. aastal avaldatud teoses ,Liber abaci® jargmist iilesannet.
Talunikul on iiks paar vastsiindinud jéneseid, isane ja emane. Uhe
kuu parast siinnist alates muutuvad jénesed paaritumisvoimeliseks
ning kaks kuud pérast slindi annab emane janes iihe paari jarglasi.
Eeldame, et iikski jadnes ei sure ning et emane jdnes annab uue paari,
isase ja emase, igal kuul, alates kahe kuu vanuseks saamisest. Mitu
paari jidneseid on talunikul n-ndal kuul?

Kui n on viike, siis voime tulemuse leida otse loendades. Esimesel
kuul on talunikul iiks jénestepaar, teisel kuul samuti iiks, kolmandal
kaks (sest siis hakkab esimene paar jéirglasi andma), neljandal kolm
(esimene paar annab jargmised jiarglased), viiendal viis (esimene jirg-
lastepaar annab juba ise jarglasi) jne.

Olgu F,, paaride arv n-ndal kuul. Siis jargmisel kuul on talunikul
olemas koik need janesed, kes tal olid n-ndal kuul, uusi paare lisandub
aga parajasti niipalju, kuipalju oli paare eelmisel, (n — 1)-1 kuul, sest
need on jargmisel kuul koik vahemalt kaks kuud vanad ja annavad
igaiiks lihe uue paari jarglasi. Niisiis kehtib vordus

Fn+1 =F, +F,_1.
Lisaks teame, et I} =1, F5, =1, F3 =2, Fy = 3, F5 = 5. Kasulik on
defineerida veel Fy = 0, siis jaab leitud seos kehtima ka n = 1 korral.

Niiiid saame jénestepaaride arvu iikskoik millisel kuul jark-jargult
lihtsasti vélja arvutada:

0,1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...
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Arve Fy, Fy, F5, ..., kus Fy = 0 ja F; = 1 ning iga naturaalarvun
korral F,,+1 = F}, + F,,—1, nimetatakse Fibonacci arvudeks.

Vaatleme veel {ihte loendamisiilesannet. Kui palju saab tédhtedest
A ja B koostada niisuguseid n-tdhelisi sonu, kus kaks tdhte A ei esine
kuskil korvuti?

Olgu G, selliste n-taheliste sonade arv. Leiame valemi, mille jérgi
saab arvutada (n + 1)-tdheliste sonade arvu Gpy1. Selleks jaotame
koik (n + 1)-tdhelised sonad viimase tihe jargi kahte klassi. Kui sona
lopeb tédhega B, siis voib sellele eelneda suvaline n-tdheline sona, kus
ei esine korvuti kahte A-tdhte. Kui aga sona lopeb tdhega A, siis peab
eelviimane taht olema B, sest muidu oleksid kaks A-tahte korvuti, ent
n—1 esimest tahte voivad jillegi moodustada suvalise (n— 1)-tdhelise
sona, kus pole korvuti kahte A-tdhte. Liitmisreegli pohjal seega

GnJrl = Gn + C7vnfl~

Tulemuseks on sama vorrand nagu Fibonacci arvude puhul. Kuid
iiksi see veel ei tdhenda, et G,, = F),, sest kumbki arvujada v&ib
ladhtuda erinevatest algvadrtustest. Ndemegi, et G; = 2, sest tingimusi
rahuldavaid iihetéhelisi sonu on kaks: A ja B, samuti Gy = 3, sest
sobivad kahetéhelised sonad on AB, BA ja BB. Kuid et G; = Fj3 ja
G = Fy, siis on jada G, lilkmed vorreldes jadaga F,, nihutatud kahe
koha vorra. Jarelikult

Gn = L'n42-
See vordus kehtib n = 1 ja n = 2 korral ning et jada edasised liikmed
arvutatakse kummalgi juhul sama valemi jargi, kehtib vordus ka siis,
kuin =3, n =4 jne.

Jada, mille iga liige arvutatakse teatava kindla valemi abil sa-
ma jada eelnevate liikmete pohjal, nimetatakse rekurrentseks jadaks
ning jada litkmeid siduvat seost rekurrentseks seoseks. Selleks, et re-
kurrentne jada oleks iiheselt méaratud, peame lisaks valemile teadma
jada esimeste liikmete vaartusi, algvddrtusi, mille jargi arvutada jada
jargmisi liikkmeid.

Jada liikmete arvutamine sama jada eelnevate liikmete jargi mee-
nutab induktsioonisammu ja matemaatilist induktsiooni kasutatak-
segi rekurrentsete jadade omaduste toestamiseks véiga sageli.

Naide 1. Toestada, et Fibonacci arvude vahel kehtib seos
Bh+PB+FRB+.. .+ F,=F,10— 1

Toestame selle viite matemaatilise induktsiooniga.
Baas. Kui n = 0, siis omandab toestamisele kuuluv vordus kuju
Fong—lehkal—l.
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Samm. Eeldame, et vordus kehtib juhul n = k, st
Fo+F+.. .+ Fy=Fippo— 1.
Liites molemale poolele Fjy1, saame
F+FP+...+F+Fe=Feo—1+Fena

ehk
F+ B +...+ Fy+ Frp1 = Fgs — 1
Jarelikult kehtib vordus ka juhul n = k + 1.

Niide 2. Toestada, et F3, on paarisarv.

Baas. Kui n = 0, siis vaide kehtib, sest Fy = 0 on paarisarv.

Samm. Eeldame, et F3p on mingi k korral paarisarv ning vaatle-
me arvu F341) = F3gi3. Rakendades korduvalt Fibonacci arvude
rekurrentset seost, saame

F3pq3 = Fapyo + F3pp1 = a1 + Fap + Fapp1 = 2F3541 + Fag.

Tulemuse esimene liidetav on ilmselt paarisarv, samuti on induktsioo-
ni eelduse pohjal paarisarv ka teine liidetav.

Niide 3. Toestada, et

P =(5)+ (") () e

kus summale lisatakse liikmeid niikaua, kuni binoomkordajate iilemi-
ne indeks saab alumisest viiksemaks.

Vaatleme tahtedest A ja B koostatud sonu pikkusega n — 1, kus
kaks tdhte A ei esine korvuti. Jaotame need sonad klassidesse, lugedes
i-ndasse klassi sonad, mis sisaldavad ¢ korda téhte A jan —1 —1
korda tdhte B. Koik ¢-nda klassi sonad voime koostada jargmiselt.
Paigutame iihte ritta koik sonas esinevad tdhed B. Tdhtede vahele,
samuti rea ette ja taha jdéb niitid n—1 vaba kohta. Valime nendest 7 ja

paigutame sinna tdhed A. Jarelikult kuulub i-ndasse klassi (n

i
sona, sest nii mitmel viisil saab n — ¢ kohast vélja valida ¢ kohta
tahtede A jaoks. Koigi klasside peale kokku on sonu

() (") (")
0 ] 5 .
Teiselt poolt aga teame eelnevast, et sobivate sonade arv on F, 1.

2. Rekurrentse seose koostamine. Vaatleme niiiid rekurrent-
sete seoste kasutamist mone loendamisiilesande lahendamisel.

Niide 4. Kui palju leidub sonu pikkusega n, mis koosnevad téhte-
dest A, B, C ja D ning mis sisaldavad paaritu arvu tdhti A?
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Olgu A,, selliste sonade arv. Viimase tdhe jargi jagunevad koik
sonad nelja klassi. Kui kustutame sonades, mis lopevad tdhega A voi
B, viimase tdhe, saame kahe klassi peale koik sonad pikkusega n — 1:
need, mis sisaldavad tdhte A paarisarv kordi, tekivad A-ga loppevatest
sonadest, need aga, mis sisaldavad tdhte A paaritu arv kordi, B-ga 1op-
pevatest sonadest. Seega kuulub neisse kahte klassi kokku 4" ! sona.
Sonu, mis lopevad tdhega C voi D, on kumbagi A,,_1, sest pérast
viimase tdhe kustutamist jadvad molemas klassis jérele paaritut arvu
A-téhti sisaldavad sonad pikkusega n — 1. Jarelikult kehtib seos

A, =24, 1 +4" L.

Selle seose abil saab vilja arvutada otsitava sonade arvu iikskoik mil-
lise sdnapikkuse n korral, lahtudes algvédrtusest A; = 1. Edaspidi
vaatleme ka meetodeid vastava iildvalemi leidmiseks. Kéesoleval ju-
hul osutub selleks A4,, = (4™ — 2™)/2, sest see avaldis rahuldab nii
rekurrentset seost kui ka tingimust A; = 1.

Niide 5. Kahekihilisse klaasplaati siseneb iilevalt valguskiir, pee-
geldub plaatide valisdértelt ja kihtide eralduspinnalt ning valjub. Mit-
mel erineval viisil saab kiir plaati labida, sooritades seejuures tapselt
n peegeldumist? (Joonisel on ndidatud koik voimalused juhul n = 3.)

\ SN N N
W W/ AN AAS
\ \ V_V W

Olgu A, peegeldumiste arv. Kui viimane peegeldumine toimus
valisddrelt, siis joudis kiir n — 1 peegeldumisega sisenemispunktist
valisddrele, seda teed vois ta ldbida A, _; viisil. Kui viimane peegel-
dumine toimus kihtide eralduspinnalt, siis pidi eelviimane peegeldu-
mine toimuma valisdirelt, sel juhul joudis kiir n — 2 peegeldumisega
sisenemispunktist vélisdéireni ja ta vois labida A,_o erinevat teed.
Jarelikult

An = Anfl + An72
ehk arvud A, rahuldavad sama rekurrentset seost nagu Fibonacci
arvud. Otsese kontrollimisega v6ib veenduda, et jada esimesed vaar-
tused Ag =1 ja A; = 2 langevad kokku Fibonacci jada elementidega
Iy ja Fs. Seega
An — L'n42.

Rekurrentse seose koostamisel tuleb jilgida, et viiksemamootme-
line {ilesanne oleks esialgsega tépselt analoogiline, teisendades ta va-
jaduse korral sobivale kujule.
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Néide 6. Kuus inimest saabub kiilla ja igaiiks riputab esikus nagis-
se oma miitsi. Kui hiljem koik valmistuvad lahkuma, kustub esikus
tuli ja igaiiks votab pimeduses nagist ithe miitsi. Mitmel viisil voivad
kiilalised miitse votta, et keegi ei saaks enda oma?

Vaatleme tildjuhtu, kus miitse votab n inimest ja olgu D,, vastav
voimaluste arv. Nummerdame inimesed ja miitsid arvudega 1 kuni n
nii, et iga inimese number ja tema miitsi number on samad.

Inimene n voib miitsi valida n—1 viisil, sest enda oma votta ei tohi.
Oletame et ta valib miitsi number 7. Kui niitid inimene 7 valib miitsi
n, siis on inimesed n ja ¢ omavahel miitsid vahetanud ning iilejaanud
n — 2 inimest saavad miitse votta D,,_o viisil. Kui aga inimene ¢ ei
vali miitsi n, siis loeme, nagu kuuluks inimesele ¢ miits n ning jatame
korvale inimese n koos miitsiga 4. Ulejidnud n — 1 inimest peavad siis
jagama omavahel iilejadnud n — 1 miitsi nii, et keegi ei saaks enda
oma. Selleks on D,,_; voimalust.

Niisiis, kui inimene n valib miitsi ¢, siis voivad iilejaddnud inimesed
endale miitse votta D,,_1 + D,,_o viisil. Et aga inimene n voib miitsi
valida n — 1 viisil, siis saame seose

Dn = (n - 1)(Dn—1 + Dn—2)-
Algviadrtused on Dy = 0 (ithe inimese puhul pole segiajamine voima-
lik) ja D2 = 1 (kahe inimese puhul on ainuke voimalus miitsid vahe-
tada). Niilid voime arvutada: Ds = 2-(140) =2, Dy = 3-(2+1) =9,
Ds=4-(942)=44ja Dg=5-(44+9) = 265.

Saadud arve nimetatakse subfaktoriaalideks ning neil on kombina-
toorikas tisna suur tdhtsus 16pliku hulga selliste teisenduste loenda-
misel, mis jitavad kindla arvu elemente paigale. Sama rekurrentset
seost rahuldavad ka faktoriaalid n!, ainult algtingimused on teised.

3. Lineaarne rekurrentne vorrand. Rekurrentne seos voimal-
dab kiill jark-jargult leida jada liikmeid, ent kui meid huvitab jadas
ainult iihe liikkme vaartus, siis on mottekam otsida valemit, mille jargi
saab selle otse vilja arvutada ilma eelnevaid litkmeid leidmata. Kui-
gi pole olemas iildist meetodit, kuidas leida lahendivalemit suvalise
rekurrentse seose korral, saab seda siiski teha mitmel erijuhul.

Koige sagedamini esineb rakendustes lineaarne konstantsete kor-
dajatega rekurrentne vorrand. Selle iildkuju on

An+k = blAnJrkfl + b2An+k72 +...+ bkAny
kus b1, ba, ..., b on teatavad arvulised kordajad ja by # 0. Siin aval-
dub jada jarjekordne liige k eelmise litkme kaudu, arvu k nimetatakse

ka rekurrentse vorrandi jarguks. Rekurrentse vorrandi lahendiks ni-
metatakse iga jada (A,) (monikord ka jada ildliikkme A, avaldist),

36



mis seda vorrandit rahuldab. Selleks, et jada (A,,) oleks iiheselt mé&é&-
ratud, tuleb ette anda tema k esimese liitkme véadrtused ehk algtingi-
mused, noudes, et Ag = mg, A1 = mq, ..., Ax_1 = mg_1, kus my,
mi, ..., mp—1 on arvud. Kui on teada vorrand ja algtingimused, siis
saab leida jada iikskoik millise jargneva liikme.

Lihtsuse mottes vaatleme esialgu teist jarku rekurrentset vorrandit

An+2 - blAnJrl + bQAna

kusjuures algtingimused on Ag = mg ja A1 = m;.
Otsime vorrandi lahendit kujul A,, = ¢™. Asetades selle vorrandis-
se, saame
q"? = 01g"" 4 bag”,

ehk tuues koik litkmed vasakule ja vottes iihise kordaja sulgude ette,
q"(q° —big —b2) = 0.

N#eme, et jada A, = ¢" sobib rekurrentse vorrandi lahendiks sel
juhul, kui arv ¢ rahuldab karakteristlikku vorrandit

q* —big—by=0.

Siin voib esineda kaks juhtu: kas karakteristlikul vorrandil on kaks
erinevat lahendit (mis voivad olla ka komplekssed) voi langevad la-
hendid kokku. Karakteristliku vorrandi tikski lahend ei saa olla null,
sest lahendite korrutis peab vorduma vabaliikmega, aga —by # 0.

Olgu karakteristlikul vorrandil kaks erinevat lahendit ¢; ja go. Néi-
tame, et siis avaldub rekurrentse vorrandi iga lahend kujul

An = Clq? + CQqS?
kui valida sobivalt kordajad ¢; ja co. Seda avaldist nimetatakse re-
kurrentse vorrandi dldlahendiks, selles kordajate ¢q ja co fikseerimisel
saadud avaldist aga erilahendiks.

Toepoolest, esitatud iildlahend rahuldab rekurrentset vorrandit.
Koigepealt rahuldavad seda vorrandit jadad A, = ¢} ja A4, = g3,
sest arvud ¢1 ja go on karakteristliku vorrandi lahendid, mistottu

g7t = bigi™! + bag
g3+ = bigy™ + bags.

Korrutame esimest vordust arvuga ci, teist arvuga co ning liidame
tulemused. Saame

(167 + c2g5™?) = ba(crgi ™ + cagh ™) + ba(crql + c243).

Jarelikult on ka jada tldlitkmega A,, = c1q7 + c2gy vorrandi lahend.
Samuti voib iildlahendi avaldisest kordajatele ¢; ja co sobivate vaar-
tuste andmisega saada vorrandi iikskoik millise erilahendi: et vorrandi
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iga erilahend on méaératud algtingimustega Ag = mg, A1 = my, siis
valides iildlahendi avaldises n = 0 ja n = 1, peavad kordajad c; ja ¢y
rahuldama vorrandisiisteemi
1+ Cc2=my
€1q1 + c2g2 = M.
See siisteem on aga iiheselt lahenduv, sest tema determinant g2 — g1
erineb eelduse jargi nullist.
Kui karakteristliku vorrandi lahendid ¢; ja g2 langevad kokku, siis
rekurrentse vorrandi iildlahend on

Ap = c1q + cangt.
Toepoolest, rekurrentset vorrandit rahuldavad jadad A, = ¢7 ja
A, = nqy, sest arv ¢; on karakteristliku vorrandi lahend, mistottu

ay T = bt + bag

(n+2)g7"2 =by(n + )¢ + bang?.
Teise vorduse puhul arvestame, et Viéte’i valemite pohjal ¢1 +¢q2 = b1,
mis g1 = ¢o tottu omandab kuju 2¢; = b;. Korrutame esimest vordust
arvuga ci, teist arvuga cs ning liidame tulemused. Tépselt samuti na-
gu eelmisel juhul saame siit, et jada iildliikmega A,, = c¢1¢7 +cangf on
rekurrentse vorrandi lahend. Samuti voib tildlahendi avaldisest kor-
dajatele ¢q ja co sobivate vadrtuste andmisega saada vorrandi iikskoik
millise lahendi: juhul n = 0 ja n = 1 saame kordajate viartuste méa-
ramiseks vorrandisiisteemi
C1 = Mo
c1q1 + c2q1 = M.
See siisteem on lahenduv, sest tema determinant ¢; ei vordu nulliga.

Saadud tulemused votame kokku teoreemiks.

Teoreem 1. a) Kui rekurrentse vorrandi A,+o = b1Apt1 + 024,
karakteristlikul vorrandil ¢*> — biq — ba = 0 on kaks erinevat lahendit
q1 ja q2, siis rekurrentse vorrandi tldlahend on

Ap = c1qi + c2qy,
kus c1 ja co on suvalised konstandid. Erilahendi, mis rahuldab algtin-
gimusi Ag = mg, A1 = my saame siis, kui letame kordajate ¢1 ja co
vddrtused vorrandisiisteemist c1 + co = mg, €1q1 + C2q2 = Mmy.

b) Kui karakteristlikul vorrandil on ks kahekordne lahend ¢, siis
rekurrentse vorrandi tldlahend on

Ay = c1qi + cangy',
kus c1 ja co on suvalised konstandid. Erilahendi, mis rahuldab algtin-
gimusi Ag = mg, A1 = my saame siis, kui letame kordajate ¢1 ja co
vadrtused vorrandisisteemist ¢ = mo, c1q1 + c2q1 = M1.
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Lébiviidud analiilisi pohjal saame rekurrentse vorrandi lahenda-
miseks jargmise meetodi. Moodustame karakteristliku vorrandi, leia-
me selle lahendid ning kirjutame vélja iildlahendi avaldise. Kordajate
madramiseks koostame algtingimusi kasutades vorrandisiisteemi ja
lahendame selle. Lopptulemuseks saame jada, mis rahuldab nii re-
kurrentset vorrandit kui ka algtingimusi.

Néide 7. Lahendada rekurrentne vorrand A, 2 = 54,41 — 64,
algtingimustel Ag =1 ja A; = 4.

Karakteristlik vorrand on

¢ —5q+6=0,
mille lahenditeks saame ¢; = 3 ja g2 = 2. Et need lahendid on erine-
vad, siis avaldub rekurrentse vorrandi iildlahend kujul
A, = 13" + 2"

Kordajate ¢; ja co médramiseks kasutame algtingimusi. Vottes n = 0
ja n =1, saame vorrandisiisteemi

c1+e=1
3c1 + 2¢0 =4,
mille lahendiks on ¢; = 2, ¢ = —1. Rekurrentse vorrandi erilahend,

mis rahuldab ka algtingimusi, on
A, =2-3"-2"

Niide 8. Leida arvutusvalem Fibonacci arvude jaoks.

Meil tuleb lahendada rekurrentne vorrand A, o = A,+1 + 4,
algtingimustel Ay = 0, A; = 1. Karakteristliku vorrandi ¢>—¢—1 =0
lahendid on ¢; = (1+v/5)/2 ja g2 = (1—/5)/2. Rekurrentse vorrandi
iildlahend on seega

1++v56\" 1—v5\"
Ap=¢c V5 + c2 V5 .
2 2
Maéarame kordajad c¢; ja co. Juhtudel n = 0 ja n = 1 peavad kehtima
tingimused

1 5 1—-+5
c1+ca=0 ja (+2\/_)cl+( 2\/_)02:1,

millest ¢; =1/ V5 ja ¢y = —1/+/5. Fibonacci arvude iildavaldis tuleb
jarelikult kujul

(5 5

Seda vordust nimetatakse Binet’ valemiks. Irratsionaalsustele vaata-
mata on parema poole vaartus iga n korral taisarv.
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Voib tdhele panna, et avaldise teises lilkmes on astendatava ab-

-5
2

soluutvédartus vaiksem kui 1, st < 1, mistottu n kasvades

laheneb see liige nullile. Seega piisavalt suure n korral véib Fibonacci
arve leida ligikaudsest valemist

#()

Kui iimardada siit saadud vaartus ldhimaks taisarvuks, siis langeb
tulemus Fibonacci arvu tegeliku vaartusega iihte iga n korral.

F, =~

Néide 9. Lahendada rekurrentne vorrand A, o = 44,11 — 44,
algtingimustel Ag = 3, A; = 2.

Karakteristliku vorrandi ¢> — 4¢ + 4 = 0 ainuke lahend on ¢ = 2.
Jarelikult tuleb rekurrentse vorrandi iildlahend kujul

A, = c12™ + can2™.

Kordajad c; ja co saame méaérata tingimustest ¢c; = 3 ja 2¢1+2¢y = 2,
kust co = —2. Rekurrentse vorrandi erilahend on

A, =3-2" — 22" = (3 — 2n)2".

Néide 10. Lahendada rekurrentne vorrand A, 1o = 24,41 — 24,
algtingimustel 49 =1, A; = —1.

Karakteristliku vorrandi ¢ — 2g + 2 = 0 lahendid on ¢, = 1+ ja
g2 = 1 — 7 ning vorrandi iildlahend

An=c1(1+0)" +ca(l —0)™.

Kordajate vadrtuste maaramiseks valime n = 0 ja n = 1 ning koos-
tame vorrandisiisteemi ¢; + ¢ = 1, (1 +4)c; + (1 — ¢)ce = —1, mida
lahendades saame ¢; = 1/2 44, co = 1/2 — i. Rekurrentse vorrandi
erilahend on seega

1 1
An= (i) + (5-0)a -
Saadud valem annab iga n korral téisarvu, vaatamata sellele, et ar-

vutusi tehakse kompleksarvudega. Uldiselt pole teada, kas seda tiitipi
juhtudel saab valemi avaldada ka kujul, mis kompleksarve ei sisalda.

Korgemat kui teist jarku lineaarseid rekurrentseid vorrandeid saab
lahendada sama skeemi jargi. Koostame karakteristliku vorrandi ning
leiame selle lahendid. Olgu karakteristliku vorrandi lahenditeks ¢,
q2, - - -, qs vastavalt kordsustega k1, ko, ..., ks, kusjuures loomulikult
koigi kordsuste summa vordub vorrandi jarguga: k1 +ko+...+ks = k.
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Siis avaldub rekurrentse vorrandi iildlahend kujul
A, =(cot+ain+...+ C1,k1—1nk1_1)qf’+
+ (c2,0+coain+ ...+ CQ,kg—lnkrl)qS + ...
oA (co0F coan A A co g anf T
Kordajate vadrtused médratakse algtingimuste abil: juhtudel n = 0,
n=1,...,n=k—1peab valem andma vaartused mg, my, ..., mg_1.

Néide 11. Lahendada viiendat jarku lineaarne rekurrentne vorrand
Apts = Apra+5A,13— Apgo —8A,41 — 4 A, algtingimustel 4y = 5,
A =2, Ay =8, A3 = -8, Ay = —2.

Koostame karakteristliku vorrandi

¢ —q¢" =5 +¢ +8+4=0
ja teisendame ta kujule
(q+1)%(q—2)*=0.
Siit ndeme, et vorrandil on kolmekordne lahend ¢; = —1 ja kahekord-
ne lahend g2 = 2. Rekurrentse vorrandi iildlahend on jarelikult
A, = (c1 + con + esn?)(—=1)" + (cq + c5n)2™.
Tundmatute kordajate c¢; kuni c5 vaartused méadrame algtingimuste
abil. Valides iildlahendis n = 0, 1, 2, 3, 4, saame vorrandisiisteemi
Cc1 + ¢4 = 5
—c1— Cc— ¢34+ 2¢4+4+ 2¢5= 2
c1+2co+ 4ez3+ 4deg+ 8cs = 8
—c1 —3ca — 9c3+ 8¢y +24c5 = —8
c1 + 4ca + 16¢3 + 16¢4 + 64c5 = —2
Lahendades selle (néiteks Gaussi meetodiga), lelame ¢; = 2, ¢cg = —1,
c3 =1, ¢y =3, c5 = —1. Niisiis, rekurrentse vorrandi erilahend on
Ap=2—-n+nH)(=1)"+ (3 —n)2"

4. Lineaarne mittehomogeenne rekurrentne vérrand. Usna
tihti esineb praktikas ka selliseid lineaarseid rekurrentseid vorrandeid,
kus otsitava jada jarjekordne liige soltub lisaks eelmistele liikmetele
veel ka liikme indeksist. Sellise lineaarse mittehomogeense rekurrentse
vorrandi iildkuju on

Aptk = b1Apik—1+beAnik—2 + ... + b Ay + f(n),
kus f on teatav funktsioon. Eelnevas vaadeldud vorrandit, mille puhul
f(n) = 0, nimetatakse tarbe korral ka homogeenseks.

Lineaarse mittehomogeense rekurrentse vorrandi lahendamine po-
hineb jargmisel vottel. Moodustame mittehomogeensele vorrandile
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vastava homogeense vorrandi, jittes vorrandist #dra liikme f(n), ja
leiame selle iildlahendi Agf). Seejérel leiame iihe, likskoik millise la-
hendi AS{’), mis rahuldab mittehomogeenset vorrandit. Antud mitte-

homogeense vorrandi iildlahend on siis
A, = A 4 AP,
Toepoolest, see avaldis rahuldab vorrandit, nagu ndhtub samasuste
A =0 A, A, AL
ja
AP = AT b AT o+ B AT + f(n)
liitmisel. Samuti on voimalik liikme Agf) avaldises esinevate korda-
jate ¢y, co, ..., ¢ vadrtuste fikseerimise teel saada kitte vorrandi
koik lahendid, sest algtingimuste jargi vélja kirjutatud vorrandisiis-
teem erineb homogeense vorrandi juhul saadavast siisteemist ainult
vabaliikmete poolest.

Seega taandub mittehomogeense vorrandi lahendamine iihe erila-
hendi leidmisele. Uldisi reegleid, kuidas erilahendit leida, ei ole, ent
mitmel juhul voib selles kasutada méaaramata kordajate meetodit.
Sageli on funktsioon f poliinoom, sellisel juhul voib ka erilahendit
otsida poliinoomi kujul. Kui f on poliinoomi ja eksponentfunktsiooni
korrutis, siis leidub vorrandil ka erilahend samasugusel kujul.

Niide 12. Lahendada lineaarne mittehomogeenne rekurrentne vor-
rand A,42 = 54,41 — 64, + 4n algtingimustel 49 =1, 4; = 2.

Homogeense vorrandi

An,+2 = 5An+1 - 6An
iildlahend on niite 7 pohjal
A, =c13" + 2"

Ulesandes antud mittehomogeense vorrandi lahendit otsime kujul
A,, = an + b. Asetades selle vorrandisse, saame

a(n+2)+b=>5a(n+1)+ 5b— 6an — 6b + 4n,
ehk
(2a —4)n —3a+2b=0.
Et A, on vorrandi lahend, peab viimane vordus kehtima iga n korral.
See on voimalik ainult juhul, kui 2a—4 = 0 ja —3a+2b = 0, kust a = 2
ja b = 3. Mittehomogeense vorrandi erilahendiks sobib jarelikult jada
iildliitkmega A,, = 2n + 3 ning vorrandi iildlahend avaldub kujul

A, = 13" + 22" + 2n + 3.
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Kordajate c; ja co médramiseks kasutame algtingimusi. Valides n = 0
jan =1, koostame vorrandisiisteemi

cit+ec+3=1
3c1+2c0+5=2
millest leiame ¢; = 1, ¢ = —3. Vorrandi lahend on

A,=3"-3-2"+2n+3.
Niide 13. Leida vorrandi A, 42 = 3A,41 +4A4,, + (3n + 1)2" ild-
lahend.
Vastava homogeense vorrandi A, 12 = 34,11 +4A4,, karakteristlik
vorrand on ¢? — 3¢ — 4 = 0, selle lahenditeks leiame q; = 4, ¢o = —1.
Homogeense vorrandi iildlahend on niisiis

A =4 + eo(—1)™
Mittehomogeense vorrandi erilahendit otsime kujul 4,, = (an + b)2".
Kui see avaldis vorrandisse asetada, tekib seos
(an + 2a + b)2"2 = 3(an + a + b)2" T + 4(an + b)2" + (3n + 1)2"
ehk pérast liikkmete kokkuvotmist ja teguri 2" sulgude taha viimist
((—6a — 3)n+2a — 6b—1)2" = 0.
See vordus peab kehtima iga n korral, seega saame —6a — 3 = 0,
2a —3b — 2 = 0, millest a = —1/2 ja b = —1/3. Mittehomogeense
vorrandi tildlahend on
n 1
An = et 4 ep(=1)" = (5 + 5 )2",

14" + ca(—1) 5 + 3

Niide 14. Lahendada néite 4 vorrand A,, = 2A4,,_, + 4" ! algtin-
gimusel 4; = 1.

Homogeense vorrandi karakteristlik vorrand on ¢ = 2 ning iildla-
hend A,, = ¢-2". Mittehomogeense vorrandi iildlahendit otsime kujul
A, = a-4™. Asetades selle vorrandisse, saame a-4" = 2q-4" "1 4471
ehk 4a = 2a + 1, kust a = 1/2. Mittehomogeense vorrandi erilahend

1 1

on jarelikult A, = 5 -4™ ning ildlahend A, = ¢-2" + 5 -4™. Kordaja ¢
méadrame algtingimusest. Vottes iildlahendi avaldises n = 1, saame
vorrandi 2¢ + 2 = 1, millest ¢ = —1/2. Mittehomogeense vorrandi
erilahend on seega

1 1

Ay, =—=-2" 4 — 4"

2 + 2

nagu ka néites 4 nimetatud.
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13.

14.

15.

16.

17. Maagiline geomeetria on valdkond,
milles piiiitakse mitmesuguste ku- = L] @_
jundite tiikkideks 16ikamise ja seeji- ] |
rel tiikkide kokkupanemise teel nai- /4}
data, et mateeria jadvuse seadus on || @ N
ilmselt vadr. Korvalolev joonis néi- i
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Ulesanded

Toestada vordused Fibonacci arvude vahel.

B+ st oy = Fhy,
-+ -y = 11

. FyFy+F\Fo+ ...+ Fyy 1 F, = F2,

CERA PP+ 4+ F2=F,F.

PaFa - Bi= (DT, zn:(n)F = Py,
 Fopin = FpFpi1 + Fr 1 F, N

By =F2 —F2, u (

3

n 11. Z

Py =F)  +F—F> i—0 "

)2F = F3,

S iR = P — Fuas +2 12, Z(—l)i(ﬁ)an,i )

i=0 i=0 t

Téestada Catalani vordus F2 — FyypFp_p = (=1)"""EF?, kus r
on naturaalarv. Juhul » = 1 saame siit vorduse iilesandest 5.
Toestada d’Ocagne’i vordus FpFrpy1 — FrFmer = (—1)"Fren,
kui m > n.

Toestada vordus FoFy, — FoFy = (1) (Fo—r Fypyp — Fen Fy_y),
kui @ +b = ¢+ d ja r pole suurem iihestki arvust a, b, ¢ ja d.
Selle vorduse erijuhud on nii Catalani vordus kui ka d’Ocagne’i
vordus.

Taoestada, et kui jada (G,,) rahuldab seost Gp11 = G + Gp_1,
siis tema puhul kehtivad vordused Gp4m = FinGny1 + Frn—1Gn
Hil’lg anm = (_1)m(Fm+1Gn - FmGn+1)~

teks toestab, et 64 = 65. Milles on

viga? Millisel eespool toodud vor- |
dusel ,maagia“ pohineb? Pannes t&- —@
hele, et kujundite kiiljepikkused on L
Fibonacci arvud, leida viis niisugu-
se konstruktsiooni tildistamiseks.
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18. Toestada, et F5, jagub 5-ga.
19. Toestada, et kui m jagub n-ga, siis F;, jagub F,-ga.
20. Lucas’ arvudeks nimetatakse jada (L), kus Lo = 2, L1 = 1

ja iga naturaalarvu n korral L, = L, + L,_;. Toestada, et
L,= n+1 + Fo 1.

21. Toestada, et Lucas’ arvude ja Fibonacci arvude vahel kehtib seos
FnL, = Fpipn+ (—=1)"F,,_,. Vottes siin m = n, saame vorduse
Fy, = F,L,.

22. Toesta, et ainukesed naturaalarvud, mis kuuluvad nii Fibonacci
kui Lucas’ arvude jadasse, on 1, 2 ja 3.

23. Leida arvutusvalem Lucas’ arvude jaoks.

24. Arvujada (a,) defineeritakse jirgmiselt: ap = —1 ning igan > 0
korral an+1 = (ag —2)(a1 — 2) ... (an — 2) — 2. Tdestada, et see
jada rahuldab rekurrentset seost

pt1 = ai — 6.

25. Arvujada (a,,) defineeritakse jirgmiselt: ag = v/2 ning iga n > 0
korral ap+1 = V24 a,. a) Toestada, et jada (a,) on rangelt
kasvav, st a, < ant1 iga n > 0 korral. b) Toestada, et jada
(ay,) on ilalt tokestatud, st leidub selline arv M, et a,, < M iga
n > 0 korral. ¢) Kahest eelmisest punktist jareldub, et on olemas
piirvaartus lim a,. Leida see piirvadrtus.

n—oo

Lahendada rekurrentsed vorrandid.

26. A0 = Apq1 + 24, algtingimused Ag =2, A; =1

27. Apyo =TA,4+1 — 124, algtingimused Ag =7, A; =25

28. Anqo =4A,41 —4A,, algtingimused Ag =1, A; =4

29. Ants = 24,42 + Apyp1 — 24, algtingimused Ag = 1, A; = 2,
A2 =5

30. Api3 =TAp41 +6A,, algtingimused Ag =2, A; =3, Ay =7

31. A,+1 = 3A,, + 2n, algtingimus Ag =0

32. Apyo = —4A,11-3A,+5(—2)", algtingimused 49 = —2, 41 = 3

33. Apto =6A4,41 — 94, — 3", algtingimused Ag =1, A; =3

34. Apyo = 64,11 +TA, +8((—1)" + 7"), algtingimused Ag = 5,
A =11

35. Lahendada rekurrentne vorrand A, 4o =

Ag =8, A =1/V8.

3

algtingimustel
n+1
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36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.
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Arvujada (a,) defineeritakse jargmiselt: ap = 1 ning igan > 0
korral an4+1 = ap + a1 + ...+ a, + n3". Leida a,, avaldis.
Mitmel viisil saab doominokividega katta laua mootmetega 2xn?

Mitmel erineval viisil saab iiles minna n-astmelisest trepist, kui
iga sammuga voib votta iihe voi kaks astet?

Ummarguse laua #éres istub n inimest. Mitmel viisil saab nende
hulgast valida rithma nii, et sinna ei kuulu kahte korvuti istuvat
inimest?

Hamster kogub koopasse talvevarusid, mida ta koigest hoolimata
kunagi ei puutu. Igal aastal hangib ta juurde kaks korda nii palju
seemneid, kui palju tal oli eelmisel aastal, ning viskab é&ra iile-
eelmisest aastast pdrinevad seemned, mis on ldinud hallitama.
Esimesel aastal onnestus tal koguda iiksainus seeme, varem oli
ta sunnitud ilma ldbi ajama. Mitmest seemnest koosneb hamstri
talvevaru kiimnendal aastal?

Talikuurordi omanik tegi kokkuvotet loppenud hooajast. Selgus
huvipakkuv seos: kui kiiesoleva aasta kiilastajate arvu kahekord-
sest lahutada eelmise aasta kiilastajate arv, on tulemus sama kui
iile-eelmise aasta kiilastajate arvu kahekordsest lahutada tollele
aastale eelneva aasta kiilastajate arv. Eeldades, et see seos keh-
tib koigil aastatel, leida, mitu inimest kiilastab kuurorti n-ndal
aastal, kui esimesel aastal parast avamist viibis seal 1000 inimest.

Watu riigi autonumbrites tohib kasutada ainult tahti W, A, T ja
U. Seejuures peavad koik tdhed W esinema enne koiki tdhti A.
Naiteks WATA on lubatud numbrimérk, kuid WATW ei ole. Watu
riigis on {ihtekokku miljon autot. Vahemalt kui palju tdhti peab
autonumber sisaldama, et neile koigile numbreid jatkuks?

Oliimpiasiisteemis labiviidaval tenniseturniiril osaleb 2" méangi-
jat. Igas ringis jagatakse méngijad paaridesse ning paaride voit-
jad padsevad jargmisse ringi. Turniir 16peb siis, kui on selgunud
iiks voitja. Arvestades, et hilisemates ringides kohtuvad omavahel
paremad ja iihtlasi voimetelt vordsemad tennisistid, on kehtes-
tatud jargmised reeglid. Iga esimese ringi kohtumine kestab iihe
seti, voitja laheb edasi teise ringi. Iga teise ringi kohtumine kes-
tab tlimalt 3 setti, voitja on see, kes voidab neist vihemalt kaks
(parem kolmest). Iga kolmanda ringi kohtumine kestab iilimalt
5 setti, voitja on see, kes voidab neist vdhemalt kolm (parem
viiest). Uldiselt, iga k-nda ringi kohtumine méngitakse stiilis pa-
rem 2k — 1 setist. Leida maksimaalne settide arv, mida sellise
turniiri kdigus méangitakse.



V. GRAAFID

1. Graafi moiste. Nii nagu joonised, skeemid ja diagrammid ai-
tavad piltlikustada mitmesuguseid seoseid ja omandada késilolevast
situatsioonist paremat iilevaadet, nii on osutunud ka matemaatikas
otstarbekaks kasutada objektide vaheliste soltuvuste kirjeldamiseks
graafilisi kujutisi. Siistemaatiliseks teooriaks arendatuna aitab selline
lahenemine monelgi juhul muuta arutlusi naitlikumaks ja lihtsamaks
ning tosta uuritavaid seaduspérasusi paremini esile.

Vaatleme jargmist olukorda. Koosviibimisest votab osa viis inimest
A, B, C, D ja E. Neist A on tuttav koigi kohalviibijatega, lisaks on
omavahel tuttavad veel B ja C ning C ja E. Eeldame, et koik tutvu-
sed on vastastikused: kui {iks inimene tunneb teist, siis ka teine tun-
neb esimest. Niisugust olukorda voib kirjeldada pildiga, kus inimesi
tahistavad punktid ja vastastikust tutvusseost jooned punktide vahel:

A

D C

Sellist pilti nimetatakse graafiks. Graaf koosneb tippudest ja neid
ithendavatest servadest. Pole tahtis, millise kujuga serv joonisel on,
oluliseks osutub ainult see, milliseid tippe ta omavahel seob.

Graafi tdpne definitsioon on jargmine.

Definitsioon 1. Graaf on paar G = (V, E), kus V on mittetiihi
hulk ning E hulk, mille elementideks on hulga V kaheelemendilised
alamhulgad.

Hulga V' elemente nimetatakse graafi tippudeks, hulga E elemente
aga servadeks. Ulaltoodud graafi puhul niiteks on

V={A,B,C,D,E}
ja
E= {{A’B}’{A7C}7{A’D}’{A7E}’{B’C}a{ch}}'

Et toodud definitsioonis loetakse servadeks ainult tippude hulga
kaheelemendilisi alamhulki, siis ei tohi graafis esineda silmuseid, st
servi mis thendavad mingit tippu iseendaga, ega kordseid servi, olu-
kordi, kus mingit kahte tippu {ihendab rohkem kui iiks serv. Siiski
tuleb vahel ka neid arvestada, sellisel juhul rddgitakse graafi asemel
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multigraafist. Uks silmuste ja kordse servaga multigraaf on kujutatud
jargmisel joonisel:

Rakenduslikes iilesannetes vaadeldakse sageli graafe, mille igale
servale on vastavusse seatud iiks reaalarv, kaal. Vastavat graafi nime-
tatakse siis kaalutud graafiks.

Graafidel on véiga palju rakendusi, neid saab kasutada igal pool,
kus on vaja kirjeldada, mis millega seotud on. Naiteks voivad tipud
tahistada linnu ja servad linnadevahelisi teid, raudteid, elektriliine
vims. Graafi tipud véivad olla elektriskeemi elemendid ning servad
elemente {ihendavad viigud, graafide abil saab esitada molekulides
valitsevaid keemilisi sidemeid, {ihendusi neuronite vahel, inimeste su-
gulusseoseid. Graafide abil saab kujutada ka abstraktsemaid objekte,
néiteks voivad tipud olla mingi suure projekti etapid ning servad
t66d, mis viivad iihest etapist teise. Samuti voivad tipud tdhistada
koikvoimalikke seise mingis méngus (naiteks males), servad aga iihe-
kiiigulisi tileminekuid iihest seisust teise. Ukskoik, kui keeruline graaf
on ja millist situatsiooni ta kirjeldab, ikka kehtivad selles koik graafide
iildised omadused, mis igal konkreetsel juhul voivad uuritava olukorra
kohta anda véartuslikku informatsiooni.

Kui graafi tipp v kuulub servale e, siis 6eldakse, et tipp v ja serv e
on intsidentsed. Iga serv on seega intsidentne tdpselt kahe tipuga,
serva otstipuga. Serva tippude u ja v vahel tahistatakse {u, v} asemel
ka lithemalt tdhisega uv. Graafi tippe u ja v nimetatakse naaber-
tippudeks, kui nad on servaga iihendatud. Servi d ja e nimetatakse
naaberservadeks, kui neil on iihine otstipp.

Olgu G = (V,E) graaf tippude hulgaga V = {v1,v2,...,v,}.
Graafi G naabrusmaatriks on n x n-maatriks A = (a;5), kus a;; =1,
kui tippude v; ja v; vahel on graafis serv, ning a;; = 0, kui nende
tippude vahel serv puudub. Joonisel on esitatud iiks nummerdatud
tippudega graaf koos oma naabrusmaatriksiga:

1 2
01 011
101 01
A=10 1 0 1 0
1 01 00
1 1.0 00
4 3
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Naabrusmaatriks on ilmselt siimmeetriline peadiagonaali suhtes, sest
kui leidub serv tipust v; tippu vj, siis leidub ka serv tipust v; tippu v;.
Samuti on naabrusmaatriksi peadiagonaali elemendid alati vordsed
nulliga, sest graafis ei tohi olla silmuseid.

Monikord kasutatakse graafi esitamiseks ka intsidentsusmaatrik-
sit. Kui G = (V, E) on graaf tippude hulgaga V = {v1,va,...,0,}
ja servade hulgaga E = {e1,ea,...,en}, siis selle graafi intsidentsus-
maatriks on n x m-maatriks B = (b;;), kus b;; = 1 parajasti siis, kui
tipp v; on intsidentne servaga e;, see tdhendab, on serva otstipp. Eel-
misel joonisel kujutatud graafi intsidentsusmaatriksi leidmiseks num-
merdame lisaks tippudele ka graafi servad:

1 2

¢ o 110100
101010

4 5 B=|0o o000 11
000101

L0 b 011000

Intsidentsusmaatriksi igas veerus asub tépselt kaks {ihte, need paik-
nevad ridades, mis vastavad serva otstippudele.

Kui n-tipulises graafis on olemas serv iga kahe tipupaari vahel,
siis nimetatakse graafi tdisgraafiks ja mérgitakse tdhisega K, . Ana-
loogiliselt, kui n-tipulises graafis pole serva iihegi tipupaari vahel, siis
sellist graafi nimetatakse nullgraafiks ja tdhistatakse stimboliga O,,.
Joonisel vasakul on kujutatud graaf K5 ja paremal Os:

O

O ©)

O ©)

Graafi G tdiendgraafiks ehk tdiendiks G nimetatakse graafi, mil-
lel on sama tippude hulk nagu graafil G, aga servaga on iithendatud
parajasti need tipud, mille vahel graafis G serv puudub. Uks téiend-
graafide paar on K, ja O, kuid lihtne on ette kujutada ka selliseid
paare, kus kummagi graafi servade hulk ei ole tiihi. Graafidel G ja
G pole iihiseid servi ja kokku moodustavad nad tiisgraafi. Graafi G
tdiend on ldhtegraaf G.

Sageli tuleb graafidega teha mitmesuguseid teisendusi. Levinumad
neist on serva voi tipu kustutamine ja lisamine. Graafist serva kustu-
tamisel katkeb otseiihendus kahe tipu vahel, serva lisamisel aga muu-
tuvad kaks seni iithenduseta tippu seotuks. Tulemuseks saadud graafi
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servade hulgas E’ on algsega vorreldes seega vastavalt iiks element
vahem voi rohkem. Tipu kustutamisel eemaldatakse graafist iihtlasi
koik selle tipuga intsidentsed servad, tipu lisamisel lisatakse graafile
tavaliselt ka teatud hulk servi uue tipu ja vanade tippude vahele.

Graafi G’ = (V' E'), mis on saadud graafist G = (V, E) teatava
hulga tippude ja servade kustutamisel, nimetatakse graafi G alam-
graafiks. Kui G’ on graafi G alamgraaf, siis kehtivad sisalduvused
V' C V ja E' C E. Uks graafi G alamgraafidest on loomulikult G
ise. Kustutades graafist koik servad, ndeme, et iga n-tipulise graafi
alamgraaf on ka nullgraaf O,,. Paar niidet on toodud veel jirgmisel
joonisel, kus G’ ja G” on molemad graafi G alamgraafid.

O

o——0—=0
G G/ G//

2. Tipu aste. Graafe iseloomustavatest néitajatest iiks tdhtsa-
maid on tipuga intsidentsete (tipust véljuvate) servade arv. Graafi
tipuga v intsidentsete servade arvu nimetatakse tipu v astmeks ehk
valentsiks ja tdhistatakse stimboliga d(v).

Tippu, mille aste on 0, nimetatakse isoleeritud tipuks, temast ei
vii serva iihessegi teise tippu. Tippu astmega 1 nimetatakse rippuvaks
tipuks. Maksimaalne aste, mis mingi n-tipulise graafi tipul {ildse olla
saab, on n — 1, sellisest tipust peab siirduma serv graafi igasse teise

tippu. Graafis
A C

O

O
D F

on d(A) =2,d(B) =d(D)=d(E) =3,d(C) =0 jad(F)=1. Tipp
C on isoleeritud, tipp F' on rippuv tipp.

Teoreem 1. Igas graafis on koigi tippude astmete summa vordne
servade arvu kahekordsega.

Toestus. Tippude astmete summa leidmisel loeme iga tipu juures
kokku koik servad. Seejuures votame iga serva arvesse kaks korda: iiks
kord {ihe, teine kord teise otstipu servade hulgas. Seega on tippude
astmete summa parajasti kaks korda suurem kui servade arv. O

Jareldus 1. Igas graafis on paaritu astmega tippe paarisarv.

Toestus. Selleks, et koigi tippude astmete summa tuleks paarisarv,
peab summas esinema paarisarv paaritut liidetavat. O
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Niéide 1. Kas on voimalik virvida 15-tipulise téisgraafi moned ser-
vad roheliseks ja tilejadnud kollaseks nii, et igast tipust véljub rohelisi
servi sama palju kui kollaseid?

Oletame, et servad saab niiviisi véirvida. Siis oleks meil 15-tipuline
graaf, mille igast tipust véljub 7 rohelist ja 7 kollast serva. Kustutame
sellest graafist koik kollased servad. Jérele jaab 15-tipuline graaf, mille
igast tipust vdljub 7 rohelist serva. Kuid sellises graafis on paaritu arv
paaritu astmega tippe, mis pole voimalik.

Niide 2. Mitmel viisil saab malelauale paigutada kaks valget ratsut
nii, et nad teineteist kaitseksid?

Vaatleme graafi, mille tippudeks on malelaua ruudud, ning servaga
on ithendatud need ruudud, mis asuvad teineteisest ratsukaigu kau-
gusel (joonisel vasakul). Igale kahe ratsu paigutusvoimalusele vastab
graafis iiks serv, seega peame leidma selle graafi servade arvu.

213 44 4.4 32
3 46 6 6 6 4 3
46 8!8 8 8 6 4
: 4 6/8 8 8 8 6 4
v (0358, 46 8 8 8 8 6.4
é':':‘}:'u £S-TxA
KR R 4 6/8 88 8 6 4
K KL AR ‘
8988958958000 314 6 6 6 6 43
LRSS
SETTD 2 34 4.4 43 2

Leiame koigi tippude astmed (joonisel paremal). Liites need kokku,
saame tulemuseks 4-2+8-3+20-4+416-6+ 16-8 = 336 ehk graafil
on 336:2 = 168 serva. Jarelikult saab kahte ratsut noutaval viisil
malelauale paigutada 168 erineval viisil.

Graafi, mille koigi tippude astmed on vordsed, nimetatakse re-
gulaarseks. Téapsemini, kui regulaarse graafi tippude iihine aste on r,
siis nimetatakse graafi requlaarseks astmega r. Naiteks koik jargmised
graafid on regulaarsed vastavalt astmega 2, 3 ja 4:

Regulaarsed on samuti taisgraaf K, ja nullgraaf O, neist esimene
astmega n — 1 ja teine astmega 0. Kui graaf G on regulaarne, siis
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ka tema tdiendgraaf G on regulaarne. Vastavalt teoreemile 1 sisaldab
n-tipuline regulaarne graaf astmega r iihtekokku nr/2 serva.
3. Ahelad ja tsiiklid. Ahel graafis G on selline tippude jirjend

9, V1, ..., Uk, Kus iga kaks jarjestikust tippu on servaga iihendatud.
Tippe vy ja v nimetatakse ahela otstippudeks, ahela iilejadnud tipud
V1, ..., Vg_1 on sisetipud. Tippudest vg, vy, ..., vr koosnevat ahelat

(ehk ahelat tipust vy tippu vg) mérgime tahisega vovy ... vk. Seega
ahel kulgeb iihest otstipust teise, ldbides oma teel iiksteise jarel koik
sisetipud. Ahela servade arvu nimetatakse ahela pikkuseks, néiteks
ahela vov1 ... v pikkus on k.

Taiesti lubatav on, et ahel kiilastab monda tippu mitu korda, p66r-
dudes selleks mingisse juba ldbitud tippu tagasi. Kui aga koik ahela
tipud on erinevad, siis nimetatakse ahelat lihtahelaks. Nagu nahtub
jargmisest teoreemist, voib ahela kahe tipu vahel alati asendada liht-
ahelaga, st kui on leitud ahel iihest tipust teise, siis voib alati eeldada,
et ta ei sisalda korduvaid tippe.

Teoreem 2. Kui graafis G leidub ahel tipust u tippu v, siis leidub
graafis G ka lihtahel tipust u tippu v.

Toestus. Olgu meil teada ahel tipust u tippu v. Kui see ahel ldbib
mingit tippu w kaks korda, siis on ahelal kuju w...w...w...v. Siis
aga voime ringkéigu tipust w tippu w ahelast vélja jatta: joudes esi-
mest korda tippu w, liigume edasi samamoodi nagu pérast teist korda
samasse tippu joudmist. Sellega saame lithema ahela tipust u tippu v.
Niisugust lithendamist jatkame senikaua, kuni korduvaid tippe enam
pole. Tulemuseks on lihtahel tippude u ja v vahel. (I

Loomulikult voib kahe tipu vahel leiduda graafis ka rohkem kui {iks
lihtahel. Tippude u ja v vahelise lithima lihtahela pikkust nimetatakse
tippude u ja v kauguseks.

Ahelat, mis lopeb samas tipus, kus algab, nimetatakse tstikliks.
Tsiikli servade arv on tsikli pikkus. Tsiiklit, mis ei 1dbi iihtegi tippu
ega serva kaks korda, nimetatakse lihttsiikliks.

Teoreem 3. Kui graafi iga tipu aste on vihemalt | > 2, siis leidub
graafis lihtahel pikkusega | ja lihttsiikkel pikkusega vihemalt | + 1.

Toestus. Olgu vgvy . . . vg pikim lihtahel graafis G. Siis peavad tipu
v, koik naabrid asuma selsamal ahelal (joonis), sest muidu saaksime
lihtahelat vovy ...vg lopust iihe serva vorra pikendada. Et tipu vy

aste on vahemalt [, siis leidub tipul vy tippude vy, ..., vg—1 hulgas
Vo Vi Vk—1 Vg
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[ naabrit. See on voimalik ainult siis, kui & > [ ehk vaadeldava liht-
ahela pikkus on vidhemalt .

Olgu niiid v; tipu vg naabrite seas see, mis asub tipule vy koige
ldhemal. Siis v; . ..vgv; on lihttsiikkel pikkusega vahemalt [ 4 1, sest
ta sisaldab tippu vy ja koiki tipu vy naabreid. (I

Jareldus 2. Igas graafis, milles on servi vdhemalt sama palju kui
tippe, leidub tsiikkel.

Toestus. Vaatleme graafi G, kus on servi vihemalt sama palju kui
tippe. Kustutame graafist koik isoleeritud tipud ja koik rippuvad ti-
pud. Jérele jadb graaf, millel on vihemalt kolm tippu, sest pérast
iga isoleeritud voi rippuva tipu kustutamist jaab servade arv ikka va-
hemalt sama suureks kui tippude arv, mistottu graaf ei saa tippude
arvult kahaneda véiksemaks kolmetipulisest ja kolmeservalisest graa-
fist K3. Niiiid on aga graafi iga tipu aste vihemalt 2 ning teoreemi
pohjal leidub seal lihttsiikkel pikkusega vdhemalt 3. O

4. Sidusus. Graafi, milles iga kahe tipu korral leidub neid tippe
ithendav ahel, nimetatakse sidusaks. Sidusas graafis saab igast tipust
modda servi liitkuda igasse teise tippu. Naiteks taisgraaf K, on sidus
iga n korral, kuid vihemalt kahetipuline nullgraaf O,, ei ole. Uhtsuse
mottes loetakse ka, et ithetipuline graaf on samuti sidus.

Kui graaf ei ole sidus, siis jaguneb ta eraldiseisvateks osadeks,
millest igaiiks omaette on sidus graaf. Neid osi nimetatakse sidusateks
komponentideks. Iga sidusa komponendi piires voib pédseda iihest
tipust teise, kuid erinevatesse komponentidesse kuuluvaid tippe ei
ithenda iikski serv ega ahel. Joonisel on nédidatud graaf, mis koosneb
kolmest sidusast komponendist, suurusega 1, 2 ja 6 tippu:

o—=0

O

Sidus graaf on parajasti see, millel on téapselt {iks sidus komponent.
Graafi sidusat komponenti voib iseloomustada ka kui sellist sidusat
alamgraafi, mis ei sisaldu tiheski teises sidusas alamgraafis — iga alam-
graaf, mis teda sisaldab ja temast erineb, on mittesidus.

Kustutades sidusast graafist iihe serva, voib graaf kaotada sidusu-
se ja laguneda kaheks sidusaks komponendiks. Uldiselt, graafi serva
nimetatakse sillaks, kui tema eemaldamisel graafi sidusate kompo-
nentide arv kasvab. Samamoodi v6ib sidusate komponentide arv kas-
vada mone tipu eemaldamisel (koos tipuga eemaldame loomulikult
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ka koik temaga intsidentsed servad), sellist tippu nimetatakse eralda-
vaks tipuks. Joonisel kujutatud graafil néiteks on kaks silda ning neli
eraldavat tippu, viimased on véirvitud mustaks:

Silla otstipp, kui ta juhtumisi pole rippuv tipp, on iihtlasi ka eraldav.
Rippuva tipu eemaldamisel graafi sidusate komponentide arv ei muu-
tu. Peale selle voib graafis esineda veel niisuguseid eraldavaid tippe,
mis ei ole iihegi silla otstipuks.

Teoreem 4. Graafi serv on sild parajasti siis, kui ta ei kuulu
tihessegi tstiklisse.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et graafi serv uv on sild. Selle serva
eemaldamisel jadvad tipud u ja v erinevatesse sidusatesse komponen-
tidesse. Kui serv uv kuuluks mingisse tsiiklisse, siis aga jaaksid tipud
u ja v pérast serva eemaldamist samasse sidusasse komponenti, sest
tipust u saaks litkuda tippu v médda tsiikli allesjddnud osa.

Piisavus. Eeldame, et serv uv ei kuulu iihessegi tsiiklisse. Siis peab
iga ahel tipust u tippu v ldbima seda serva, sest muidu moodustaks
see ahel koos servaga wv tsiikli. Jarelikult, kui serv uv eemaldada, siis
ithendus tippude u ja v vahel katkeb. O

Selgitame veel, kui palju servi peab graafil olema, et ta oleks sidus.

Teoreem 5. Kui n-tipulisel graafil on m serva ja k sidusat kom-
ponenti, siis kehtivad vorratused

n—k<m< (n—k)(r;—k-l—l).

Toestus. Vasakpoolse vorratuse toestame induktsiooniga graafi
servade arvu m jargi.

Baas. Kui m = 0, siis on meil tegemist n-tipulise nullgraafiga O,,.
Sellel graafil on n sidusat komponenti ja toestatav vorratus omandab
kujun —n < 0.

Samm. Eeldame niiiid, et vorratus kehtib koigi graafide korral,
millel on m = s serva, ning vaatleme graafi, mille servade arv on
m = s+1. Kustutame graafist {ihe serva. Kui serv oli sild, siis jaguneb
iiks sidus komponent kaheks ning tulemuseks saame graafi, millel on
n tippu, s serva ja k + 1 komponenti. Induktsiooni eelduse pohjal
n—(k+1) < s, millest n — k < s+ 1. Kui kustutud serv polnud sild,
siis jadb komponentide arv samaks ning saadaval graafil on n tippu, s
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serva ja k komponenti. Induktsiooni eelduse pohjal saame n — k < s,
kust samuti jareldub vajalik vorratus n — k < s + 1.

Parempoolse vorratuse toestamiseks uurime, mitu serva saab mak-
simaalselt olla k komponendiga n-tipulisel graafil. [lmselt peavad kéik
komponendid olema téaisgraafid. Kui kustutame koige véiksema tip-
pude arvuga komponendist iihe tipu ja lisame koige suurema tippu-
de arvuga komponendile iihe tipu juurde, ihendades ta servade abil
selle komponendi koigi tilejaénud tippudega, siis graafi servade arv
kindlasti ei kahane. Korrates seda operatsiooni niikaua kui voimalik,
ndeme, et suurim servade arv realiseerub siis, kui graafi £ — 1 kompo-
nenti on tihetipulised ja liks komponent (n — k+ 1)-tipuline tdisgraaf.
Niisugusel graafil on parajasti (n — k)(n — k + 1)/2 serva. O

Jareldus 3. Kui n-tipulisel graafil on vdhem kuin — 1 serva, siis
see graaf on mittesidus.

Toestus. Eeldusel m < n — 1 saame teoreemist n — k < n — 1 ehk
k > 1. Jarelikult on graafil rohkem kui iiks sidus komponent. O

Jéreldus 4. Kuin-tipulisel graafil on rohkem kui (n—1)(n—2)/2
serva, siis see graaf on sidus.

Tdestus. Kui servade arv m rahuldab seost m > (n —1)(n — 2)/2,
siis saame teoreemi pohjal vorratuse

mn—1)n-2) (n—Fknh-k+1)
< )
2 2
mis parast sulgude avamist ja lilkmete koondamist omandab kuju
k> —(2n+ 1)k +4n—2>0

ehk
(k—2)(k—2n+1)>0.

Ruutparabooli omaduste pohjal k < 2 voi k > 2n — 1. Teine vorratus
ei sobi, sest sidusate komponentide arv ei saa iiletada graafi tippude
arvu, esimene aga iitleb, et graafi sidusate komponentide arv on 1. [

5. Euleri ja Hamiltoni graafid. Graafiteooria alguseks loetakse
aastat 1736, mil Sveitsi matemaatik Leonhard Euler (1707 — 1783)
pooras tdhelepanu jargmisele iilesandele. Ida-Preisimaa suurim linn
ja halduskeskus Konigsberg asus Pregeli joe déres. Joeharude kaldaid
ning joe keskel asuvat Kneiphofi saart iihendas omavahel seitse silda
(joonisel vasakul). Parastlounaseid jalutuskiike armastavaid haritud
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linnaelanikke hakkas huvitama kiisimus: kas on voimalik kodust alus-
tades teha ringkéik 1dbi linna, tletada iga sild tépselt iiks kord ja
jouda 1opuks koju tagasi?

Moodustame graafi, mille tippudeks on joeharude kaldad ning ser-
vadeks sillad (joonisel paremal). Kiisimus taandub siis sellele, kas
saadud (multi)graafis leidub tsiikkel, mis 1abib koiki servi tapselt tiks
kord. Esimene tulemus graafiteoorias ongi Euleri toestatud teoreem,
millest jéreldub, et niisugust tsiiklit ja seega ka otsitavat ringkaiku
iile Pregeli sildade pole olemas.

Tsiiklit, mis 1abib graafi koik servad tépselt iiks kord, nimetatakse
Euleri tsikliks, ning graafi, kus leidub Euleri tsiikkel, vastavalt Fule-
ri graafiks. Praktikas tuleb Euleri tsiikliga tegemist néiteks mitme-
suguste jaotusvorkude optimeerimisel, muu hulgas posti laialikand-
misel, kui soovime efektiivsuse huvides labida iga tédnavat ainult iihe
korra. Samuti esineb Euleri tsiikliga seostuvaid probleeme skeemide
joonistamisel plotteriga, kus piititakse voimalikult valtida sule pabe-
rilt tostmist joonistamise ajal.

Toestame niitid Euleri teoreemi aastast 1736, mis annab tépse
tingimuse, millal graafis leidub Euleri tsiikkel.

Teoreem 6. Sidusas graafis leidub FEuleri tstikkel parajasti siis,
kut graafi iga tipu aste on paarisarv.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et graafis leidub Euleri tsiikkel. Iga
kord, kui see tsiikkel labib teatavat tippu v, kasutab ta ara kaks sealt
lahtuvat serva. Et tsiikkel saaks adra kasutada koik servad tipu v juures
ja parast seda p6orduda ikkagi algtippu tagasi, peab tipu v aste olema
paarisarv.

Piisavus. Eeldame, et graaf on sidus ja iga tipu aste on paarisarv.
Valime vabalt iihe tipu u ja hakkame liitkuma moédda servi, ldbides
iga serva ainult {iks kord. See teekond saab loppeda ainult siis, kui
oleme joudnud tagasi tippu u, sest igast muust tipust on voimalik
pérast sisenemist ka véljuda. Kui oleme sellega labinud koik servad,
siis on Euleri tsiikkel leitud. Vastasel korral leidub tsiiklil tipp v, mille
juures on moni serv ldbimata (muidu oleks see tsiikkel iseseisev sidus
komponent). Tipust v hakkame liikuma médda varem ldbimata servi.
Et eelnev tsiikkel kasutas iga tipu juures dra paarisarvu servi, on ka
niitid iga tipu juures libimata servi paarisarv. Sarnaselt eelnevaga
jouame lopuks tagasi tippu v. Niilid voime algset tsiiklit pikendada,
lisades talle juurde viimati leitud tsiikli tipust v tippu v. Sellist votet
korrates saame 16puks tsiikli, mis labib graafi koiki servi. ([
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Konigsbergi sildadele vastavas graafis ei kehti tingimus, et iga tipu
aste on paarisarv, ning seetottu ei leidu seal ka Fuleri tsiiklit. Muu
hulgas jareldub toestatud teoreemist néiteks veel, et tdisgraaf K, on
Euleri graaf parajasti siis, kui tippude arv n on paaritu, sest ainult
sel juhul on graafis iga tipu aste paarisarv. Seega saab graafe K3, K,
K7, ... joonistada iihe joonega, kuid graafe K4, K¢, Kg, ... mitte.

Lisaks Euleri tsiiklile, mis 1abib graafi iga serva téapselt iiks kord,
vaadeldakse ka tsiikleid, mis ldbib tépselt iiks kord graafi iga tippu.
Niisuguse omadusega tsiiklit nimetatakse iiri matemaatiku ja fiiiisiku
William Rowan Hamiltoni (1805 — 1865) jargi Hamiltoni tsikliks ning
vastavat graafi Hamiltoni graafiks. Aastal 1859 esitas Hamilton iiles-
ande, mille pohiosaks oli puust valmistatud korrapédrane 12-tahukas
ning mooda selle tippe tuli sooritada iimbermaailmareis, kiilastades
iga linna tépselt iiks kord ja joudes lopuks tagasi alguspunkti.

Erinevalt Euleri tsiiklitest on Hamiltoni tsiiklitega seotud omadu-
sed margatavalt keerulisemad. Hamiltoni tsiikli leidumise voi mitte-
leidumise kontrolliks pole olemas iihtegi lihtsat tingimust, isegi arvu-
tiga lahendades pole teada oluliselt efektiivsemat algoritmi kui koigi
erinevate tipujérjestuste labivaatamine. Sageli tuleb Hamiltoni tsiikli
puudumises veendumiseks kasutada mitmesuguseid erivotteid.

Néide 3. Toestada, et joonisel vasakul kujutatud graafis ei leidu
Hamiltoni tsiiklit.

Vérvime graafi tipud mustaks ja valgeks, nagu joonisel paremal.
Virvitud graafil on omadus, et mustast tipust saab médda serva lii-
kuda ainult valgesse tippu ja valgest tipust ainult musta. Oletame,
et graafis leidub Hamiltoni tsiikkel. Lahtudes mustast tipust, peab
tsiikli esimene, kolmas, viies ja iildse iga paaritu numbriga tipp ole-
ma must, iga paarisnumbriga tipp aga valge, sest tipu viarv vaheldub
igal sammul. Et graafil on 33 tippu, siis on viimane tipp enne alguses-
se tagasipoordumist must. See aga tdhendab, et tsiiklil peaksid kaks
musta tippu, esimene ja viimane, olema servaga ithendatud.

6. Graafide isomorfism. Uhte ja sama graafi véib iiles joonista-
da mitmel viisil, varieerides tippude paigutust ja servade kuju. Vaa-
tamata erinevale viljandgemisele, on niisugustel graafidel ikka samad
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omadused, mistottu nende vahel pole motet vahet teha. Et graafide
puhul on oluline ainult see, milliseid tippe ihendab serv ja milliseid
mitte, siis loeme iihesuguseks neid graafe, mille tippude ja servade
vahel saab korraldada iiksiihese vastavuse.

Graafe G = (V, E) ja G’ = (V', E') nimetatakse isomorfseteks, kui
leidub niisugune bijektsioon ¢: V — V', et graafis G on serv tippude
u ja v vahel parajasti juhul, mil graafis G’ on serv tippude o(u)
ja p(v) vahel.

Teisiti Geldes tdhendab isomorfsus seda, et molemas graafis voib
tipud nummerdada nii, et samade numbritega tipud on kas molemas
graafis servaga iihendatud voi molemas iihendamata. Néiteks kum-
maski joonisel kujutatud graafis on serv tippude 1 ja 4 vahel, tippude
1 ja 5 vahel jne. Igale servale esimeses graafis vastab teises graa-
fis serv samade numbritega tippude vahel ja vastupidi. Jérelikult on
need graafid isomorfsed.

1 2 3 1
4 5
3 2
4 5 6 6
Isomorfseid graafe me iiksteisest ei erista. Kui niiteks noutakse
leida koik teatava omadusega graafid, siis moeldakse selle all, et need
graafid peavad olema mitteisomorfsed. Teiste sonadega, graafe loen-
datakse isomorfismi tdpsusega.
Otse definitsioonist jareldub, et kahe isomorfse graafi tdiendgraafid
on samuti isomorfsed. Seda omadust kasutatakse ménikord isomorf-

suse kindlakstegemiseks, kui tdiendgraafide servade arv on viiksem
graafide endi servade arvust.

Niide 4. Toestada, et kaks graafi joonisel vasakul on isomorfsed.

org el

Leiame nende graafide taiendgraafid (joonisel paremal). Et viima-
sed koosnevad ainsast tsiiklist ja sisaldavad iihepalju tippe, siis on
nad isomorfsed. Seega on isomorfsed ka esialgsed graafid.
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Arusaadavalt on isomorfsetel graafidel {ihepalju tippe ja iihepalju
servi. Suurust, mis on ihesugune koigi isomorfsete graafide puhul, ni-
metatakse invariandiks. Lihtsamad invariandid lisaks tippude ja ser-
vade arvule on veel néiteks tipu maksimaalne aste, pikima lihttsiikli
pikkus, erinevate lihtahelate arv kahe tipu vahel jne. Kui kahe graafi
puhul on mingi invariandi véértused erinevad, siis ei saa need graafid
olla isomorfsed.

Niéide 5. Toestada, et joonisel kujutatud graafid ei ole isomorfsed.

Mbolemal graafil on 10 tippu ja 15 serva. Kuid vasakpoolses graa-
fis on lithima tsiikli pikkus 4, parempoolses aga 5. Et lithima tsiikli
pikkused on erinevad, siis pole need graafid isomorfsed.

Invariandi véédrtuste vordsusest iildiselt ei jareldu, et graafid on
isomorfsed. Isedranis ei tarvitse see, et kahel graafil on iithesugune
tippude arv ning iihe graafi tippude astmed vorduvad teise graafi
tippude astmetega, tdhendada isomorfsust. Eelmise néiite graafid ei
ole isomorfsed, vaatamata sellele, et koik tippude astmed on vordsed.

Ulesanded

1. Joonistada koik 2-tipulised, 3-tipulised ja 4-tipulised graafid.

N

. Kui palju leidub 5 tipu ja 7 servaga graafe?

3. Joonistada graaf voi toestada, et sellist ei leidu, kui graafi tippude
astmed on: a) 1,2, 2,3,3,3;b) 1,1,2,2,3,4,4;¢) 1, 3, 3, 4, 5,
6,6;d)0,1,2,3,4,5,6,7,¢e)1,1,1,1,1,2,2,2, 3.

4. Toestada, et igas vihemalt kaheliikmelises seltskonnas leidub

kaks inimest, kellel on koosviibijate hulgas sama arv tuttavaid.

5. Linnapea ja tema naine korraldasid peo ning kutsusid sinna n
tuttavat koos abikaasadega, kokku 2n inimest. Parast tervituste
vahetamist kiisis linnapea igaiihe, kaasa arvatud oma naise kéest,
mitmel inimesel ta kdtt surus, ja sai 2n+ 1 erinevat vastust. Abi-
kaasad loomulikult teineteisel kéitt ei surunud. a) Toestada, et
isik, kes surus kétt koige rohkem, polnud linnapea naine. b) Mit-
mel inimesel surus kitt linnapea?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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. Toestada, et graaf tippude astmetega dy, do, ..., d,, kus d; > 1

jam > 2, on olemas parajasti siis, kui on olemas graaf tippude
astmetega do—1,ds—1, ..., dg,+1—1, da,+2, da,+3, - - -, A Seda
omadust korduvalt rakendades saab kindlaks teha, kas etteantud
arvujarjend sobib graafi tipuastmete jarjendiks.

. Kas leidub graaf, millel on servi k£ korda rohkem kui tippe?
. Toestada, et majas, millel on ainult iiks vélisuks, leidub ruum,

kus on paaritu arv uksi.

. Maagaasi sisseveoks ja tarbijatele edasisuunamiseks otsustas gaa-

sifirma ehitada 9 jaotusjaama. Selleks, et kindlustada ennast to-
rujuhtmete voimalike torgete vastu, seadis firma juhtmete ehi-
tamisel tingimuseks, et igal jaamal peab olema tépselt 5 teise
taseme (st kaheliililist) ithendust iilejddnud jaamadega. Kas sel-
list nouet on voimalik téita?

Graafi, mille tippudeks on koikvoimalikud kahendarvud pikkuse-
ga n ja servaga on iithendatud need tipud, millele vastavad arvud
erinevad parajasti ithe koha poolest, nimetatakse n-maootmeliseks
kuubiks. Leida n-mootmelise kuubi tippude arv ja servade arv.
Mitmel viisil saab malelauale asetada kaks valget lippu nii, et
nad teineteist kaitseksid?

Antud n-tipulises graafis leidub igal kahel tipul iihine naaber.
Toestada, et graafil on vihemalt 3(n — 1)/2 serva ning néaidata,
et seda hinnangut ei saa parandada.

Joonistada koik 5-, 6- ja 7-tipulised regulaarsed graafid.
Toestada, et kui n on paarisarv ja n > 4, siis leidub n-tipuline
regulaarne graaf astmega 3.

Antud on graaf G ja tdisarv d, mis on vihemalt sama suur kui G
tippude maksimaalne aste. Toestada, et leidub selline regulaarne
graaf astmega d, et temast teatud arvu tippe kustutades jaab
jarele graaf G.

Toestada, et kui graafis G leidub kaks erinevat tsiiklit, mis 1a-
bivad serva e, siis leidub graafis G tsiikkel, mis serva e ei ldbi.
Toestada, et kui graaf G on regulaarne astmega 3, siis leidub
selles paarisarvulise pikkusega lihttsiikkel.

Kuuetipulise taisgraafi K iga serv varvitakse kas siniseks voi pu-
naseks. Toestada, et virvitud graafis leidub kolmnurk, mis koos-
neb téielikult sinistest voi taielikult punastest servadest.
Viietipulise taisgraafi K5 iga serv varvitakse kas punaseks voi
siniseks. Toestada, et virvitud graafis leidub iihte vérvi tsiikkel.



20.

21.
22,

23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.
31.

Toestada voi lilkata imber jargmine véide: graafis, mille koigi
tippude astmed on paarisarvud, ei leidu tihtegi silda.
Toestada, et graaf ise voi tema téiendgraaf on alati sidus.

Toestada, et sidusas graafis leidub vahemalt iiks tipp, mis ei ole
eraldav.

Tdestada, et graafidel G ja G pole iihiseid eraldavaid tippe.

Toestada, et kui graafis on tépselt kaks paaritu astmega tippu,
siis leidub ahel, mis algab iihest neist tippudest, labib koik graafi
servad tapselt iiks kord ja 16peb teises tipus.

Olgu G sidus graaf, millel on m > 0 paaritu astmega tippu.
Toestada, et graafis G leidub m/2 sellist lihtahelat, et graafi iga
serv kuulub tépselt iihele lihtahelale.

Naituseruum jaguneb hulgaks koridorideks, mis loikuvad tikstei-
sega paljudes erinevates kombinatsioonides. Ruumil on {iksainus
sissepaés. Koridoride seintele on vélja pandud pildid molemat
katt. Kiilastaja voib mooda koridori liikudes vaadata kas ainult
ithel seinal asuvaid pilte voi vaadata 1dbi molema seina pildid.
Kas saab olla kindel, et kiilastaja voib siseneda n&ituseruumi,
teha ringkiigu ja véljuda nii, et ta néeb iga pilti liksainus kord?
Vaatleme doominokive, mille kummagi poole silmade arv on mit-
tenegatiivne téisarv 0-st n-ni. Kaks kivi voib panna teineteise
korvale, kui neil on vidhemalt iihel pool vordne arv silmi. Millise
n vadrtuse korral saab neist kividest koostada kinnise ringi?

Toestada, et suvalise sidusa graafi G voib saada teatavast Euleri
graafist ihe tipu kustutamise teel.

Joonistada koik 7-servalised Hamiltoni graafid.
Mitu erinevat Hamiltoni tsiiklit sisaldab n-tipuline taisgraaf?

Joonisel on kujutatud graaf, mis
on saadud korrapéarase 12-tahuka
projekteerimisel tasandile. Graafi
tipud vastavad 12-tahuka tippu-
dele ja servad tahuka servadele.
Uks tahk projekteerub seejuures
tervet joonist iimbritsevaks 16p-
matuks tasandiosaks. Leida selli-
ses graafis Hamiltoni tsiikkel. See
on Hamiltoni 1859. aastal esita-
tud iilesande tasandiline variant.
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Kas jargmistes graafides leidub Hamiltoni tsiikkel?

TR

35.

36.

38

41.

42.

43.
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Peterseni graaf Herscheli graaf Grétzschi graaf

Vaatleme ratsu liikumist malelaual mootmetega n x n. Loeme
graafi tippudeks malelaua ruudud ja tihendame kaks tippu ser-
vaga, kui ratsu saab iihe kdiguga minna iihelt ruudult teisele.
Toestada, et kui n on paaritu, siis see graaf pole Hamiltoni graaf.

Viike hiir kavatseb siitia kuubikujulist juustu. Selleks jagab ta
mottes juustu 3 x 3 x 3 vordseks kuubikuks, alustab nurkmisest
kuubikust ning soovib lopetada keskel. Péarast iga kuubiku s66-
mist liigub hiir naaberkuubikusse. Kas hiirel onnestub see plaan?

Teha kindlaks, kas jargmised graafid on isomorfsed.

O AR
O &=

Millised jargnevate graafide hulgast on omavahel isomorfsed?

=] [T [=]

Vaatleme graafe, mis on isomorfsed oma téiendiga. a) Millist tin-
gimust peab rahuldama sellise graafi tippude arv? b) Leida koik
4- ja 5-tipulised graafid, mis on isomorfsed oma tédiendgraafiga.

Rahuldagu graafi tippude arv n eelmises iilesandes leitud tingi-
must. Leida n-tipuline graaf, mis on isomorfne oma tdiendiga.



VI. PUUD

1. Puu moiste. Votame niilid vaatluse alla graafide olulise erilii-
gi, puud. Koigi graafiklasside hulgas on just puude kasutusvaldkon-
nad iihed mitmekesisemad ja laiemad, eriti palju rakendusi leiavad
nad arvutiteaduses.

Definitsioon 1. Graafi G = (V, E) nimetatakse puuks, kui ta on
stdus ja ei sisalda tsiikleid.

Puu definitsioon iithendab endas kahte vastandlikku omadust. Et
graaf oleks sidus, ei tohi ta sisaldada liiga vihe servi, sest sidusale
graafile serva lisamisel jaab graaf sidusaks, kuid serva kustutamisel
voib ta sidususe kaotada. Tsiiklite puudumine aga tdhendab, et graa-
fis, vastupidi, ei tohi olla servi liiga palju, sest tsiikliteta graafist serva
kustutades saame ikka tsiikliteta graafi, kuid serva lisamisel kahe tipu
vahele voib tekkida tsiikkel.

Koige lihtsam puu on iihetipuline graaf, millel pole ainsatki serva.
See graaf ei sisalda tsiikleid ja on kokkuleppe kohaselt sidus. Liht-
suselt jirgmine puu on kahetipuline ahel. Uks moénevorra keerukam
puu on kujutatud jargmisel joonisel:

Puu servi nimetatakse ka oksadeks ja rippuvaid tippe lehtedeks.

Teoreem 1. Vidhemalt kahetipulisel puul on vihemalt kaks lehte.

Toestus. Valime graafis suvalise tipu ning hakkame liikuma mo6-
da tippe, viibimata iiheski neist rohkem kui iiks kord. Selline teekond
saab loppeda ainult tipus astmega 1, sest kui niisugust tippu ette
ei tuleks, siis jouaksime varem voi hiljem tagasi monda juba labitud
tippu, millega oleksime graafis leidnud tsiikli. Jérelikult leidub graa-
fis vihemalt iiks leht u. Léhtume niitid tipust w ja kordame sama
protsessi. Nii jouame mingisse teise tippu v, mille aste on 1. O

Leidub kuitahes suure tippude arvuga puid, millel ongi ainult kaks
lehte, sellised on n-tipulised ahelad

O N N N N O
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Graafi, mille iga sidus komponent on puu, nimetatakse metsaks.
Suvaline graaf, mis ei sisalda tsiikleid, on mets. Sidus mets on puu. Et
aga graafi iga sidus komponent on omaette graaf, siis voime piirduda
komponentide uurimisega, késitledes neid iiheskoos ainult siis, kui
olukord nouab.

Rakendustes esineb sageli ka juurega puid, kus tippude hulgast on
valja eraldatud iiks tipp, juur. Koik juurega puu tipud voib jagada
klassidesse selle jargi, kui kaugel nad juurest asuvad: juure loeme kuu-
luvaks klassi null, esimesse klassi kuuluvad juure naabertipud, teise
tipud, mille kaugus juurest on 2 jne. Puu iga serv ithendab kahte naa-
berklassidesse kuuluvat tippu. Serva seda otstippu, mis asub juurele
ldhemal, nimetatakse ilemtipuks, teist otstippu aga alamtipuks. Juure
koik naabrid on juure alamtipud, lehtedel alamtippe pole. Suurimat
kaugust juure ja mingi lehe vahel ehk pikima juurest ldhtuva lihtahela
pikkust nimetatakse juurega puu korguseks voi ka stigavuseks.

Juurega puud sobivad hésti algoritmides ldbivaadatavate varian-
tide organiseerimiseks, samuti mitmesuguste hierarhiate kirjeldami-
seks. Alluvussuhteid silmas pidades kujutataksegi juurega puud tih-
tipeale looduslikuga vorreldes iimberp&oératult, juur ileval:

2. Puude pohiomadused. Koigepealt néditame, et puu servade
arv soltub ainult tippude arvust, mitte aga sellest, kuidas on tipud
iiksteisega ithendatud.

Teoreem 2. Igal n-tipulisel puul on n — 1 serva.

Toestus. Selle tulemuse saame otse eelmise peatiiki jareldustest 2
ja 3. Siiski esitame ka iseseisva toestuse induktsiooniga graafi tippude
arvu n jargi.

Baas. Kui n = 1, siis on meil tegemist iihetipulise graafiga, millel
pole iihtegi serva. Seega kehtib viide sel juhul.

Samm. Eeldame, et viide kehtib koigi k-tipuliste puude korral.
Olgu G puu, millel on k 4 1 tippu. Teoreemi 1 pohjal leidub puul G
vahemalt kaks lehte. Kustutame iihe lehe koos servaga. Tulemuseks
saadud k-tipuline graaf on ikka puu, sest lehe kustutamisel sidusus
sailib, samuti ei saa tekkida iihtegi tsiiklit. Induktsiooni eelduse poh-
jal on sellel graafil k — 1 serva. Jarelikult graafil G on k serva. (]
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Vastupidine viide ei kehti: kui n-tipulisel graafil on n — 1 serva,
siis graaf ei tarvitse olla puu. Néiteks jargmisel graafil on kiill 5 tippu
ja 4 serva, kuid graaf pole puu, sest ta pole ei sidus ega tsiikliteta:

Teoreemi toestuses kasutatud vote naitab muuhulgas ka seda, et
iga puud saab konstrueerida graafile iikshaaval servi lisades. Lahtu-
me iihetipulisest graafist, igal sammul loome uue tipu ja thendame
ta servaga juba olemasoleva graafi mingi tipu kiilge. Tekkinud graaf
on puu: ta on sidus, sest igast tipust on voimalik liikuda koige esi-
messe tippu, ning ei sisalda tsiikleid, sest suvalise serva eemaldamisel
eraldub serva otstipu kiilge kinnituv alamgraaf iilejadnud graafist.
Vastupidi, iga n-tipulise puu saab konstrueerida sellisel viisil, sest
kui on voimalik konstrueerida puud, mis on saadud antud puust iihe
lehe kustutamisel, siis on voimalik konstrueerida ka puud ennast.

Nidide 1. Joonisel vasakul on esitatud kiila elektriliinide plaan. Iga
kahe iihendatud punkti vahel on kahesuunaline kaabliloik, tdrniga on
tahistatud alajaam. Mitu tthendust voib maksimaalselt katkeda, ilma
et likski punkt jadks elektrita?

= X

Et {ikski punkt ei jadks elektrita, peab graaf parast servade eemal-
damist jaama sidusaks. Kui saadud graaf sisaldaks tsiikleid, siis voik-
sime kustutada iihe serva tsiiklist, millega graafi sidusus ei kao. Seega
peab pérast servade kustutamist alles jadma puu. Et antud graafil on
26 serva, 10-tipuline puu aga sisaldab 9 serva, siis voib kustutada 17
serva. Joonisel paremal ongi ndidatud iiks sobiv puu.

Maksimaalset servade arvu, mida voib graafist eemaldada, ilma et
graaf kaotaks sidusust, nimetatakse graafi tsiklomaatiliseks arvuks.
Kui sidusas graafis on n tippu ja m serva, siis tema tsiiklomaatiline
arv on m — n + 1 ehk antud graafi servade arvu ja sama tippude
arvuga puu servade arvu vahe.

Jargnevalt esitame moningad tingimused, mille jargi saab kindlaks
teha, kas graaf on puu voi mitte. Need kujutavad endast erinevaid,
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kuid iiksteisega samavédrseid voimalusi puu defineerimiseks. Nimelt
voib puud moista kui servade arvu mottes vihimat sidusat graafi voi
kui servade arvu mottes suurimat tsiikliteta graafi.

Teoreem 3. Graafi G puhul on jirgmised vdited samavddrsed:

1. G on puu;

2. G on sidus, kuid tikskoik millise serva kustutamisel muutub mit-
tesidusaks;

3. G ei sisalda tsiikleid, kuid tikskoik millise serva lisamisel tekib
tstukkel.

Tdestus. Et ndidata mitme viite samavéaarsust, toestame jareldu-
miste ahela 1 = 2= 3= 1.

1 = 2. Eeldame, et graaf G on puu. Siis on ta kindlasti sidus.
Kui oletada, et mingi serva uv kustutamisel jaab graaf sidusaks, siis
see serv ei ole sild ning eelmise peatiiki teoreemi 4 pohjal kuulub ta
mingisse tsiiklisse. See on aga voimatu, sest puu ei sisalda tsiikleid.

2 = 3. Eeldame, et G on sidus, kuid suvalise serva kustutamisel
kaotab sidususe. Graaf G ei saa sisaldada tsiikleid, sest tsiiklisse kuu-
luva serva eemaldamisel jaidks graaf sidusaks. Edasi, et graaf G on
sidus, siis leidub iga kahe tipu u ja v korral neid ithendav ahel. Tip-
pude u ja v vahele serva lisamisel tekib siis tsiikkel, mis koosneb
ahelast ja sellest servast.

3 = 1. Eeldame, et G ei sisalda tsiikleid, kuid suvalise serva lisa-
misel tekib tsiikkel. Siis peab graaf G olema sidus. Tepoolest, kui
leiduks kaks tippu « ja v, mis kuuluvad erinevatesse sidusatesse kom-
ponentidesse, siis ei tekiks nende tihendamisel juurde iihtegi tsiiklit,
sest serv uv oleks saadava graafi sild. Et graaf G ei sisalda tsiikleid
ja on sidus, siis ta on puu. ([

Jareldus 1. Graafi G puhul, millel on n tippu ja m serva, on
jargmised vdited samavddrsed:

1. G on puu;
2. G on sidus jam<n—1;
3. G ei sisalda tsikleid ja m > n — 1.

Toestus. Kui G on puu, siis ta on sidus, ei sisalda tsiikleid ja teo-
reemi 2 pohjal m = n — 1. Seega jdreldub véitest 1 nii viide 2 kui ka
vaide 3.

Vastupidi, kui graaf G on sidus ja m < n—1, siis peab graaf suvali-
se serva kustutamisel kaotama sidususe, sest eelmise peatiiki jarelduse
3 tottu ei saa likski vihem kui n — 1 tipuga graaf olla sidus. Seega
kehtib eelmise teoreemi tingimus 2, millest jareldub, et G on puu.
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Kui graaf G ei sisalda tsiikleid ja m > n — 1, siis leidub suvali-
se serva lisamisega saadud graafis tsiikkel: eelmise peatiiki jarelduse
2 pohjal sisaldab iga graaf, millel on vihemalt sama palju servi kui
tippe, vihemalt iihte tsiiklit. Niiiid on tdidetud eelmise teoreemi tin-
gimus 3, millest saame, et G on puu. (I

Viimane jireldus voimaldab puude kindlakstegemiseks kasutada
tippude ja servade arvu graafis. Anname veel {ihe tingimuse, mis kir-
jeldab puid neis sisalduvate lihtahelate kaudu.

Teoreem 4. Graaf G on puu parajasti siis, kui tema iga kahte
erinevat tippu thendab tdpselt ks lihtahel.

Toestus. Tarvilikkus. Et G on puu, siis ta on sidus ja iga kahe tipu
vahel leidub lihtahel. Kui mingeid tippe u ja v ithendaks kaks erinevat
lihtahelat, siis saaksime konstrueerida tsiikli: 1dhtume kahe lihtahela
voimaliku iihise algusosa viimasest tipust w ja liigume mé6da esimest
lihtahelat, kuni jouame tipuni, mis paikneb taas teisel lihtahelal, see-
jarel liigume mooda teist lihtahelat tippu w tagasi.

Piisavus. Et iga kahte tippu thendab ahel, siis on graaf sidus. Kui
graafis leiduks tsiikkel, siis tthendaks tsiikli kahte naabertippu u ja
v kaks lihtahelat: serv uv ja tsiikli iilejddnud osa tipust u tippu v
(millest saab eraldada lihtahela). O

3. Puude loendamine. Piiiame vastata kiisimusele: kui palju
leidub erinevaid n-tipulisi puid?

Koigepealt peame kokku leppima, milliseid puid iildse lugeda eri-
nevaks. Néiteks puud

on isomorfsed ja neid voib omavahel samastada. Ent kui joonised ku-
jutavad néiteks linnadevaheliste teede kaarte, siis tuleb puid pidada
erinevaks: on oluline, kas mingit kahte linna iithendab tee voi mitte.
Teisel juhul voime puu tipud varustada nimede voi tildisemalt mingi-
te méirgenditega, seejuures tuleb kahe puu vordlemisel arvestada ka
tippude méargendeid. Eristame seega kahte juhtu:

1. puu tipud on méargendatud, kahte puud loeme samaks, kui mo-
lemas on servad sama margendiga tippude vahel;

2. puu tipud on méargendamata, kahte puud loeme samaks, kui on
voimalik kummagi puu tipud méargendada nii, et molemas on
servad sama méargendiga tippude vahel.
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Enamasti valitakse mérgenditeks naturaalarvud ning vastavalt ni-
metatakse mdrgendatud puuks sellist n-tipulist puud, mille igale ti-

pule on omistatud mérgendiks erinev arv hulgast {1,2,...,n}.
Vaatlemegi koigepealt margendatud puid. Igale sellisele puule sea-
me vastavusse iihe (n — 2)-likkmelise arvujarjendi (z1, 22, ..., Tp_2),

mida nimetatakse Priiferi koodiks. Priiferi kood identifitseerib puu
iiheselt, lisaks on see kood viga kompaktne ning tema abil esitatud
puu votab néiteks arvuti mélus vihe ruumi. Priiferi koodi voib kasu-
tada ka siis, kui mingil pohjusel on vaja genereerida juhuslikult iiks
n-tipuline puu.

Olgu G puu, mille tipud on mérgendatud arvudega 1, 2, ..., n.
Selle puu Priiferi kood konstrueeritakse jargmiselt. Leiame puust va-
hima margendiga lehe ja kirjutame vélja vastava serva otstippude
miérgendid: lehe oma iiles ja naabertipu oma alla. Seejérel kustuta-
me selle lehe koos servaga. Jérelejadnud puu lehtede hulgast valime
jalle vihima margendiga lehe ja kirjutame serva otstippude margen-
did eelmiste korvale, seejuures ikka lehe mérgendi iiles ja naabri oma
selle alla. Niisugust operatsiooni kordame senikaua, kuni koik servad
on kustutatud. Tulemuseks saame tabeli

U1 Y2 S Yn—2 Yn—1

T i) .o Tp—2 Tn—1
kus tilemises reas on igal sammul leitud vihima mérgendiga lehtede ja
alumises reas nende naabertippude mérgendid ning iga veerg vastab
tihele servale. Elemendi x,_1 vadrtus on alati n, sest suurima mér-
gendiga tipp jadb alati viimaseks. Priiferi koodi moodustavad tabeli
teise rea esimesed n — 2 arvu:

(.131,.132, . ,xn_g).

Igaiiks neist arvudest voib olla 1, 2, ..., n.
Sellega oleme niidanud, et igale mérgendatud puule vastab Priiferi
kood. Naitame, et Priiferi koodi jérgi saab puu ka iiheselt taastada.

Olgu antud jarjend (z1,z32,...,Tn—2), kus iga arv z; voib olla 1,
2, ..., n. Kirjutame jirjendi 16ppu arvu x,,—1 = n ja hakkame koosta-
ma iilemist rida y1, y2, ..., Yyn—1. Arvu y; vairtus peab olema vihim

arv, mis ei esine alumises reas, sest esimesel sammul eemaldati véhi-
ma mérgendiga leht. Arvu ys viartus peab olema vahim mérgend, mis
oli puu lehtedel pérast esimese lehe eemaldamist. See ei saa olla y;,
sest niisuguse mérgendiga lehte puus enam ei ole, ega iikski arvudest
Ta, ..., Tn_1, sest nende arvudega méargendatud tipud esinevad kas
kéesoleval voi monel jargmisel sammul lehtede naabritena. Jérelikult
on yo vihim arv, mis erineb arvudest y;, o, ..., ,_1. Analoogiliselt
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on ys vahim arv, mis erineb arvudest y1, y2, 3, ..., Tn—1 jne. Igal
sammul valime iilemise rea jarjekordset kohta tditma vdhima arvu,
mis ei esine iilemises reas vasakul ega alumises reas all ja paremal.
Niisugune arv leidub alati, sest igal kohal on keelatud {ilimalt n — 1
arvu, valikuid saab aga teha n arvu 1, 2, ..., n hulgast.

Péarast iilemise rea tditmist oleme leidnud graafi servade loendi.
Toestame, et saadud graaf on puu. Tabeli iilemises reas saavad esi-
neda ainult arvud 1 kuni n — 1. Valikuviisi tottu ei saa iikski neist
korduda, seega peab iilemine rida koosnema arvudest 1,2, ..., n—1
mingis jarjekorras. Suvalisest tipust méirgendiga i saame modda tea-
tavat serva ]Z liitkuda tippu 7, edasi méoda serva J tippu k jne. See-
juures esineb mérgend j tilemises reas kindlasti mérgendist ¢ paremal,
mistottu teekond jouab varem voi hiljem viimasesse veergu ja seega
tippu n. Et graafi igast tipust saab moodustada ahela tippu n, siis
on graaf sidus. Peale selle sisaldab ta n — 1 serva ning on jirelduse 1
pohjal puu.

Niide 2. Leida jargmise puu Priiferi kood:

2
4
5 3 1
6
7

Viahima mérgendiga leht on 2 ja tema naaber on 3. Koodi koos-
tamist alustame seega veeruga 3 Kustutame tipu margendiga 2. Ja-
relejadnud puus on vdhima margendiga tipp 4, tema naaber on 1.
Lisame veeru 4 ja kustutame tipu 4. Jatkame seni, kuni koik servad
on ammendatud. Niiviisi saame tabeli

2 45 6 1 3
31 3 1 37

Priiferi kood on viimane rida ilma viimase elemendita: (3,1,3,1, 3).

Niide 3. Joonistada puu, mille Priiferi kood on (5,4,1,6,3,1).

Koodi pikkus on n—2 = 6, seega lisame 1oppu arvu n = 8. Seejérel
tdidame iilemise rea. Esimene element on vdhim arv, mis ei esine
alumises reas, ehk 2. Teine element on vihim arv, mis ei esine iilemises
reas vasakul ega alumises reas all ja paremal. See arv on 5. Téites
sama pohimotte jérgi koik iilemise rea vabad kohad, saame tabeli

2 5 4 76 31
54 1 6 3 1 8
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Iga veerg vastab siin puu iihele servale. Kui servad on teada, siis
saame ka puu vélja joonistada:

8 1 4 5 2

e

3 6 7

Eelnevas négime, et mérgendatud puud ja Priiferi koodid on {iks-
iiheses vastavuses. Et Priiferi kood koosneb n—2 arvust ning koodi iga
arv voib soltumata teistest omandada n erinevat vaartust, siis voime
sonastada jargmise nn Cayley teoreemi, mille esmakordselt tSestas
inglise matemaatik Arthur Cayley (1821 — 1895).

Teoreem 5. Erinevate n-tipuliste margendatud puude arv onn™ 2

Teiseks uurime juhtu, kus puu tipud ei ole méargendatud. Tap-
set valemit siin kiill teada ei ole, kuid on voimalik anda puude arvu
iilemine ja alumine toke. Kasutame sama votet nagu méargendatud
puude korral, seades igale puule vastavusse teatava koodi.

Olgu G puu. Valime mingi tipu v ja loeme selle juureks. Lahtudes
sellest, teeme ringkdigu timber puu, kuni jouame tippu v tagasi. Kogu
aeg liigume nii, et puu serv jaab liikumissuunaga vorreldes vasakule.
(Voib ette kujutada, et servad téhistavad maanteid ning me ldbime
jarjest koik teed nii iihes kui teises suunas.) Kui teeme sammu tipust
v eemale (nii, et kaugus tipust v suureneb), siis lisame koodi arvu 1;
kui aga liigume tipu v poole, siis arvu 0. Ringkdigu 16ppedes oleme
saanud teatava numbritest 0 ja 1 koosneva jarjendi, mida nimetame
puu binaarkoodiks. Koodi pikkus vordub puu servade arvu kahekord-
sega, n-tipulise puu binaarkoodis on seega 2(n — 1) kahendkohta.

Binaarkoodi pohjal saab puu iiheselt taastada. Alustame graafist,
mis koosneb ainult juurest v. Seejérel vaatame koodi elementhaaval
14bi, vajaduse korral graafile tippe lisades. Nimelt, kui koodis esineb
mingil kohal arv 1, siis loome uue tipu, ithendame ta graafis eelneva
tipuga ning liigume jérjega lisatud tippu, arvu 0 puhul aga liigume
tipust, kus parajasti asume, naabertippu, mis jadb juure v poole.
Niimoodi tekkinud graaf on puu, sest ta on konstrueeritud servade
iikshaaval lisamise meetodil, mida vaatlesime pérast teoreemi 2.

Niide 4. Leida jargmise puu binaarkood:

v
Valides juureks v vasakpoolse tipu, saame koodi 111101001000.
70



Vastupidiselt Priiferi koodile ei ole binaarkood iiheselt méédratud:
iihele puule voib vastata mitu koodi, sest juureks voib valida erinevaid
tippe, kuid igale koodile vastab kindlasti iiks puu.

Teoreem 6. Erinevate n-tipuliste puude arv T, rahuldab vorratusi

nn72
n!

Testus. Kui n-tipulise puu tippudele omistada koikvoimalikel vii-
sidel mérgendeid, siis voib see puu anda iilimalt n! mérgendatud
puud — monikord, néiteks ahela puhul, ka vihem. Niimoodi vo6ib saa-
da iga margendatud puu. Et n-tipuliste méargendatud puude arv on

< T, < 22(n=1),

n" 2, siis peab kehima vorratus T,,n! > n™ 2. Teiselt poolt on n-ti-
pulisi puid vahem kui vastavaid binaarkoode. Kahendarve pikkusega
2(n — 1) on aga 22"~V seega T,, < 22"V, O

Jargmises tabelis on antud n-tipuliste puude arv T,, parameetri
mone viiksema vaartuse korral:
n 123456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
T, 111236 11 23 47 106 235 551 1301 3159 7741 19320

4. Graafi aluspuud. Sidusa graafi G aluspuuks nimetatakse sel-
list alamgraafi, mis on puu ja sisaldab koiki graafi G tippe. Néiteks
joonisel kujutatud graafi G iiks aluspuu on graaf G':

G el

Lihtne on ndha, et aluspuu leidub igal sidusal graafil. Kustutame
antud graafist servi niikaua, kui see on voimalik, ilma et graaf kaotaks
sidusust. Kui iihtegi serva enam eemaldada ei saa, siis ongi jirele j&a-
nud aluspuu. Toepoolest, allesjdanud graaf sisaldab ldhtegraafi koiki
tippe, ta on sidus, kuid iikskoik millise serva eemaldamisel sidusus
kaob. Teoreemi 3 pohjal on selline graaf puu.

Aluspuu on seega vithima servade arvuga alamgraaf, mis {ihendab
graafi koiki tippe.

Igal puul on ainult iiks aluspuu, tema ise. Koige rohkem aluspuid
on taisgraafil. Nagu ndhtub Cayley teoreemist, on n-tipulisel tdisgraa-
fil iihtekokku n"~2 erinevat aluspuud.

Praktikas esinevad aluspuud néiiteks jargmist tiilipi lilesannetes.
Antud on n asulat, mis tuleb {ithendada teedevorguga nii, et igast
asulast padseks igasse teise, kusjuures ehituse kogumaksumus peab
olema nii véike kui vbimalik. Sama iilesanne kerkib ka siis, kui on

71



vaja ithendada vorgukaabliga n arvutit, luua ithendus n mikrokiibi
vahele vms. Selleks, et arvutada ehituse hinda ja vorrelda erinevaid
variante, olgu meil iga kahe asula puhul, mille vahele tee rajamine
iildse kone alla voib tulla, teada selle tee ehitamise kulu.

Odavaim ithendusteede graaf peab olema puu: ta peab olema sidus
ja ei tohi sisaldada tsiikleid: kui graafis esineks tsiikkel, siis voiksime
sealt iihe serva vilja jétta, millega iihendusvorgu koguhind vaheneks.

Matemaatilises piistituses on iilesanne seega jargmine. Antud on
graaf G, mille igale servale on omistatud kaal — teatav, tavaliselt posi-
tiivne reaalarv. Leida graafi G vihima kaaluga aluspuu. Siin moistame
aluspuu kaalu all tema koigi servade kaalude summat.

Uks voimalus seda iilesannet lahendada on vaadata libi graafi G
koik aluspuud ja valida nende hulgast vélja see, mille kaal on koige
viaiksem. Kuid niisugune meetod voib tippude viahegi suurema arvu
juures muutuda ddrmiselt téomahukaks. Naiteks taisgraafi K,, puhul
peaksime 14bi kontrollima n" =2 erinevat varianti, mis kiiiks kiirema-
telegi arvutitele iile jou juba moneteistkiimne tipu juures. Siiski on
vihima kaaluga aluspuu leidmiseks olemas oluliselt efektiivsem viis,
mille esmakordselt pakkus vilja ameerika matemaatik Martin Krus-
kal (1925) ja mida tema jargi nimetatakse Kruskali algoritmiks.

Kruskali algoritm. Olgu G kaalutud n-tipuline graaf.

e Valime graafist G vihima kaaluga serva e;.

e Igai=2,3,..., n— 1 korral valime graafist G sellise vahima
kaaluga serva e;, mis erineb servadest ej, ea, ..., ;1 ja ei
moodusta koos nendega tsiiklit.

Algoritmi tulemuseks on servadest eq, es, ..., e,_1 moodustuv graaf.

Kruskali algoritm kuulub nn ahnete algoritmide klassi. Nende algo-

ritmide iseloomulik tunnus on see, et igal sammul tdiendatakse konst-
ruktsiooni just niisuguse objektiga, mille valimine naib just sel het-
kel koige soodsam, péoramata tdhelepanu voimalusele, et hilisematel
sammudel tuleb seetottu teha voib-olla ebasoodsaid valikuid.

Néide 5. Leida joonisel vasakul kujutatud graafi vihima kaaluga
aluspuu, kus numbrid servade juures téhistavad servade kaalu.

A B c A B C
...

z‘ ;

O——C

D E D E

F 6 G F G
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Vastavalt Kruskali algoritmile valime servaks e; graafi vihima kaa-
luga serva, olgu e; = BD. Ulejiinud servade hulgast valime jille vii-
hima kaaluga serva, olgu see eog = BE. Servaks e3 ei saa valida graafi
serva DFE, sest siis tekiks tsiikkel, seepérast votame e3 = AF. Edasi
saame e4 = BC, e5 = EG, eg = AB. Niiiid on vihima kaaluga alus-
puu servad leitud. Aluspuu kaal on 14+ 14243+ 3+ 4 = 14 ning
puu ise on naidatud joonisel paremal.

Siit ndhtub ka, et algoritmi tulemus ei tarvitse olla {ihene, vihima
kaalu v6ib anda mitu aluspuud. Esimesel sammul oleksime voinud
votta ey = DF, siis oleksime saanud aluspuu, mis sisaldab serva DF,
néiteks es = BD, e3 = AF, ey = CE, e5 = EG, eg = AB. Selle
aluspuu kaal on samuti 14.

Toestame niiiid, et Kruskali algoritm on korrektne.

Teoreem 7. Kui G on sidus graaf, siis leiab Kruskali algoritm
graafi G vihima kaaluga aluspuu.

Tdestus. Kui graafil G on n tippu, siis Kruskali algoritmiga saadud
graaf H ei sisalda tsiikleid ning tal on n — 1 serva ja iilimalt n tippu.
Jarelduse 1 pohjal on graaf H puu. Siis aga kuuluvad sinna graafi G
koik n tippu ning H on seega graafi G aluspuu.

e

€

Toestame, et H kaal on koigi aluspuude seas vihim. Olgu H; graa-
fi G suvaline aluspuu ja e; puu H konstrueerimisel esimene serv, mis
ei kuulu puusse H;. Kui lisame serva e; puule Hy, siis tekib seal tsiik-
kel, mis sisaldab serva e; (joonis). Et puu H tsiikleid ei sisalda, siis
leidub sellel tsiiklil serv e, mis ei kuulu puusse H. Serva e kaal peab
olema vahemalt sama suur kui serva e; kaal, sest muidu oleks Krus-
kali algoritm valinud puud H konstrueerides serva e; asemel serva e.
Serv e ei saanud olla vélistatud ka tsiikli tekkimise tottu, sest koik
selle hetkeni puusse H valitud servad ja serv e sisalduvad puus H;.
Kustutame niitid puust H; serva e ja lisame serva e;. Saadud graaf
H;y on samuti puu, sest ta on sidus ja koosneb n — 1 servast, lisaks
ei iileta tema kaal puu H; kaalu. Puudel Hy ja H on rohkem iihiseid
servi kui puudel H; ja H. Niiviisi servi asendades teisendame puu
H, jark-jargult puuks H, puu kaal saab seejuures ainult vdheneda.
Jarelikult ei saa puu H; kaal olla vaiksem puu H kaalust. ([
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Ulesanded

. Joonistada koik 6-tipulised puud ja koik 7-tipulised puud.
. Joonistada koik 5-tipulised juurega puud korgusega 1, 2, 3 ja 4.
. Toestada, et igal puul on vdhemalt nii palju lehti, kui suur on

tema tippude maksimaalne aste.
Millega vordub n-tipulise puu koigi tippude astmete summa?

. Puu tippude astmed on 1, 1, ..., 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Mitu lehte on

sellel puul?

. Kui palju saab 12-tipulises puus leiduda tippe astmega 37
. Toestada, et kiimnetipulises puus, mille koik astmed on paaritud,

leidub vahemalt kuus lehte.

. Toestada, et lahtise ahelaga kiillastunud siisivesinik sisaldab n

stisiniku aatomi korral alati 2n + 2 vesiniku aatomit.

. Olgu G ja G’ mingid n-tipulised puud ning tihistagu a; ja b;

astmega i tippude arvu vastavalt puus G ja G'. Toestada, et
Zi(ai - bl) =0.
i>1
Toestada, et kui vihemalt kolmetipulise puu iihegi tipu aste pole
2, siis puus leidub tipp, millest valjub vihemalt kaks lehte.

Toestada, et kui dy, do, ..., d, on naturaalarvud, mille summa
on 2n — 2, siis leidub puu, mille tippude astmed on need arvud.

Juurega puu sisaldab n tippu, kusjuures igal sisetipul (st tipul,
mis pole leht) on parajasti k& alamtippu. Leida puu sisetippude
arv s ja lehtede arv [.

Kui kustutada puust tipp v koos temast lahtuvate servadega, siis
tekib hulk sidusaid komponente, millest igaiiks on samuti puu.
Nimetame neid tipu v harudeks. Toestada, et puus leidub alati
tipp, mille iikski haru ei sisalda rohkem kui pooli puu tippe.
Toestada, et puu maksimaalse pikkusega lihtahelad 1abivad koik
ithte ja sama tippu.

Mitu véarvi tuleb minimaalselt kasutada, et virvida puu tipud nii,
et naabertipud oleksid erinevat varvi?

Olgu G suvaline n-tipuline puu. Toestada, et iga graaf H, mille
koigi tippude astmed on vihemalt n — 1, sisaldab alamgraafi, mis
on isomorfne puuga G.

Kirjeldada puude ja tsiiklite abil koik sidusad graafid, mille tip-
pude ja servade arv on vordsed.



Leida jargmiste puude Priiferi koodid.

18. 5 9 ] 3 19. 1 8 3 20. ) 6 7
of 4 12 1 53
o7 1 510

6 1 7 4 T 6 5 O 9

Joonistada Priiferi koodile vastav puu.
21. (1,1,1,1,1,1) 23. (2,3,2,3,2,3,2) 25. (6,2,7,3,1,5,9,8,4)
22. (1,2,3,4,5,6) 24. (4,3,4,5,4,7,7) 26. (2,9,2,1,5,6,2,5,1)
27. Toestada, et margendatud puu tipu v mérgend esineb puu Priife-
ri koodis tapselt d(v) — 1 korda.

Leida jargmiste puude binaarkoodid.

Kontrollida, kas jargmised binaarkoodid esitavad puud ning jaa-
taval juhul joonistada vastavad puud.

31. 1100011100 33. 1110011010100100
32. 11101001101000 34. 1111100100011011010000

35. Leida tingimus, millal antud kahendarv b1bs . . . b, 5 sobib mingi
n-tipulise puu binaarkoodiks.

36. Puu iihes tipus istus sipelgas. Olles teinud jalutuskdigu moédda
puu servi, selgus, et iga serva ldbis sipelgas téapselt kaks korda.
Toestada, et teekonna lopus joudis sipelgas tagasi samasse tippu,
kust alustas.

37. Koostada rekurrentne vorrand 2n-tipu-
lise redeli (joonisel) aluspuude arvu leid- m
miseks ja lahendada see vorrand.

Leida jargmiste graafide vihima kaaluga aluspuud.




41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.
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Toestada, et graafi serv e on sild parajasti siis, kui ta kuulub
graafi igasse aluspuusse.

Toestada, et graafi vihima kaaluga aluspuu voib leida ka jargmi-
selt: igal sammul kustutada graafist suurima kaaluga serv, mis
pole sild; kui enam servi eemaldada ei saa, siis jarelejaanud graaf
ongi otsitav.

Riigi n linna vahele rajatakse telefonivork jargmisel viisil. Algu-
ses ehitatakse koige odavam liin pealinnast mingisse teise linna,
seejarel koige odavam liin, mis ihendab emba-kumba linna mone
kolmanda linnaga jne, igal sammul ehitatakse koige odavam liin,
mis viib mingist juba iihendatud linnast uude linna. Toestada,
et valminud telefonivorgu maksumus on voimalikest véikseim.

Riigi n linna vahele tuleb rajada telefonivork. Riigis on kaks par-
teid, optimistid ja pessimistid. Optimistid lahtuvad strateegiast,
mille jargi ehitatakse uus liin alati nende kahe linna vahele, mille
ithendamine on koige odavam, tingimusel, et see ei tekita tsiiklit.
Pessimistid kasutavad strateegiat, mille puhul vélistatakse esmalt
koige kallim liin, seejérel kalliduselt jargmine jne ning kahe lin-
na vahele ehitatakse liin alles siis, kui selle véilistamine muudaks
linnadevahelise {ihenduse voimatuks. Valitsuses vahetuvad opti-
mistid ja pessimistid médramata ajavahemike tagant. Toestada,
et valminud telefonivorgu maksumus on voimalikest viikseim.

Toestada, et kui graafil on mitu vihima kaaluga aluspuud, siis
saab need koik konstrueerida Kruskali algoritmiga seal sobivalt
servi valides.

Shannoni mdngu mangitakse graafil G, kus B
on tahistatud kaks tippu A ja B. Kaks mén-

gijat, ,positiivne’ méngija P ja ,negatiivne“

maéangija N, sooritavad kordamoéoda kaike,

ihe kdiguga voib P omistada graafi vaba-

le servale mérgi + ning N mérgi —. Ole-

masolevaid méarke muuta ei tohi. Méngija P A

eesmérk on tdhistada mérkidega + mingi ahel tipust A tippu B,
méngija N pililiab seda takistada. Toestada, et kui graafil G lei-
dub kaks aluspuud, millel pole iihiseid servi, siis leidub méangijal
P voitev strateegia, soltumata sellest, kumb alustab. Néiteks lei-
dub méngijal P voitev strateegia joonisel kujutatud graafi puhul.
Toestada, et kui Shannoni méngus leidub méngijal P voitev stra-
teegia graafi G puhul ja G on graafi H alamgraaf, siis leidub
méangijal P voitev strateegia ka graafi H puhul.



VII. SUUNATUD GRAAFID

1. Suunatud graafi moiste. Paljudel juhtudel ei piisa rakendus-
tes olukorra kirjeldamisest niisuguse graafiga, mis néitab ainult seda,
kas mingid kaks tippu on omavahel {ihendatud. Sageli tuleb arvesta-
da ka servade suundi ja teha vahet serva algus- ning lopptipu vahel.
Seepérast tuuakse sisse suunatud graafi moiste.

Definitsioon 1. Suunatud graaf on paar G = (V, E), kus V on
mittetihi hulk ning E hulk, mis koosneb hulga V' jdrjestatud paaridest.

Seega loetakse siin servadeks mitte tippude hulga V' kaheelemen-
dilisi alamhulki, vaid jarjestatud paare, nii et paar (u,v) erineb paa-
rist (v,u). Suunatud graafi servi nimetatakse traditsiooniliselt kaar-
teks. Kaare (u, v) mérkimiseks kasutame ikka téhist uv, kuid erinevalt
eelnevast ei tdhenda kirjutised uv ja vu niiiid enam iihte ja sedasama.
Kaare uv tippu u nimetatakse kaare algtipuks, tippu v aga lopptipuks.
Joonisel tdhistab kaart tavaliselt nool algtipust lopptippu:

Suunatud graafi servad voivad niiteks kujutada ihesuunalisi teid
ristmike vahel. Paneme téhele, et graafis voivad korraga esineda kaa-
red uv ja vu, niisugust kahekordset kaart voib késitleda kui kahesuu-
nalist teed. Ka harilikku graafi voib vajaduse korral vaadelda suuna-
tud graafina, kus kéik servad on kahesuunalised.

Kui asendame suunatud graafis koik kaared suunata servadega (st
jatame kaartel suuna &ra), siis saame graafi, mida nimetatakse antud
suunatud graafi alusgraafiks. Voimalik on ka vastupidine operatsioon:
maéadrame graafi koigile servadele suunad, millega mittesuunatud graaf
muutub suunatuks.

Suunatud graafi tippudel tuleb eristada kahte tiiiipi astmeid. Ti-
pu sisendastmeks nimetatakse sellesse tippu sisenevate kaarte arvu
ning véljundastmeks sealt viljuvate kaarte arvu. Tipu v sisendastme
téhiseks on d4 (v), valjundastme tahiseks aga d_(v). Néiteks joonisel

on tipu v puhul di(v) = 3 ning d_(v) = 2. Tipuastmete summat
puudutav teoreem kehtib jargmisel kujul ka suunatud graafide puhul.
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Teoreem 1. Igas suunatud graafis on tippude sisendastmete sum-
ma vordne tippude viljundastmete summaga ehk

> di(w) =Y d_(v).

veV veV
T&estus. Tippude viljundastmete summa vordub graafi kaarte ar-
vuga, sest selles voetakse arvesse koik tippudest véiljuvad kaared. Sa-
muti vordub koigi sisendastmete summa graafi kaarte arvuga. O
Teoreem 2. Kui suunatud graafis on iga tipu sisend- ja vdaljund-
astme summa sama, Siis
> diw) =) d(v).
veV veV

Toestus. Eeldame, et iga tipu sisend- ja viljundastmete summa on
d. Et

02 (0) —d2 (v) = (ds (0)+d—(v)) (ds (v)—d_ (v)) = d-ds (v) —d-d_(v),
siis eelmise teoreemi pohjal

S di) =) d>w)=d) di(w)—d) d_(v)=0.

veV veV veV veV
Seega on toestatava vorduse vasak ja parem pool vordsed. O
Tippude jarjendit vg, vy, ..., vk, kus iga kaks jérjestikust tippu v;

ja vi+1 on ihendatud kaarega v;v;41, nimetatakse suunatud ahelaks.
Kui iikski tipp ei kordu, siis on tegemist suunatud lihtahelaga. Kum-
malgi juhul voib ahel lIoppeda samas tipus, kus algab, vastavalt raagi-
takse siis suunatud tsiklist voi suunatud lihttsiklist. Paneme téhele,
et suunatud ahelas voi tsiiklis peavad koik kaared olema orienteeri-
tud iihtepidi. Analoogiliselt saab suunatud graafide juhule {ile kanda
ka teisi moisteid, néiteks vaadelda Euleri voi Hamiltoni tsiiklit. Suu-
natud graafe nimetatakse isomorfseteks, kui nende tippude hulkade
vahel leidub iiksiihene vastavus ¢, mis arvestab nii tippude iihenda-
tust kui iithenduse suunda: esimeses graafis leidub kaar tipust u tippu
v parajasti siis, kui teises graafis leidub kaar tipust ¢(u) tippu ¢(v).

Kui graafi mingist tipust kaared ainult viljuvad, siis nimetatakse
sellist tippu graafi sisendiks. Tippu, kuhu kaared ainult sisenevad,
nimetatakse vastavalt graafi valjundiks. Arusaadavalt voib iihel graafil
olla mitu sisendit ja/voi valjundit.

Teoreem 3. Kui suunatud graafis pole suunatud tsikleid, siis lei-
dub graafil vahemalt ks sisend ja vahemalt ks véljund.

Tdestus. Valime graafis iihe tipu v. Kui see pole graafi véiljund, siis
liigume moédda valjuvat kaart naabertippu. Kui ka see ei ole graafi
valjund, siis liigume moo6da véljuvat kaart jargmisse naabertippu jne,
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igal sammul valime seejuures sihtpunktiks sellise naabertipu, kus me
varem pole viibinud. Niisugune teekond saab 16ppeda kahel pohjusel:
kas jouame tippu, kust iikski kaar ei véilju, voi tippu, kust koik kaared
viivad juba kiilastatud tippudesse. Teine juht pole voimalik, sest siis
leiduks graafis tsiikkel.

Seega peab graafis leiduma véljund. Sisendi leidmiseks kordame
sama arutust, lilkudes mo6da kaari vastupidises suunas. O

2. Tugev ja nork sidusus. Seoses servadele suuna andmisega
saab radkida kahest sidususe moistest soltuvalt sellest, kas me iihest
tipust liigume teise suundi arvestades voi neid arvestamata. Suunatud
graafi nimetatakse tugevalt sidusaks, kui iga kahe tipu u ja v korral
leidub suunatud ahel tipust » tippu v. Suunatud graafi nimetatakse
norgalt sidusaks, kui tema alusgraaf on sidus.

Piltlikult 6eldes tdhendab tugev sidusus seda, et graafi igast tipust
on voimalik lilkkuda m66da nooli igasse teise tippu, nork sidusus on
aga samavadrne hariliku sidususega: kustutame kaartelt nooled ja
vaatame, kas jarelejaanud graaf on sidus.

Jargmisel joonisel on vasakpoolne graaf tugevalt sidus, sest igast
tipust padseb moéoda kaari igasse teise tippu. Parempoolne graaf on
kiill norgalt sidus, aga mitte tugevalt, sest keskmisest neljast tipust
pole voimalik litkuda iihessegi vélimisest neljast tipust:

Iga tugevalt sidus graaf on ka norgalt sidus, sest kui graafi iihest
tipust saab liikuda teise méoda suunatud ahelat, siis on need tipud
ahelaga lihendatud ka juhul, kui kaarte suunda méaravad nooled kus-
tutada. Vastupidine aga ei kehti: nagu jooniselt néha, leidub norgalt
sidusaid graafe, mis pole tugevalt sidusad. Lisaks tdhendab graafi tu-
gev sidusus seda, et graafil (kui ta pole iihetipuline) ei leidu iihtegi
sisendit ega iihtegi valjundit: iga tipu juures peab leiduma vahemalt
iiks sisenev ja vahemalt iiks valjuv kaar, muidu poleks voimalik kas
teistest tippudest sinna jouda voi sealt mujale liikuda. Sisendeid ja
valjundeid sisaldav graaf saab olla ainult norgalt sidus. Vastupidi-
ne jéllegi ei kehti: kui norgalt sidusas graafis pole sisendeid ega val-
jundeid, siis ei tdhenda see veel, et graaf oleks tugevalt sidus, selles
veendumiseks sobib samuti eelmise joonise parempoolne graaf.
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Tugeva ja norga sidususe vahekorda iseloomustab veel jargmine
omadus.

Teoreem 4. Kui sidusas graafis ei leidu tihtegi silda, siis saab te-
ma servadele madrata suunad nii, et tekkinud graaf on tugevalt sidus.

Tdestus. Et graafis pole sildu, siis leidub seal vihemalt iiks tsiikkel
C. Orienteerime tsiikli koik servad iihtepidi, nii on voimalik liikuda
sellel igast tipust igasse teise. Kui tsiikkel C' ei haara graafi koiki tip-

v u

C
w
pe, siis leidub serv, mis iihendab tsiikli mingit tippu v vilise tipuga
u. Serv uv ei ole sild, jarelikult leidub peale tema veel mingi ahel
tipust u tippu v. Olgu w sellel ahelal tipu v poolt lugedes esimene
tipp, mis kuulub tsiiklisse C. M&drame servale uv suuna tipust v
véilja ning ahela u...w servadele suuna tipu u poolt tipu w poole.
Omavahel kaartega ihendatud tippude hulgas paéseb niiiid ikka igast
tipust igasse teise. Niiviisi jatkates seome kaartega koik graafi tipud,
kasutamata jadnud servadele voib omistada likskoik millise suuna. [

Teiselt poolt on ilmne, et tugevalt sidusas graafis pole iihtegi silda,
sest sillaks oleva kaare lopptipust pole voimalik padseda algtippu.

Tugeva sidususe mottes jaguneb graaf sidusateks komponentideks
nii nagu hariliku sidususe puhulgi. Sidus komponent tugeva sidususe
mottes on selline tugevalt sidus alamgraaf, mis ei sisaldu iiheski teises
tugevalt sidusas alamgraafis. Ukski tipp ei saa kuuluda korraga mit-
messe komponenti ning komponendid iiheskoos katavad graafi koik
tipud. Graaf on tugevalt sidus parajasti siis, kui tal on tépselt {iks
tugevalt sidus komponent.

Ehkki joonisel pole need komponendid nii lihtsasti eraldatavad
kui sidusad komponendid harilikus mottes, voib neid leida jargmise
meetodiga. Valime graafis mingi tipu u ja médrame koik tipud v,
mille korral leidub suunatud ahel tipust u tippu v ja tipust v tippu u.
Niisugune tippude hulk koos tipuga u moodustabki tugevalt sidusa
komponendi: iga kahe tipu vahel leidub suunatud ahel iihest tipust
teise — kui mitte otse, siis kindlasti labi tipu u, samuti ei saa sinna
iihtegi tippu lisada, sest vastasel korral oleks see tipp pidanud olema
kahepidises seoses tipuga u. Kustutame niiiid koik need tipud graafist
ning allesjddnud graafi puhul kordame sama protseduuri.
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Ndide 1. Leida jargmise graafi tugevalt sidusad komponendid:
B D G I

C E H J

Vaatleme tippu A. Tipust A saab liikuda tippu B ja tipust B tip-
pu A. Teine samasuguse omadusega tipp on C ning see on ka koik.
Jarelikult moodustavad tipud A, B, C iihe tugevalt sidusa kompo-
nendi. Jatame need tipud koos intsidentsete kaartega graafist vilja ja
vaatleme tlejaénud tippe.

Tipust D saab liikuda tippudesse F' ja E ning kummastki saab
tulla tagasi tippu D. Et rohkem niisuguseid tippe ei ole, moodustavad
tipud D, E, F teise tugevalt sidusa komponendi. Kustutades need
tipud graafist, jadb jérele tsiikkel GH JI, mis on kolmas komponent.

Kokkuvottes on graafil tugeva sidususe mottes kolm komponen-
ti: {A,B,C}, {D,E,F} ja {G,H,I,J}. Lihtne on niha, et esimese
komponendi igast tipust saab liikuda teise komponendi igasse tippu,
kuid mitte vastupidi. Samamoodi ei saa teise komponendi tippudest
litkkuda kolmanda komponendi tippudesse.

3. Turniirid. Kui omistame téisgraafi igale servale suuna, siis
saame suunatud graafi, mida nimetatakse turniiriks. Niisugune nimi
tuleneb analoogiast vorkpalli- vms turniiriga, kus iga osavotja peab
iga teisega iithe méngu. Eeldades, et méngud ei saa 1oppeda viigiga,
seame osavotjatele vastavusse graafi tipud ning tombame kaare suu-
naga voitjast kaotajani. Uheringilise turniiri 16pptulemust kirjeldab
siis graaf, kus iga kahe tipu vahel on kaar.

Niiteks leidub erinevaid (mitteisomorfseid) neljatipulisi turniire
iildse neli tiikki — kui nelja meeskonna omavahelistes méngudes ei
esine viike, siis voib tekkida ainult neli iiksteisest pohimotteliselt eri-
nevat turniiritabelit:

XX

Teoreem 5. Igas turniiris leidub suunatud lihtahel, mis ldbib tur-
niiri koiki tippe.

Toestus. Toestame viite induktsiooniga tippude arvu n jargi.

Baas. Kui n = 2, siis viide kehtib.
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Samm. Eeldame, et viide kehtib koigi k-tipuliste turniiride korral,
ning vaatleme turniiri, mis sisaldab k 4 1 tippu. Kustutame ajutiselt
graafist ithe tipu v. Ulejasinud & tippu moodustavad ,alamturniiri®,
kus vastavalt induktsiooni eeldusele leidub koiki tippe 1abiv suunatud
lihtahel vy vy . .. vg. Paneme niiiid tipu v tagasi.

Kui tipust v viib kaar tippu vy, siis saame ahelat pikendada al-
gusest: lihtahel vvyvs ... v 1dbib graafi kéiki tippe. Kui tippu v si-

seneb kaar esimesest ¢ tipust vy, ..., v;, kusi=1,2, ..., k—1, ja
v
—0
V1 V2 (3 Vi1 Vk

esimene valjuv kaar viib tippu v;41, siis saame tipu v lisada ahelasse
v; ja vj41 vahele: vy ... v;vv41 ... vk Kui tipust v iihtegi kaart ei val-
ju, siis saame tipu v lisada ahela loppu: v1vs ... vxv. Koigil juhtudel
oleme leidnud suunatud lihtahela, mis 1abib graafi koiki tippe. O

Siit jareldub, et niiteks vorkpalliturniiril saab koik voistkonnad
jarjestada nii, et igaiiks neist on voitnud jargnevat.

Teoreem 6. Kui turniir on tugevalt sidus, siis leidub seal suuna-
tud lihttsiikkel, mis ldbib koiki tippe.

Seega, igas tugevalt sidusas turniiris leidub Hamiltoni tsiikkel.

Tdestus. Et tugevalt sidusal graafil pole sisendeid ega véljundeid,
siis jareldub teoreemist 3, et vaadeldavas turniiris leidub mingi suu-
natud lihttsiikkel C. Néitame, et tsiiklit saab jark-jargult pikendada,
kuni ta haarab graafi koik tipud.

Kui tsiiklisse C' mittekuuluvate tippude seas leidub selline tipp v,
et kaared tipu v ja tsiikli tippude vahel pole koik samasuunalised,
siis olgu wv; piki tsiiklit litkudes viimane tipp, péarast mida tippu v
sisenevad kaared asenduvad tipust v viljuvate kaartega. Sellelt kohalt
saame tsiiklit pikendada, asendades kaare v;v;4; ahelaga v;vv;4.

Vi+1

Vi Us

Kui niisugust tippu v ei leidu, siis jagunevad koik tsiiklisse C' mit-
tekuuluvad tipud kahte klassi: need, millest viib kaar igasse tsiikli
tippu, ja need, millesse siseneb kaar igast tsiikli tipust. Kumbki klass
ei saa olla tiihi. Siis peab esimeses klassis leiduma tipp u; ja teises
tipp w2 nii, et nendevaheline kaar on suunaga uguy, sest kui koik kaa-
red viiksid ainult esimesest klassist teise, siis ei saaks teisest klassist
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lilkkuda valjapoole. Valides tsiiklis C' kaks jarjestikust tippu v; ja v;41,
saame niilid kaare v;v; 41 asendada ahelaga v;uouiv;41. [l
4. Liihima tee leidmine. Graafi tugevalt sidusate komponen-
tide méadramisel pidime leidma, kas iihest tipust viib teise suunatud
ahel. Lihtsate graafide puhul pole see {ilesanne raske, kuid voib vahegi
suuremate graafide puhul muutuda iisnagi tiilikaks.
Taolised {ilesanded esinevad rakendustes vaga sageli, kusjuures
eesmérgiks pole mitte ainult teha kindlaks ahela olemasolu, vaid leida
koikide ahelate hulgast teatavas mottes optimaalne. Néiteks kui suu-
natud graaf esitab teedevorku ning teada on iga tee pikkus voi selle
labimiseks kuluv aeg, siis huvitab meid kindlasti liihim voi kiireim
tee ihest punktist teise. Kui graaf kujutab sidekanalite vorku, kus
iga kanal ei tarvitse olla absoluutselt usaldusvéarne, siis voib iilesan-
deks seada suurima usaldusvadrsusega tee leidmise kahe vorgusolme
vahel. Vi siis kirjeldab graaf aine molekulide vahelisi keemilisi side-
meid ning leida tuleb ahel, mis vahendab kahe antud molekuli vahel
koige norgemat sidet.
Uldkujulise iilesande voib sonastada jargmiselt. Antud on suuna-
tud graaf G, mille igale kaarele on omistatud mittenegatiivse reaalar-
vuga valjendatud kaal. Kaare kaalu nimetame kaare kaalutud pikku-
seks, ahela kaalutud pikkus on tema kaarte kaalutud pikkuste summa.
Leida kahe fikseeritud tipu vahel vahima kaalutud pikkusega suu-
natud ahel. Niisuguse iilesande lahendamiseks esitasid 1962. aastal
meetodi ameerika matemaatikud Stephen Warshall ja Robert Floyd,
autorite jirgi kannab see nime Floyd- Warshalli algoritm.
Floyd-Warshalli algoritm. Olgu G kaalutud suunatud n-tipuli-
ne graaf, mille tipud on nummerdatud naturaalarvudega 1, 2, ..., n.
Algoritm kasutab kahte n x n-maatriksit A ja B.
o Omistada maatriksi A iga elemendi a;; véértuseks kaare ij kaal;
kui seda kaart graafis pole, siis omistada viartuseks co. Maat-
riksi B iga elemendi b;; vidrtuseks omistada arv j.

e Igak=1,2 ..., nkorral,igai=1, 2, ..., n korral, iga j =1,
2, ..., n korral: kui a;1 + ar; < ayy, siis asendada a;; vadrtus
arvuga a;x + ag; ja by; vadrtus arvuga byy.

Tulemuseks on maatriksid A ja B.

Maatriksi A elemendi a;; véértus tdhistab tipust ¢ tippu j siirduva
lithima ahela kaalutud pikkust, maatriksi B elemendi b;; vadrtus aga
selle ahela esimest vahetippu. Algoritm leiab seega lahendi korraga
koigi tipupaaride jaoks.
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Vaatleme, kuidas toimub liihima ahela leidmine tipust ¢ tippu j.
T66 alguses loeb algoritm parimaks ahelaks otsetee: kaare tipust 4
tippu j. Iga k = 1, 2, ..., n korral kontrollitakse, kas seni leitud
lithima ahela saab asendada veel lithemaga, kui teha poige 1abi tipu
k, st lilkuda modda koige lithemat selle hetkeni leitud ahelat tipust
i tippu k ja seejdrel tipust k tippu j. Kui jah, siis jaetakse meelde
sellise ahela pikkus ja esimene vahetipp.

Kahe tipu vahelisel lithimal ahelal ei saa tikski tipp esineda rohkem
kui iiks kord. Kui kontrollimisjérg jouab suurima numbriga tipuni,
mida lithim ahel 1dbib, siis leitakse see lithim ahel ka iiles, sest tema
osad tipust ¢ suurima numbriga tipuni ja suurima numbriga tipust
tipuni j on leitud juba eelmistel sammudel.

Niide 2. Leida Floyd-Warshalli algoritmiga tippudevahelised liihi-
mad teed joonisel vasakul kujutatud graafis:
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Maatriksi A elementide vadrtused algoritmi t66 alguses on néaida-
tud joonisel paremal. Pérast iga sammu saame jargmised maatriksid:

0 oo 0 1 0 oo 0 1 0 o0 0 1 0 4 2 1
2 0 oo 3 2 0 oo 3 2 0 oo 3 2 0 4 3
5 2 0 6 4 2 0 5 4 2 0 5 4 2 0 5
c©o 4 1 0 6 4 1 O 5 3 1 0 5 3 1 0

Viimase maatriksi element, mis asub reas i ja veerus j, néitabki li-
hima tee pikkust tipust ¢ tippu j.

Ulesanded

1. Graafi tippudeks on kahendarvud 000, 001, ..., 111, kaared vii-
vad parajasti tipust b1babs tippu bobsby. Leida selles graafis suu-
natud tsiikkel, mis 1&dbib koik tipud tédpselt liks kord. Paigutada
ringjoonele neli numbrit 0 ja neli numbrit 1 nii, et tekkiv ring-
jarjend sisaldab koiki kahendarve 000, 001, ..., 111.

2. Paigutada ringjoonele kaheksa numbrit 0 ja kaheksa numbrit 1
nii, et tekkiv ringjarjend sisaldab koiki neljakohalisi kahendarve
0000, 0001, ..., 1111.
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6.

. Suunatud graafi G tippudeks loeme koik kahendarvud pikkuse-

ga n, kusjuures igast arvust b1bs...b, viib kaar erineva arvuni
babs ... b,b, 1. Toestada, et graafis G leidub: a) suunatud ahel,
mis 1abib koik servad tapselt iiks kord; b) suunatud tstikkel, mis
labib koik tipud tépselt iiks kord.

. Toestada, et sidusas suunatud graafis leidub Euleri tsiikkel pa-

rajasti siis, kui iga tipu v korral dy (v) = d_(v).

. Suunatud graafis G leidub kaks tippu a ja b, mis rahuldavad

tingimust dy(a) — d_(a) = d_(b) — d+(b) = k, iga lilejaanud
tipu v korral aga dy(v) = d_(v). Toestada, et graafis G leidub k
paarikaupa iihiste kaarteta suunatud lihtahelat, mis koik viivad
tipust a tippu b.

Leida jargmiste graafide tugevalt sidusad komponendid.

N

10. Rahvusvahelise konverentsi eel vaatas tolkekeskus iile oma res-

11.

12.
13.

14.

sursid ja leidis, et konverentsil kasutamiseks on tal olemas jarg-
mised tolgid: eesti-lati, islandi-eesti, islandi-rootsi, leedu-rootsi,
lati-islandi, lati-leedu, norra-lati, norra-poola, poola-eesti, poola-
vene, rootsi-ldti, soome-norra, soome-taani, taani-vene, vene-soo-
me (iga tolk tolgib ainult voorkeelest emakeelde, t6lgi emakeel on
nimetatud teisena). Kas tolkekeskus saab teha tolkeid igast kee-
lest igasse teise keelde? Kui ei saa, siis milline on vahim tolkide
arv, mis tuleb juurde muretseda, et iga kahe keele vahel tolki-
mine voimalik oleks, ja milliste keelte vahel need tolgid peavad
tolkima?

Kuidas v6ib muutuda suunatud graafi tugevalt sidusate kompo-
nentide arv, kui graafile lisada juurde {iks kaar?

Kas tugevalt sidusas graafis voib leiduda eraldavaid tippe?

Toestada, et suvalise graafi servad voib orienteerida nii, et ihegi
tipu sisendaste ja viljundaste ei erine rohkem kui iihe vorra.

Teatavas riigis on n linna (n > 5). Iga kahte linna tihendab tee.
Valjaspool linnu teed ei 16iku (kasutatakse viadukte). Toestada,
et teedel saab kehtestada iihesuunalise liikluse nii, et igast linnast
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15.

16.

17.

22,

23.

24.

86

voib padseda igasse teise linna, soites kas méoda neid kahte linna
ithendavat teed voi l4bi mingi kolmanda linna.

Olgu G turniir ja v tema suurima viljundastmega tipp. Toestada,
et tipust v viib turniiri G igasse teise tippu ahel, mille pikkus pole
suurem kui 2.

Toestada, et kui turniir G ei ole tugevalt sidus, siis leidub iiks
kaar, mille suuna vahetamisel G muutub tugevalt sidusaks.
Olgu G tugevalt sidus n-tipuline turniir, kusjuures n > 4. Valime
suvalise taisarvu k nii, et 3 < k < n — 1. Toestada, et turniiri G
iga tipp kuulub teatavasse suunatud tsiiklisse, mille pikkus on k.

Leida tippudevahelised lithimad teed jirgmistes graafides (kaks
esimest on suunatud, kaks viimast aga suunamata graafid).

Floyd-Warshalli algoritmi juures eeldasime, et iga kaare kaal on
mittenegatiivne. Kui mone kaare kaal on negatiivne, siis voib
juhtuda, et vihima kaaluga ahelat iihest tipust teise ei leidu.
Tuua néaide sellise olukorra kohta.

Graafi iga kaare e kohta on teada kaare ldbimise toendosus p(e),
kusjuures 0 < p(e) < 1. Ahela libimise téendosus vordub tema
kaarte toendosuste korrutisega. Koostada algoritm koige usaldus-
vadrsema (koige suurema labimistoenéiosusega) ahela leidmiseks
tipust u tippu v.

Teatava toote valmistamiseks tuleb sooritada kiimme erinevat
toooperatsiooni A1, Ao, ..., Ajg, igaiiks votab aega 10 minutit.
Operatsioonid A1, A3z ja As ei noua eeltdid. To6 Ay tegemiseks
peavad olema tehtud t66d Ag ja Ag, t66 Ay eeldab toid As ja
Ay, t66 Ag eeldab toid A7 ja Ay, t66 Ay eeldab t66d As, t66 Ag
eeldab t6id A4 ja A7, t06 Ag eeldab toid As ja Ag ning t66 Aqg
eeldab t6od Ag. Kui kiiresti on voimalik toode valmis teha?



VIII. RELATSIOONID

1. Relatsiooni moiste. Igapédevases elus on tihti vaja analiiiisi-
da olukordi, kus mingid objektid on iiksteisega teataval viisil seotud.
Sageli puutume kokku sugulusseosega voi tutvusseosega: kas kaks ini-
mest on omavahel sugulased voi tuttavad. Teineteisega voib seostada
néiteks raamatu ja autori, koera ja omaniku, poldi ja temale sobi-
va mutri voi kaks riiki, mis on teineteise naabrid. Ei ole oluline, kas
omavahel seotud objektid kuuluvad samasse klassi voi erinevatesse
klassidesse. Sarnaseid néiteid on lihtne tuua teisigi.

Mitmesuguseid seoseid esineb laialt ka matemaatikas. Naiteks voi-
me lugeda kahte hulka A ja B seotuks, kui iiks on teise alamhulk.
Suvalised kaks reaalarvu x ja y voivad olla sama mérgiga voi kindlas
suurusvahekorras, nende vahel voib kehtida vordus 22 + y% = 1 jne.
Niisuguste olukordade kirjeldamiseks ja nendes esinevate seaduspa-
rasuste kindlakstegemiseks tuleb seose moistele anda matemaatiliselt
ithemotteline definitsioon.

Mittetiihjade hulkade X ja Y otsekorrutis X x Y on koigi niisu-
guste paaride (z,y) hulk, kus z € X ja y € Y. Teiste sonadega,

XxY={(z,y):z€eX,yeY}

Niiteks hulkade X = {a,b} ja Y = {1,2,3} otsekorrutis X x Y
koosneb jargmisest kuuest paarist:

(a,1), (a,2), (a,3), (b,1), (b,2), (b,3).
Kui X ja Y on loplikud hulgad, siis on X x Y elementide arv korru-
tamisreegli pohjal vordne X ja Y elementide arvude korrutisega:
| X xY|=|X]|-|Y].

Definitsioon 1. Hulga X XY iga alamhulka R nimetatakse re-
latsiooniks ehk seoseks hulkade X ja 'Y wvahel.

Seega valime koigist otsekorrutisse X x Y kuuluvatest elemendi-
paaridest (z,y) vélja need, mille komponendid on omavahel seotud,
selliste paaride hulk moodustabki relatsiooni R. Kui hulk R sisaldab
teatavat paari (x,y), siis 6eldakse, et elemendid x ja y on relatsioo-
nis R (ehk kuuluvad relatsiooni R ehk relatsioon R kehtib elementide
x ja y korral). Kirjutise (z,y) € R asemel kirjutatakse ka xRy.

Siin vaadeldavaid relatsioone nimetatakse ka kahekohalisteks ehk
binaarseteks, sest nad kehtivad kahe objekti vahel. Harvemini esineb
relatsioone, mis seovad suuremat arvu objekte, sel juhul rasdgitakse
siis vastavalt kolmekohalistest, neljakohalistest jne relatsioonidest.

Ulaltoodud definitsioon ei sea mingeid kitsendusi sellele, milline
alamhulk R olla v6ib. Erijuhul, kui R on tiihi hulk, st ei sisalda iihtegi
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paari, on tegemist tuhirelatsiooniga &. Teise &armusena voib hulk R
hulgaga X x Y kokku langeda, niisugune relatsioon on tdisrelatsioon.
Viimast mérgitakse monikord ka siimboliga U.

Kui hulgad X ja Y relatsiooni definitsioonis iihtivad, siis raagitak-
se relatsioonist hulgal X . Uks selline on néiteks ka samasusrelatsioon
ehk vordus Z, kuhu kuuluvad parajasti koik need paarid, mille kom-
ponendid on vordsed. Seega

I={(z,x): z€X}.

Toome niiiid relatsiooni moiste selgituseks moned naited.

Niide 1. Olgu X = {a,b,c,d,e, f,g,h} jaY ={1,2,3,4,5,6,7,8}.
Kaks elementi x € X ja y € Y loeme seotuks parajasti siis, kui nad
koos médravad tavalisel malelaual musta virvi vilja. Niiviisi saame
relatsiooni R C X x Y, mis koosneb 32 paarist

(a,1), (a,3), (a,5), (a,7), (b;2), ..., (,8)
See relatsioon on 64-elemendilise hulga X x Y alamhulk.

Niéide 2. Olgu X =Y = R, st vaatleme relatsioone reaalarvude
hulgal. Loeme, et reaalarvud = ja y on relatsioonis R parajasti siis,
kui kehtib vorratus |z| 4 |y| < 1, ning relatsioonis S parajasti siis, kui
kehtib vorratus |z 4 y| < 1. Kumbki relatsioon on alamhulk otsekor-
rutises R x R, nii et neid voib kujutada tasandi punktihulkadena:

Niisugune geomeetriline interpretatsioon on kasulik siis, kui reaalar-
vude hulgal méédratud relatsioonidega tuleb teostada tehteid.

Ndide 3. Olgu X =Y = N. Koik aritmeetikast tuntud seosed <, <,
>, >, =, # on relatsioonid eelneva definitsiooni mottes: néiteks jarjes-
tusseos < tahendab naturaalarvupaaride hulka {(z,y): z < y}, kus
igas paaris on esimene komponent viiksem kui teine. Samuti ndeme
siin juhtu, mil kahe elemendi vahelist relatsiooni on kombeks panna
kirja kujul xRy, mitte kujul (z,y) € R.

Niide 4. Olgu X mingi programmi P moodulite hulk ja (z,y) € R
parajasti siis, kui moodul x kutsub programmis P vélja mooduli y.
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Néide 5. Olgu X koigi inimeste hulk. Siis voime defineerida re-
latsioonid R = {(z,y): x on y-iisa} ja S = {(x,y): = on y-i ema}.
Niiviisi saab relatsiooni moiste abil kirjeldada ka inimestevahelisi su-
gulussidemeid.

2. Relatsioonide esitusviisid. Relatsiooni madramiseks on mi-
tu voimalust. Milline neist on koige sobivam, soltub konkreetsest ees-
maérgist. Eeldame siinkohal, et hulgad, mille vahel relatsioon definee-
ritakse, on 1oplikud.

Kui relatsioon kehtib viheste elemendipaaride vahel, siis voib teda
lihtsalt ette anda paaride loendina. Vaatleme niiteks neljaelemendi-
lisel hulgal X = {1,2, 3,4} méiratud relatsiooni R, mis kehtib kahe
arvu z ja y vahel parajasti siis, kui nende arvude sonalises kujus ei
leidu iihist téhte (,,s6ltumatud arvud“). Lihtne on iile kontrollida koik
arvupaarid ning tulemuseks saame

R =1{(1,4),(2,4),(4,1),(4,2)}.

Teise voimalusena voib relatsiooni esitada suunatud graafi abil.
Kujutame hulga X elemente ja hulga Y elemente punktidena joonisel
ning tombame kaare elemendist * € X elemendini y € Y parajasti
siis, kui paar (z, y) kuulub vaadeldavasse relatsiooni. Niimoodi saame
graafi, milles koik kaared viivad ainult hulgast X hulka Y ning kus
pole iihtegi kaart kummagi hulga sees.

Néiteks olgu X tdhtede hulk {a, b} ning Y kdigi kahetéheliste sona-
de hulk, mida saab neist tédhtedest koostada, st Y = {aa, ab, ba, bb}.
Loeme, et tdht x ja sona y on relatsioonis R, kui tdht x esineb sonas y.
Seda relatsiooni esitab vasakul kujutatud graaf:

aa
a

ab

ba
b

bb

Kui hulgad X ja Y langevad kokku, siis voime relatsiooni esitada
suunatud graafiga, mille tippude hulk on X ning milles on tommatud
kaar tipust « tippu y koikide relatsiooni kuuluvate paaride (z,y) kor-
ral. Et relatsioon voib sisaldada paare, mille komponendid on vord-
sed, siis voib saadud graaf, erinevalt eelnevas vaadeldud suunatud
graafidest, sisaldada ka silmuseid. Graaf, mis kujutab samasusrelat-
siooni, koosnebki ainult silmustest. Ulemisel joonisel paremal antud
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graaf kujutab niiteks jaguvusrelatsiooni hulgal X = {1,2,3,4,5,6},
st tipust = viib kaar tippu y parajasti siis, kui arv « jagub arvuga y.

Suunatud graafide ja relatsioonide vahel on téielik analoogia: iga-
le suunatud graafile, kus voib esineda silmuseid, vastab relatsioon ja
igale relatsioonile graaf. Sisuliselt on siin tegemist {ihe ja sama objek-
ti kirjeldamisega erinevate vahendite abil. Matemaatiliste mudelite
konstrueerimisel ja analiilisimisel kasutatakse valdavalt relatsioone;
kui aga oluline on seoste néitlikustamine, siis eelistakse graafe.

Relatsiooni hulkade X = {x1,z2,...,2m} ja Y = {y1,y2, .-, Yn}
vahel saab ette anda ka maatriksiga, mille mootmed on m x n, kusjuu-
res reas ¢ ja veerus j asub védrtus 1, kui elemendipaar (z;,y;) kuulub
relatsiooni, ning vaértus 0 vastasel korral. Juhul X =Y saame ruut-
maatriksi. Kui R on néiteks viimati vaadeldud jaguvusrelatsioon, siis
tema maatriks on

1 0 0 0 0 O
1 1.0 0 0 O
1 01 0 0 O
R_110100
1 0 001 0
111 0 0 1

Relatsioonil voib olla mitu maatriksesitust, sest hulkade X ja Y
elemente voib jirjestada mitmel viisil. Seega ei tarvitse kaks erine-
vat maatriksit kujutada erinevaid relatsioone, segaduste véltimiseks
tuleks alati selgelt kindlaks mé&drata vastavus hulga elementide ja
maatriksi ridade voi veergude vahel. Maatrikskuju sobib oma kom-
paktsuse ja iilevaatlikkuse tottu hésti relatsiooni esitamiseks arvutis.

3. Ekvivalentsi- ja jirjestusrelatsioon. Praktikas esinevad sa-
geli teatavate kindlate omadustega relatsioonid. Hulgal X mé&ératud
relatsiooni R nimetatakse

o refleksiivseks, kui iga x € X korral (z,x) € R;

o antirefleksiivseks, kui iga x € X korral (x,z) € R;

o simmeetriliseks, kui (z,y) € R korral alati (y,z) € R;

o antisimmeetriliseks, kui (z,y) € R ja (y,x) € R korral alati

T =1Y;

o transitiivseks, kui (z,y) € R ja (y, z) € R korral alati (z, z) € R.

Refleksiivne relatsioon sisaldab endas koiki paare, mille kompo-
nendid on vordsed. Sellise omadusega on néiteks samasusrelatsioon Z.
Lihtne on n#ha, et iga muu refleksiivne relatsioon R sisaldab endas

relatsiooni Z, st Z C R. Vastupidi, antirefleksiivne relatsioon ei tohi
sisaldada iihtegi vordsete komponentidega paari, st ZNR = &.
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Relatsioon on siimmeetriline, kui ta koos paariga (z,y) sisaldab
ka vastupidist paari (y,x). Stimmeetriline on néiteks relatsioon

R={(1,2),(2,1),(3,3),(3,5),(5,3)}.
Eelnevas vaadeldud relatsioonidest on siimmeetrilised veel reaalarvu-
de hulgal médratud relatsioonid |x| + |y| = 1 ja |z + y| = 1 ning
relatsioonid = ja #.

Antistimmeetriline relatsioon ei tohi sisaldada korraga paare (x, y)
ja (y,x), vilja arvatud juhul, kui paari komponendid on vordsed. See
téahendab, et kui x # y, siis voib relatsiooni kuuluda kas paar (x,y)
voi (y,x), aga mitte molemad. Antisimmeetriline on néiteks isaks
olemist valjendav relatsioon: kahest erinevast inimesest x ja y saab
ainult iiks olla teise isa, voib ka juhtuda, et pole kumbki. Relatsioon
voib olla korraga siimmeetriline ja antistimmeetriline, niisugused on
parajasti samasusrelatsioon 7 ja koik selle alamhulgad.

Transitiivne on tikskoik millisel hulgal méadratud jaguvusrelatsioon
(naiteks kui 12 jagub 6-ga ja 6 jagub 3-ga, siis 12 jagub 3-ga) ning
samuti néiteks relatsioon

R =1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,4)}.

Kui votame kaks paari (z,y) ja (y, z) nii, et esimese paari teine ja teise
paari esimene komponent iihtivad, siis leidub relatsioonis kindlasti ka
paar (z, z), mis on moodustatud paaride iilejadnud komponentidest.

Relatsiooni, mis on refleksiivne, siimmeetriline ja transitiivne, ni-
metatakse ekvivalentsiks. Ekvivalents on {iks levinumaid relatsioo-
ne matemaatikas, tema mitmekesiseid avaldumisvorme illustreerivad
jargmised néited.

Niide 6. Suvalisel hulgal X méaédratud samasusrelatsioon Z on ekvi-
valents. Et samasusrelatsiooni kuuluvad ainult vordsete komponen-
tidega paarid, rahuldab see relatsioon triviaalselt nii refleksiivsuse,
siimmeetrilisuse kui ka transitiivsuse tingimust. Siia kuulub ka kahe
arvu vordusseos =.

Niide 7. Valime hulgaks X téaisarvude hulga Z ning fikseerime po-
sitiivse taisarvu m. Madrame relatsiooni R, mis kehtib kahe téisarvu
a ja b puhul parajasti siis, kui need arvud annavad arvuga m jagades
sama jédgi. Selline relatsioon on ekvivalents.

Niéide 8. Olgu X koigi lausearvutusvalemite hulk. Loeme, et kaks
valemit on relatsioonis R parajasti siis, kui nad on samavaarsed. Nii-
sugune relatsioon on samuti ekvivalents: ta on refleksiivne, sest iga
lausearvutusvalem F' on samavaédrne iseendaga, samuti siimmeetrili-
ne, sest kui valem F' on samavéirne valemiga G, siis on ka valem G
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samavaarne valemiga F', ta on ka transitiivne, sest kui valem F' on
samavéiarne valemiga G ja valem G valemiga H, siis on valem F' sa-
mavairne valemiga H.

Niide 9. Olgu X suunatud graafi G tippude hulk ning kaks tippu
u ja v relatsioonis R parajasti siis, kui tipust w viib suunatud ahel
tippu v ning tipust v viib suunatud ahel tippu u. Kui teha loomulik
kokkulepe, et iga tipp on relatsioonis iseendaga, siis on R ekvivalents.

Niide 10. Olgu X ja Y mingid hulgad ning f : X — Y funktsioon
hulgast X hulka Y. Defineerime relatsiooni R hulgal X nii, et loeme
kahe elemendi a € X ja b € X puhul (a,b) € R parajasti siis, kui
f(a) = f(b). Lihtsalt voib veenduda, et R on ekvivalents. Kui niiteks
X on koigi inimeste hulk, Y mittenegatiivsete tdisarvude hulk ning
funktsioon f seab igale inimesele vastavusse tema vanuse, siis seob
relatsioon R parajasti neid inimestepaare, kelle vanused on vordsed.

Intuitiivselt voib ekvivalentsi moista kui teatavat norgemat liiki
vordust, st loeme kahte elementi, mille vahel kehtib ekvivalents, tei-
neteisest teatavas mottes eristamatuks.

Hulgateoorias toestatakse, et hulgal X méaaratud ekvivalents jagab
selle hulga klassideks, seejuures on klassid omavahel 16ikumatud ja
itheskoos katavad nad kogu hulga X. Uhte klassi kuuluvad elemen-
did on koik omavahel ekvivalentsed. Niites 7 vaadeldud ekvivalentsi
puhul koosneb iga klass arvudest, mis annavad jagamisel m-ga iihesu-
guse jadgi, ndite 9 puhul kujutab iga ekvivalentsiklass parajasti graafi
tugevalt sidusat komponenti. Samasusrelatsiooni ehk vorduse puhul
on koik ekvivalentsiklassid {iheelemendilised.

Relatsiooni, mis on refleksiivne, antisimmeetriline ja transitiivne,
nimetatakse mitterangeks jarjestuseks, relatsiooni, mis on antireflek-
siivne ja transitiivne, aga rangeks jarjestuseks.

Jérjestusrelatsioonide tuntuimad néited on tikskoik millisel arvu-
hulgal miaratud mitterange vorratus < ja range vorratus <. Vorra-
tus < on refleksiivne, sest iga arvu a korral a < a, antistimmeetriline,
sest vorratustest a < b ja b < a jareldub a = b, ning transitiivne, sest
kui a < bjab < ¢, siis a < ¢. Samuti on vorratus < antirefleksiivne,
sest lihegi arvu a korral ei saa kehtida a < a, ning transitiivne.

Jérjestusrelatsioonid on ka teatava hulga A koigi alamhulkade hul-
gal P(A) méadratud mitterange sisalduvus C ja range sisalduvus C.

Kui X on naturaalarvude hulk, siis osutub relatsioon R, mis keh-
tib kahe arvu z ja y vahel parajasti siis, kui arv x jagub y-ga, samuti
jarjestuseks. Koigi sonade hulgal saab méédrata leksikograafilise jarjes-
tuse, mida kasutatakse naiteks nimestike voi sonaraamatutes sonaar-
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tiklite sorteerimiseks. Koik need jarjestused rahuldavad definitsiooni
tingimusi. Muuhulgas rahuldab mitterange jérjestuse tingimusi ka sa-
masusrelatsioon 7.

Mitterange jarjestusrelatsiooni kujutamiseks kasutatakse sageli nn
Hasse diagrammi, mis saadakse relatsiooni graafist jargmiste lihtsus-
tuste teel. Koigepealt eemaldatakse graafist koik silmused: mitteran-
ge jarjestusrelatsioon on refleksiivne ja seetottu tuleks niikuinii iga
tipu juurde silmus lisada. Teiseks eemaldatakse koik kaared, mille
olemasolu jareldub transitiivsusest. See tdhendab, kui graafis on kaar
tipust x tippu y ja kaar tipust y tippu z, siis kaart tipust x tippu z
enam ei joonistata. Lopuks korraldatakse graafi tipud nii, et koik
kaared on suunatud iilevalt alla, ja jaetakse &ra nooled.

Valime néiiteks hulgaks X arvu 36 koigi jagajate hulga, seega
X = {1,2,3,4,6,9,12,18,36} ja vaatleme sellel jaguvusrelatsiooni,
mis, nagu teame, on mitterange jirjestus. Selle relatsiooni Hasse dia-
gramm on kujutatud jargmisel joonisel vasakul. Kuigi naiteks arvude
36 ja 6 vahel kaart ei ole, jareldub jooniselt siiski, et paar (36,6)
kuulub vaadeldavasse relatsiooni, sest sinna kuuluvad paarid (36, 12)
ja (12,6). Samuti kuuluvad relatsiooni koik vordsete liikmetega paa-
rid, ehkki vastavad silmused on diagrammilt dra jaetud. Teise niitena
on joonisel paremal esitatud kolmeelemendilise hulga A = {1,2,3}
koigi alamhulkade hulgal P(A) médratud mitterange sisalduvusrelat-
sioon. Selle Hasse diagrammi lugemisel kehtivad samasugused reeglid.

e

Ulesanded

1. Toestada, et kolme hulga X, Y ja Z korral kehtivad vordused:
a) Xx (Y NZ2)=(XxY)N(X x Z);
b) Xx (YUZ)=(XxY)U(X x Z);
) X x(Y\2)=(XxY)\ (X x 2).
2. Selgitada, kui palju leidub n-elemendilisel hulgal: a) tildse relat-
sioone; b) refleksiivseid relatsioone; c¢) stimmeetrilisi relatsioone;
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. Olgu X hulk, mis koosneb jargmis-

d) refleksiivseid ja stimmeetrilisi relatsioone; e) stimmeetrilisi ja
antislimmeetrilisi relatsioone.

. Esitada koordinaatteljestikus reaalarvude hulgal R méaratud re-

latsioon R = {(z,y): —2> +1>yjay >z +1}.

0 0 0 0 0 0 0 O
test Vana-Kreeka jumalatest: Eury- (1 0 1 1 1 1 0 1
bia, Gaia, Kronos, Nereis, Pontos, 8 8 8 8 8 8 (1) 8
Rhea, Zgus, Urano.s. Sellel hu’lgal on |y 00100 0 0
defineeritud relatsioon R, millepu- (o 0o o o 0o o 1 o
hul (z,y) € R parajasti siis, kuiy (0 0 0 0 0 0 0 0

o 0 1 0 0 1 0 O

on x-i jarglane. Korval on toodud
relatsiooni maatriks, kus i-nda rea ja j-nda veeru element on 1,
kui nimekirja ¢-nda liikme jareltulija on nimekirja j-s liige. Joo-
nistada sellele relatsioonile vastav sugupuugraaf.

Leida, millised omadused (refleksiivus, antirefleksiivus, stimmeet-

rilisus, antistimmeetrilisus, transitiivsus) on jargmistel hulgal X mé&a-
ratud relatsioonidel.

5.

© x>

10.
11.

12.

15.
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X =Z, R={(m,n): m+n on paarisarv}.

X =7,R=1{(m,n): m* =n’}.

X =R, R={(z,y): x —y < 10}.

X =R, R={(z,y): =] <y}
X=PA),R={U,V):U\V = o}

X on koigi inimeste hulk, R = {(z,y): = on y-i isa}.

Millised omadused on tiihirelatsioonil & ja téisrelatsioonil U7

Millised omadused on jargmiste graafidega antud relatsioonidel?

13. 14.

Leida relatsioon hulgal X = {1,2,3,4}, mis
a) on refleksiivne ja pole stimmeetriline ega antisiimmeetriline;
on refleksiivne ja pole transitiivne;
on refleksiivne ja stimmeetriline, kuid pole transitiivne;
on antirefleksiivne, siimmeetriline ja transitiivne;
on antirefleksiivne, antisimmeetriline ja transitiivne.

Q. o T

)
)
)
)

@



16. Milline iseloomulik omadus on relatsiooni graafil, kui relatsioon
on a) refleksiivne, b) antirefleksiivne, ¢) siimmeetriline, d) anti-
stimmeetriline, e) transitiivne?

Relatsiooni R C X x X nimetatakse norgalt transititvseks, kui
(z,y) € R, (y,2) € R ja (z,w) € R korral alati ka (z,w) € R.
17. Kas iga transitiivne relatsioon on ka nérgalt transitiivne?
18. Kas iga refleksiivne norgalt transitiivne relatsioon on transitiivne?

Kas jargmised hulgal X mé#ratud relatsioonid on ekvivalentsid?

19. X =Z, R ={(m,n): |m| = —n}.

20. X =R, R ={(z,9): z|y| = y|z|}.

21. X = R, arvud z ja y on relatsioonis R parajasti siis, kui nad
annavad ldhimaks tdisarvuks iimardades vordsed arvud.

22. X = R xR, paarid (a,b) ja (c,d) on relatsioonis R parajasti siis,
kuia—d=c—0.

23. X on tasandi sirgete hulk, R ={(s,t): sirged s ja t on risti}.

24. Teha kindlaks, kas jargmised koigi inimeste hulgal méaaratud re-
latsioonid on ekvivalentsid: a) ,vAhemalt niisama vana kui“; b)
,sugulane’; ¢) ,samast soost”; d) ,sama riigi kodanik®; e) ,sober®.

25. Leida koik ekvivalentsirelatsioonid hulgal X = {1,2,3,4}.

26. Toestada, et relatsioon R on ekvivalents parajasti siis, kui ta on
refleksiivne ja rahuldab tingimust: (x,y) € R ja (y, 2) € R korral
alati (z,z) € R.

27. Leida viga jargmises ,toestuses”. Iga siimmeetriline ja transitiivne
relatsioon R C X x X on ka refleksiivne ning kujutab seega ek-
vivalentsi. Olgu x € X. Relatsiooni R siimmeetrilisus tdhendab,
et alati, kui (z,y) € R, on ka (y,x) € R. Rakendades seostele
(z,y) € R ja (y,z) € R transitiivsust, saame (z,z) € R. Et
see arutelu kehtib suvalise elemendi x € X korral, siis sisaldab
relatsioon R koiki paare (z, ) ja on refleksiivne.

28. Leida koik mitteranged ja ranged jarjestusrelatsioonid, mis on
méératud hulgal X = {a,b, c}.

Koostada jargmiste hulgal X antud jarjestusrelatsioonide Hasse
diagrammid.
29. X ={-5,-4,...,4,5}, R ={(m,n): |m| < |n|}.
30. X on kahest tdhest A ja B koostatud kolmetéheliste sonade hulk,
R tahestikulise jarjestuse relatsioon.
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IX. TEHTED RELATSIOONIDEGA

1. Pohitehted. Et relatsioonid on hulgad, siis saab nendega soo-
ritada samasuguseid tehteid nagu iildse hulkadega.

Olgu R ja S kaks relatsiooni hulkade X ja Y vahel. Relatsioonide
R ja S iihend on relatsioon R U S, mis koosneb nii relatsiooni R kui
ka relatsiooni & kuuluvatest paaridest:

RUS ={(z,y): (z,y) € R voi (x,y) € S}.
Relatsioonide R ja S thisosa on relatsioon R NS, mis koosneb
relatsioonide R ja S ihistest paaridest:
RNS ={(z,9): (z,y) €R ja (z,y) € S}.
Relatsioonide R ja S vahe on relatsioon R \ S, mis koosneb sel-

listest relatsiooni R kuuluvatest paaridest, mis samal ajal ei kuulu
relatsiooni S:

RA\S ={(z,y): (x,y) € R ja (x,y) & S}
Kui R on relatsioon hulkade X ja Y vahel, siis saame leida tema
tidiendi R’, mis koosneb koigist neist otsekorrutisse X x Y kuuluvatest
paaridest, mis ei kuulu vaadeldavasse relatsiooni R:

R ={(z,y): (z,y) € R}.
Teiste sonadega, R’ =U \ R, kus U téhistab tiisrelatsiooni.
Olgu niiteks hulgal X = R antud kaks relatsiooni

R={(z,y): z <y} ja S={(z,y): z=y}
Siis

RUS ={(z,y): x <y}, RNS =g,

R\S =R, R ={(z,y): z > y}.

Koigi nimetatud tehete tulemusena saame uuesti relatsiooni hulka-
de X ja Y vahel. Samuti kanduvad neile tehetele iile koik omadused,
mis on iildse hulkadega sooritatavatel tehetel.

Lisaks vaadeldakse veel relatsiooni R pédrdrelatsiooni R, mis
saadakse relatsioonist R, muutes koigis sinna kuuluvates elemendi-
paarides komponentide jarjekorra vastupidiseks:

R ={(y,2): (z,y) € R}.
Kui R on relatsioon hulkade X ja Y vahel, siis R~ on relatsioon
hulkade Y ja X vahel. Néiiteks juhul, kui R = {(a,3),(b,4)}, on
R = {(Sa Cl), (4a b)}
Kui relatsiooni R koigis paarides muuta kaks korda komponenti-
de jarjekorda, siis saame jille sama relatsiooni. Seega kehtib vordus
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(R™1)~! = R. Samuti véib kergesti veenduda, et relatsioon R on
stimmeetriline parajasti siis, kui R™! = R.

2. Kompositsioon. Olgu R C X x Y ja S C Y x Z kaks relat-
siooni. Relatsioonide R ja S kompositsiooniks nimetatakse relatsiooni
RoS C X x Z, mis on médratud avaldisega

RoS ={(x,2): leidub y € Y nii, et (z,y) € R ja (y,2) € S}.

Vaatleme niiteks koigi inimeste hulgal méédratud relatsioone R ja
S, kusjuures (z,y) € R, kui « on y-i isa, ning (z,y) € S, kui z on
y-1 ema. Kompositsioon R o § tdhendab seega selliste paaride (z, z)
hulka, mille korral leidub element y nii, et (z,y) € R ja (y,2) € S,
teiste sonadega, leidub inimene, kellele = on isa ja kes ise on z-i ema,
st & on z-i emapoolne vanaisa.

Teise néitena olgu taisarvude hulgal Z antud relatsioonid

R=A{(x,z+1):z €Z} ja S={(z,22): z € Z}.

Arvupaar (z,z) kuulub relatsiooni R o S parajasti siis, kui leidub
selline arv y, et (z,y) € R ja (y,2z) € S. Viimased tingimused té-
hendavad vordusi y = « + 1 ja z = 2y, millest z = 22 + 2. Niisiis
sisaldab relatsioon RoS ainult arvupaare kujul (z, 2x+42). Ndeme ka,
et sellesse relatsiooni kuuluvad koik niisugused arvupaarid, jarelikult
RoS = {(z,2¢+2): x € Z}. Samamoodi vo6ib leida kompositsiooni
SoR={(z,2x+1): z € Z}.
Kompositsiooni abil saab viljendada mitmesuguseid tingimusi.

Niide 1. Teatavas kontoris voib iga téotaja asuda iihes voi mitmes
ruumis ning tal voib olla teatav hulk votmeid, mis ruume avavad.
Olgu Téétajad kontori koigi té6tajate hulk, Ruumid ruumide hulk ja
Vitmed votmete hulk. Antud on relatsioonid

asub C Tootajad x Ruumid,

valdab C Téétajad x Votmed,

avab C Votmed x Ruumid.
Ulesandeks on a) avaldada kujul (z,y) € R viide: to6taja = pasiseb
ruumi y; b) leida tingimus, mis peab olema tdidetud, et iga tootaja
péadseks ruumi, kus ta asub.

a) Selleks, et tootaja x padseks ruumi y, peab tal olema véti,
mis seda ruumi avab. Teiste sonadega, hulgas Votmed peab leidu-

ma selline element z, et (z,z) € wvaldab ja (z,y) € avab. Vastavalt
kompositsiooni definitsioonile véib néutava véite kirja panna kujul

(x,y) € valdab o avab.
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b) Et to6taja x padseks ruumi y, kus ta asub, peab eelmine seos
(z,y) € valdab o avab kehtima iga elemendipaari (x,y) € asub korral.
Otsitav tingimus on jarelikult

asub C valdab o avab.

Teeme niitid kindlaks moned kompositsiooni omadused ja tema
seosed teiste tehetega.

Teoreem 1. Suvaliste relatsioonide R C X xY, S CY X Z ja
T CZ x W korral

(RoS)oT =Ro(SoT).
See tdhendab, relatsioonide kompositsioon on assotsiatiivne.
To&estus. Kahe hulga vordsuse toestamiseks néitame, et sisaldu-
vused (z,w) € (RoS)oT ja (z,w) € Ro(S0o7T) on teineteisega
samavaarsed.
Toepoolest, sisalduvus (z,w) € (R oS) o7 on kompositsiooni
definitsiooni pohjal samaviarne tingimusega
leidub z € Z, et (z,2) € Ro S ja (z,w) € T,
viimane aga samal pohjusel tingimusega
leiduvad z € Z ning y € Y, et (z,y) € R, (y,2) € Sja (z,w) € T.
Siin voime kombineerida kaks viimast elemendipaari kompositsiooni
definitsiooni abil ja kirjutada tingimuse kujul
leiduby €Y, et (z,y) € R ja (y,w) €SoT,
see aga tiahendabki, et (z,w) € Ro(SoT). Et koik teisendussammud
sailitavad samavéérsuse, siis on vaadeldavad kaks sisalduvust toesti
teineteisega samavéadrsed. ([

Teoreem 2. Kui Ix on samasusrelatsioon hulgal X ja Ty sama-
susrelatsioon hulgal Y, siis suvalise relatsiooni R C X XY korral

ROIY ZIX oR=7R.
Teiste sonadega, samasusrelatsioon on kompositsiooni suhtes iihik-
element.

T&estus. Toestame vorduse R o Zy- = R. Koigepealt on sisalduvus
(z,y) € R o Zy samaviirne tingimusega
leidub z € Y, et (z,2) € R ja (z,y) € Zy.
Et samasusrelatsioon koosneb paaridest, mille komponendid on vord-
sed, siis on saadud tingimus samavéirne tingimusega (z,y) € R.
Vordus Zx o R = R toestatakse analoogiliselt. (I

Kes on vastavate algebraliste moistetega tuttav, see voib téahele
panna kahest toestatud omadusest jarelduvat asjaolu, et koigi iihel
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ja samal hulgal X méaaratud relatsioonide hulk moodustab monoidi,
ithe matemaatikas laialt kasutatava algebralise struktuuri. Tehteks
on siin relatsioonide kompositsiooni leidmine ja iihikelemendiks sa-
masusrelatsioon. Kuid see monoid ei osutu rithmaks ning samuti ei
ole ta iildiselt kommutatiivne.

Naide 2. Naidata, et relatsiooni R C X x Y korral ei tarvitse
kehtida vordus RoR ™! = 7.

Valime X = Y = {1,2} ning vaatleme konkreetset relatsiooni
R = {(1,2)}. Siis Ro R~ = {(1,1)}, kuid Z = {(1,1),(2,2)}. Veel
lihtsam voimalus on valida relatsiooniks R tiihirelatsioon @. Siis saa-
me vorduse vasakul poolel tiihirelatsiooni, mis ilmselt ei vordu sama-
susrelatsiooniga Z.

Niéide 3. Ndidata, et hulgal X méaratud relatsioonide R ja S korral
ei tarvitse kehtida vordus RoS =S oR.

Valime pohihulgaks hulga X = {1,2} ning vaatleme relatsioone
R={(1,D}jaS={(1,2)}. Siis RoS ={(1,2)}, kuid So R = @.
Seega iildiselt kaks relatsiooni ei kommuteeru.

Edasi votame vaatluse alla omadused, mis puudutavad komposit-
siooni seost teiste tehetega.

Teoreem 3. Suwaliste relatsioonide R C X XY jaS CY x Z
korral

(RoS)™'=8"1oR™.

To&estus. Analoogiliselt eelnevate toestustega saame samavairsete

tingimuste ahela:

(z,2) € (RoS) ™ & (2,2) € (RoS) &
< leidub y, et (z,y) € Rja (y,2) € S &
& leidub y, et (y,2) e R ja (z,9) €S &
& (z,2) € SToR™
Kui alustada selle samavéérsuste ahela lugemist algusest, siis saame
toestuse, et (RoS)™t C St oR ™. Liikudes aga ahelas 16pust algu-
sesse, saame teistpidi sisalduvuse STToR ™! C (RoS)~!. Mdlematpidi
sisaldumisest aga jareldubki hulkade vordsus. O
Niide 4. Kontrollime viimase vorduse kehtivust tihel konkreetsel
juhul, kasutades kompositsiooni ja péordrelatsiooni leidmiseks graafe.
Olgu X = {a,b,c}, Y ={1,2,3} ning Z = {«, 3,7}. Seejuures olgu
hulkade X ja Y vahel antud relatsioon R = {(a, 1), (a, 2), (b,2), (¢, 3)}

ning hulkade Y ja Z vahel relatsioon S = {(2,a), (2, 0), (3,7)}.
Molemat relatsiooni véib kujutada jargmiste graafidega:
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azl 1004 :Za

b 2 2 B

c O—0 3 30——0 7
R S

Kompositsioon R o S, mis on relatsioon hulkade X ja Z vahel, si-
saldab paari (z, z) parajasti siis, kui vasakpoolses graafis viib kaar ti-
pust x mingisse tippu y ja parempoolses graafis kaar tipust y tippu z.
Niiteks padseb vasakpoolses graafis tipust a tippu 2 ning parempool-
ses graafis tipust 2 tippu «, seega kuulub kompositsiooni paar (a, ).
Niiviisi koiki voimalusi 1abi vaadates leiame

RoS ={(a,),(a,B), (b, ), (b,3), (c,7)}-
Kompositsiooni péordrelatsioon on relatsioon hulkade Z ja X vahel
ja koosneb samadest paaridest, ainult vastupidises jarjekorras:

(R o 8)71 = {(av a)’ (5a a)7 (av b)’ (5a b)7 (’7’ C)}

Kui muuta relatsioonide R ja S graafides noolte suunad vastu-
pidiseks, saame relatsioonide R~! ja S™! graafid, millelt voime sa-
masugusel viisil vilja lugeda poordrelatsioonide kompositsiooni. Ft
S ={(,2),(8,2). (+,3)} ja R™" = {(1,a), (2, a), (2,0), (3, )}, siis

§THoR™ = {(a,a), (a.b), (B,a), (8,D), (v, )}
Nieme, et antud kahe relatsiooni puhul vérdus (RoS)™! = S7toR ™!

kehtib. Soovitatav on jélgida eelnevas toestuses esitatud arutluskaiku
juhul, kui relatsioonideks R ja S on kdesolevas néites vaadeldavad.

Teoreem 4. Suvaliste relatsioonide R C X xY, S CY X Z ja

T CY x Z korral
Ro(SUT)=(RoS)U(RoT).

Seega, kompositsioon on distributiivne ithendi suhtes.

Toestus. Toestame, et vorduse vasak pool sisaldub paremas ja vas-
tupidi, parem pool sisaldub vasakus.

Kui (z,2) € Ro(SUT), siis leidub y € Y nii, et (z,y) € R ja
(y,z) € SUT. Kui viimases seoses (y, z) € S, siis (z,2) € Ro S; kui
aga (y,z) € T, siis (z,2) € Ro7. Igal juhul (z,2) € (RoS)U(RoT).

Vastupidi, kui (z,2) € (RoS)U(RoT), siis kas (z,2) € RoS voi
(z,2z) € Ro7. Esimesel juhul leidub element y nii, et (z,y) € R ja
(y, z) € S, viimasest saame (y, z) € SUT . Teisel juhul leidub element
y nii, et (z,y) € R ja (y,2) € 7, mis samuti annab (y,z) € SUT. Et
kummalgi juhul kehtib lisaks (z,y) € R, siis (z,2) € Ro(SUT). O
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Kompositsiooni ja {ihisosa vahel distributiivsus ei kehti, kuid saab
vaita jargmist.

Teoreem 5. Suvaliste relatsioonide R C X xY, S CY X Z ja
T CY x Z korral

Ro(SNT)C (RoS)N(RoT).

T&estus. Kui (z,2) € Ro(SNT), siis leidub y € Y nii, et (z,y) € R
ja (y,2) € SN T. Viimasest seosest saame (y,z) € S ja (y,2) € 7.
Tingimused (z,y) € R ja (y,z) € S annavad niiid (z,z) € Ro S,
tingimused (z,y) € R ja (y,2) € T aga (z,2) € R o 7T. Jérelikult
(,2) €(RoS)N(RoT). O

Niéide 5. Néidata, et toestatud teoreemis ei voi alamhulgamargi
asemele kirjutada vordusmaérki.

Selleks piisab tuua néide relatsioonidest R, S ja 7, mille puhul
vasak ja parem pool on erinevad. Valime hulkadeks X, Y ja Z eelmise
néite hulgad. Olgu R = {(a,1),(a,2)}, S={(1,0)} ja T = {(2,0a)}.
Niiid on S N7 = &, mistottu ka R o (SN 7) = &. Samal ajal
RoS = {(a,0)} jaRoT = {(a, )} ning (ReS)N(RoT) = {(a,a)}.
Jarelikult on selliste relatsioonide korral teoreemi sisalduvuse vasakul
poolel tiihirelatsioon, paremal aga mittetiihi relatsioon.

3. Relatsiooni aste. Olgu R relatsioon hulgal X, st R C X x X.
Relatsiooni R aste defineeritakse jirgmiselt: R = 7 ja iga naturaal-
arvu n korral R" = R" ! oR. Relatsiooni aste on niisiis korduv kom-
positsioon iseendaga. Assotsiatiivsuse tottu kehtib ka R™ = RoR" 1.

Niiteks tdisarvude hulgal méaratud relatsiooni

R={(z,z+1): z€Z}
korral on R? = {(z,2 +2): v € Z}, R® = {(z,x +3): 2 € Z} ja
ildiselt, R" = {(z,z + n): z € Z}. Kui R tahendab ,isaks olemise*
relatsiooni, siis R? on relatsioon ,jisa isa® (isapoolne vanaisa), R3 on
relatsioon ,isapoolse vanaisa isa“ jne.
Teoreem 6. Paar (z,y) kuulub astmesse R", kus n > 1, parajasti

si1s, kui hulgas X leiduvad elemendid zg, . .., zp Nii, €t 20 = X, 2, = Y
jaigai=0,...,n—1 korral (z;,2i1+1) € R.
r = 20 Z1 z9 Zn—1 Y = Zn

Toestus. Toestame selle véite induktsiooniga astendaja n jargi.

Baas. Kui n =1, siis 2o = = ja 21 = y ning viide on ilmne.

Samm. Eeldame, et vdide kehtib juhul n = k, ning vaatleme juhtu,
kusn =k + 1.
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Kui (z,y) € R*!, siis astme moiste kohaselt (z,y) € R¥ o R.
Jarelikult leidub hulgas X element z, mille korral (z,z) € R* ja
(z,y) € R. Neist seostest esimesele rakendame induktsiooni eeldust:

leiduvad elemendid zo, ..., zx nii, et 20 = =, 2z = z ja (2i,zi+1) € R
igai =0, ..., k—1 korral. Vottes niiiid zx4+1 = y, saamegi sobiva
jarjendi zo, ..., Zkt1-

Vastupidi, kui leiduvad elemendid zy, ..., 2x+1, millel on noutavad
omadused, st zo0 = x, zkr1 = y ja (24,2i41) € Rigai =0, ..., k
korral, siis osajirjendile zg, ..., zx induktsiooni eeldust rakendades
saame (z,z;) € R, mis koos seosega (z,2k41) € R annabki, et
(z,y) € RF1L O

4. Sulundid. Oleme vaadelnud relatsioonide mitmesuguseid oma-
dusi: refleksiivus, stimmeetrilisus, transitiivsus jne. Kui antud relat-
sioonil R C X x X mingi omadus puudub, siis pakub huvi kiisimus,
kui palju ja milliseid paare tuleb talle lisada, et see omadus tekiks.
Vihimat teatava omadusega relatsiooni, mis relatsiooni R sisaldab,
nimetatakse relatsiooni R sulundiks selle omaduse suhtes. Sulundit
moistetakse vahimana hulkade sisalduvuse mottes: iga teine relat-
sioon, millel on vaadeldav omadus ja mis sisaldab relatsiooni R, si-
saldab iihtlasi ka relatsiooni R sulundit.

Praktikas olulisimaid on transititvne sulund, vahim transitiivne re-
latsioon, mis sisaldab antud relatsiooni, ning refieksiivne transitiivne
sulund ehk vahim antud relatsiooni sisaldav relatsioon, mis on nii
refleksiivne kui ka transitiivne. Neile kahele sulundiliigile pé6ramegi
jirgnevas tahelepanu. Relatsiooni R transitiivset sulundit mérgitak-
se tihisega R, refleksiivset transitiivset sulundit aga tihisega R*.
Definitsioonist jareldub otse, et relatsioon on transitiivne parajasti
siis, kui ta iihtib oma transitiivse sulundiga.

Niide 6. Leida hulgal X = {1,2,3} mé&iratud relatsiooni R =
{(1,2),(2,3),(3,2)} transitiivne sulund ja refleksiivne transitiivne su-
lund.

Vaadeldav relatsioon ei ole transitiivne, sest ta sisaldab kiill paare
(1,2) ja (2, 3), aga mitte paari (1, 3), nagu noéuab transitiivsuse tingi-
mus. Seetottu peab transitiivne sulund sisaldama seda paari. Lisame
selle relatsioonile, millega saame relatsiooni

Ri= {(L 2)7 (L 3)7 (2a 3)7 (Sa 2)}
See relatsioon pole ikka transitiivne, sest sinna kuuluvad paarid (2, 3)
ja (3,2), aga mitte paar (2,2) ega paar (3,3). Lisame need paarid:
R2={(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}.
Tulemuseks on transitiivne relatsioon, jirelikult R™ = R,.
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Et lisaks transitiivsusele kindlustada refleksiivsust, peame lisama
viimasele relatsioonile koik paarid kujul (x,x). Seega

R*={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}.
Definitsiooni asemel v6ib transitiivse sulundi leidmiseks kasutada
ka jargmist teoreemi.
Teoreem 7. Relatsiooni R C X x X transitiivne sulund RT aval-
dub valemiga

o0
Rt =[JR"
i=1

Toestus. Toestame, et valemi parem pool kujutab vahimat transi-
tiivset relatsiooni, mis sisaldab relatsiooni R.

Koigepealt, relatsioon U;’ilRi on transitiivne. Toepoolest, kui ta
sisaldab paare (z,y) ja (y, z), siis peab mingite k > 1 ja [ > 1 korral
olema (x,y) € R” ja (y,2) € R'. Kompositsiooni definitsiooni pohjal
(z,2) € R¥ o R' = RFF! ning jirelikult (z,2) € U, R'.

Olgu niiid S mingi transitiivne relatsioon, mis sisaldab relatsiooni
R. Valime suvalise paari (z,y) € U2, R". Sel juhul (z,) € R* mingi
k > 1 korral ning teoreemi 6 pohjal leiduvad elemendid zy, ..., zx
nii, et 2o =z, 2y =y jaigai =0, ..., k—1 korral (2;, z;+1) € R. Ent
siis ka (z;, z;4+1) € S ning relatsiooni S transitiivsuse tottu (z,y) € S.
Jarelikult kehtib U R C S,

Et vaadeldav relatsioon U R sisaldab ka relatsiooni R, siis ra-
huldab ta koiki transitiivse sulundi tingimusi ja peab seega vorduma
relatsiooniga RT. (]

Jareldus 1. Relatsiooni R C X x X refleksiivne transitiivne su-
lund R* avaldub valemiga

R* = fj RE.
=0

Toestus. Et transitiivne sulund oleks ka refleksiivne, peame sinna
lisama koik vordsete komponentidega paarid. See on aga sama kui
leida relatsiooni iihend relatsiooniga Z = R°. (]

Relatsiooni transitiivne sulund on seega relatsiooni koigi astmete
ithend. Selle omaduse pohjal voime transitiivsele sulundile anda jarg-
mise interpretatsiooni. Olgu relatsioon R esitatud suunatud graafiga
G, kus tipust z viib kaar tippu y parajasti siis, kui (z,y) € R. Siis
niiitab relatsioon R? mingi kahe tipu x ja y vahel seda, et esimesest
tipust on voimalik litkuda teise tédpselt kahe sammuga: leidub selline
vahepealne tipp z, et tipust x viib serv tippu z ja tipust z tippu y.
Kui kaks tippu on relatsioonis R?, siis on esimesest voimalik minna
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teise téipselt kolme sammuga jne. Seega on transitiive sulund R™ nii-
sugune relatsioon, mis kehtib suvalise kahe tipu vahel parajasti siis,
kui tihest tipust on iildse voimalik minna teise tippu, ilikskoik mitu
sammu selleks ka ei kuluks. Refleksiivse transitiivse sulundi R* puhul
loetakse veel iga tipp automaatselt seotuks iseendaga.

Niéide 7. Leida hulgal X = {1,2, 3,4} méaaratud relatsiooni R =
{(1,3),(2,1),(2,4), (3,4), (4, 3), (4,4)} transitiivne sulund.
Joonistame relatsiooni R graafi:
1 2

3

Iga tipu puhul teeme kindlaks, millistesse tippudesse on sealt voi-
malik médda kaari litkkuda, tulemuseks saame transitiivse sulundi

R* = {(1,3),(1,4), (2,1), (2,3), (2,4), (3,3), (3,4, (4,3), (4,4)}.
Néide 8. Koigi inimeste hulgal on méadratud relatsioonid
vanem = {(z,y): x on y-1 vanem}
abikaasa = {(x,y): = ja y on abikaasad}

Kahte inimest loeme ldhisugulasteks, kui {iks on teise vanem voi
kui nad on omavahel abielus. Sugulasteks iildse loeme inimesi, keda
ithendab ldhisugulussidemete ahel. Kuidas avaldub antud relatsioo-
nide kaudu sugulusrelatsioon?

Kui z ja y on ldhisugulased, siis kehtib kas (z,y) € wvanem voi
(y,z) € vanem voi (x,y) € abikaasa. Teise seose voime kirjutada
poordrelatsiooni abil kujul (x,y) € vanem™!. Lihisuguluse relatsioo-
ni moodustavad need kolm varianti {iheskoos:

lihisugulane = vanem U vanem™ ' U abikaasa.

Kahe sugulase puhul voib ahel {ihest teiseni olla pikkusega 1, pikku-
sega 2 jne, jarelikult on relatsioon, mis véiljendab sugulust inimeste
vahel, relatsiooni lGhisugulane transitiivne sulund

sugulane = (vanem U vanem™' U abikaasa)™.

Sageli tuleb transitiivset sulundit arvutada 16plikul hulgal mééara-
tud relatsioonidest. Sel juhul voib teoreemis 7 lopmatu ithendi asen-
dada loplikuga, leides ainult nii palju relatsioonide astmeid, kui suur
on hulga elementide arv.
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Teoreem 8. Kui X on n-elemendiline hulk, siis avalduvad sellel
hulgal mdédrtud relatsiooni R transitiivne sulund R™ ja refleksiivne
transititone sulund R* vastavalt valemitega

n n—1
RY =R ja R =R
=1 1=0

Toestus. Vaatleme koigepealt refleksiivset transitiivset sulundit.
Olgu (z,y) € R*. Et R* = UX,R', siis mingi k korral (z,y) € R*.
Kui niitid k£ > n, siis leidub teoreemi 6 pohjal k41 elemendist koosnev
jarjend zg, ..., 2 nii, et zg =z, 2, =y jaigat =0, ..., k—1 korral
(zi, zix1) € R. Et jarjendis on elemente rohkem kui hulgas X, peavad
kaks neist olema vordsed. Olgu s ja ¢ vordsete elementide indeksid.
Jatame vilja 1oigu zs41, ..., 2, millega saame lithema jarjendi, kus
kaks jdrjestikust elementi on ikka relatsioonis R. Niisugust operat-
siooni korrates jouame varem voi hiljem jéarjendini, mille elementide
arv ei iileta hulga X elementide arvu n. Maksimaalse pikkuse puhul
on tegemist sellise jarjendiga zg, ..., z2n—1, €t 20 = 2, 2p—1 = ¥ ja
igai =0, ..., n— 2 korral (2;,2;+1) € R. Vastavalt teoreemile 6
siis (z,y) € R"™*. Kui 16ppjirjendi pikkus osutub viiksemaks, siis
kuulub paar (z,y) relatsiooni R madalamasse astmesse. Erijuhul, kui
loppjérjendi pikkus on 1, siis x = y ja (z,y) € Z.

Eelnevaga oleme toestanud, et R* C Uf;ol’Ri. Vastupidine sisaldu-
vus on ilmne ega soltu hulga X elementide arvust. Niisiis, refleksiivse
transitiivse sulundi puhul valem kehtib.

Olgu niiiid (z,y) € RT. Bt RT = U, R, siis (z,y) € R* mingi
k > 1 korral. Vorduse RF = R o RF~! t6ttu leidub element 2z € X
nii, et (z,2) € R ja (z,y) € R¥1. Viimasest seosest jireldub ana-
loogiliselt tdestuse eelmise osaga, et (z,y) € U} R’ Kasutades
teoreemis 4 toestatud seost kompositsiooni ja iithendi vahel, saame
(z,y) € Ro (U RY) = UL R Seega Rt C U, R". Vastupidine
sisalduvus on jillegi ilmne. O

5. Projektsioon ja loige. Lopuks nimetame veel kahte tehet,
mille tulemuseks ei ole relatsioon kahe hulga vahel, vaid nendest iithe
alamhulk.

Relatsiooni R C X X Y projektsiooniks esimesele komponendile
nimetatakse hulka mR = {z: (z,y) € R} ning projektsiooniks tei-
sele komponendile hulka mR = {y: (z,y) € R}. Relatsiooni R ldige
vasakult alamhulgaga X' C X on

X' |R={y: (z,y) eRjaxre X'}
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ning 16ige paremalt alamhulgaga Y’ C Y

R|Y ={z: (z,y) ERjayeY'}.
Relatsiooni projektsioon esimesele komponendile on relatsiooni 16i-
ge vasakult hulgaga X, projektsioon teisele komponendile aga 16ige
paremalt hulgaga Y.

Loplike hulkade X ja Y puhul voime relatsiooni kujutada graafi-
kul, seades hulga X elementidele vastavusse x-telje jarjestikused na-
turaalarvulised punktid ja hulga Y elementidele analoogiliselt punk-
tid y-teljel. Kui paar (z,y) kuulub relatsiooni, siis mérgime koordi-
naattasandil vastava punkti. Relatsiooni projektsioon esimesele koor-
dinaadile tdhendab siis tasandipunktide projektsiooni z-teljele, pro-
jektsioon teisele koordinaadile aga punktide projektsiooni y-teljele.

Vaatleme néiiteks hulgal X = {1,2, 3,4} méiratud relatsiooni

R ={(1,1),(1,3),(2,1),(2,4), (4,1),(4,3),(4,4)}.

Mérgime koordinaattasandil nende koordinaatidega punktid:

[e) [e)

(o)

=N W ke
[}

o o o

1 2 3 47

Seejarel projekteerime kogu vorestiku z-teljele. Relatsiooni R pro-
jektsiooniks esimesele komponendile on 71 (R) = {1,2,4}. Projekt-
siooniks teisele komponendile saame analoogiliselt m3(R) = {1, 3,4}.
Relatsiooni 1oiget saab leida samamoodi, ainult parast teljele pro-
jekteerimist tuleb veel leida tulemuse iihisosa hulgaga X’ voi Y.

Ulesanded

1. Reaalarvude hulgal on antud relatsioonid R = {(z,y): y > 2z},
S={(z,y): z+3y>7}jaT ={(x,y): < 4y}. Teha joonised,
mis kujutavad relatsioone (RUS)N7T ja (RUS) NT.

2. Relatsioon hulkade X = {0,+1,+2,...,4+4} ja N vahel on maa-
ratud funktsiooniga f(z) = 2% + 1. Leida poordrelatsioon.

3. Olgu X ={1,2,3} jaY = {4,5,6}. Hulkade X ja Y vahel olgu
médratud relatsioon R = {(1,4), (1,5),(2,5), (3,6)} ning hulgal
Y relatsioon § = {(4,5), (4,6), (5,4), (6,6)}. Leida relatsioonid
RoS,RoS 1jaSos.
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4. Leida reaalarvudel antud relatsioonide R = {(z,y): y > 2z + 1}
ja S = {(x,y): y > 3z + 2} puhul relatsioonid R oS ja R o S.

Jargmistel joonistel on kujutatud teatavate relatsioonide graafid.
Leida nende relatsioonide vahim aste, mis osutub téaisrelatsiooniks.

Leida jargmiste relatsioonide transitiivsed sulundid, kui relatsioo-
nid on méadratud hulgal, mis koosneb esimestest naturaalarvudest.
7' R = {(17 3)5 (174)5 (27 5)5 (374)5 (47 2)) (57 2)}
8. R = {(17 2)’ (27 3)’ (374)’ (47 5)a (57 1)}
9. R= {(17 2)’ (27 5)’ (374)’ (37 5)a (47 1)a (47 5)a (57 2)}

10. Vaatleme koigi inimeste hulgal X relatsiooni
laps = {(z,y): y on z-i laps}.

Viljendada relatsiooni laps ning vastavate tehete kaudu relat-
sioonid

a) vanem = {(x,y): y on z-1 vanem};

b) lapselaps = {(x,y): y on z-i lapselaps};
¢) vanavanem = {(x,y): y on z-1 vanavanem};
d) esivanem = {(z,y): y on z-i esivanem};

)

@

odevend = {(z,y): y on z-i 6de voi vend};
f) sugulane = {(x,y): y on z-1 sugulane}.
11. Teatava ettevotte koigi to6tajate hulgal on méadratud relatsioonid
allub = {(x,y): = allub y-le},
austab = {(x,y): x austab y-t}.
Viljendada jargmised véited kujul (z,y) € R:
a) z ja y alluvad samale inimesele;
b) z ja y alluvad samale inimesele, keda aga kumbki ei austa;
¢) z-i ja y-i lilemused austavad teineteist;
d) z-i mingi alluv ja y-i mingi alluv austavad teineteist;
)
)

e) x austab nii y-t kui ka koiki tema alluvaid;

f

x ja y pole vastastikku teineteise alluvad.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

108

Vaatleme suunatud graafi G tippude hulgal méératud relatsiooni
kaar = {(u,v): tipust u viib kaar tippu v}.
Valjendada relatsiooni kaar, tehete ja relatsioonide vahelise vor-

duse abil vaited

a) G naabrusmaatriks on stimmeetriline;

b) G on tugevalt sidus;

¢) G on norgalt sidus;

d) G ei sisalda silmuseid;

e) G ei sisalda suunatud tstikleid.
Vaatleme naturaalarvude hulgal N méa&ratud relatsioone >, <,
>, <, = ja #. Millised neist on teiste kaudu avaldatavad? Mil-

line on minimaalne arv relatsioone, mille kaudu saab koik need
relatsioonid avaldada?

Olgu X teatava hulga A koigi mittetiihjade alamhulkade hulk,
st X = P(A)\ {@}. Vaatleme sellel hulgal méadratud relatsioone
R=AUV):UCV}ijaS={UV):UNV # o}. Toestada,
et S=R'oR.

Toestada, et mistahes kahe relatsiooni R ja S korral kehtivad
vordused (R1UR2) ™! = RI'URS M ja (R1NRy) ™ = RTINR, L.
Leida voimalikult véikesel hulgal mé&dratud relatsioonid R ja S,
et ei kehtiks vordus (RoS) =R o §'.

Millisel sammul tekib torge, kui piiiiame teoreemis 5 toestada
kuuluvust vastupidises suunas?

Néidata, et teoreemi 5 seoses ei tarvitse vordus kehtida isegi ju-
hul, kui koik relatsioonid on méératud iihel ja samal hulgal.
Toestada, et kehtivad seosed (RUS)o7 = (RoT)U(SoT) ja
(RNS)oT C(RoT)N(S0T).

Relatsioon R on médratud n-elemendilisel hulgal. Toestada, et
kui R"™ # @, siis iga naturaalarvu k korral R* # &.

Hulgal X = {a,b, ¢, d} on antud relatsioon

R ={(a,d), (b,b),(d,a),(d,c)}.
Leida vahim relatsioon, mis sisaldab relatsiooni R ja on: a) reflek-
siivne ja stimmeetriline; b) stimmeetriline ja transitiivne; ¢) ref-
leksiivne, stimmeetriline ja transitiivne.

Toestada, et transitiivne sulund ja refleksiivne transitiivne su-
lund on omavahel seotud vordusega R = R o R*.



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.

Toestada voi liikata timber véide: mistahes relatsiooni R korral
(R7HF =R
Toestada voi liikata timber véide: mistahes relatsiooni R korral
(R)" =(RT)"
Leida néide n-elemendilisel hulgal mé&ratud relatsioonist R, mil-
le korral R* # U 'R, Millise omadusega peab relatsioon R
olema, et kehtiks vordus RT = U 'R"?
Toestada, et n-elemendilisel hulgal méératud relatsiooni R ref-
leksiivne transitiivne sulund avaldub valemiga R* = (RUZ)""!.
Toestada, et relatsiooni R C X x Y siimmeetriline sulund aval-
dub kujul RUR™.
Olgu R ja S stimmeetrilised relatsioonid. Millised relatsioonidest
RUS, RNS, R/, R, RoS, RT on siis samuti siimmeetrilised?
Olgu R ja S antisiimmeetrilised relatsioonid. Millised relatsioo-
nidest RUS, RNS, R, R™1, RoS, R on siis samuti antisiim-
meetrilised?
Olgu R ja S transitiivsed relatsioonid. Millised relatsioonidest
RUS,RNS, R, R, RoS, RT on siis samuti transitiivsed?
Olgu R mingi relatsioon. Toestada, et R on

a) refleksiivne parajasti siis, kui Z C R;

b) antirefleksiivne parajasti siis, kui Z C R’;

¢) siimmeetriline parajasti siis, kui R~ = R;

d) antisiimmeetriline parajasti siis, kui R"' N'R C Z;

e) transitiivne parajasti siis, kui R* C R.
Tdestada, et kui relatsioon R on refleksiivne, siis R C R2.
Toestada, et relatsioon R on siimmeetriline parajasti siis, kui
R'UR™' =U.
Olgu R mingi relatsioon. Teha kindlaks, kas kehtivad jargmised
viited: a) kui R on siimmeetriline, siis ka R? on siimmeetriline;
b) kui R? on siimmeetriline, siis ka R on siimmeetriline.
Olgu R C X xY. Toestada, et relatsioonid RoR ™! ja R"1oR on
stimmeetrilised. Millisel tingimusel on kumbki neist refleksiivne?
Olgu R ja S hulgal X méédratud siimmeetrilised relatsioonid.

Toestada, et relatsioon R oS on siimmeetriline parajasti siis, kui
kehtib vordus Ro S = SoR.
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X. BOOLE’T MAATRIKSID

1. Boole’i maatriksi moiste. Késitledes arve 1 ja 0 toevéértus-
tena (kus 1 téhistab toest ja 0 védra toevddrtust), voib nende arvu-
dega sooritada lausearvutuse tehteid, néiteks leida eitust, konjunkt-
siooni ja disjunktsiooni. Samal viisil saab viimased tehted iile kanda
maatriksitele, mille iga element on kas 1 voi 0. Maatriksit, mille koik
elemendid kuuluvad hulka {0, 1}, nimetatakse Boole’i maatriksiks.

Kui A = (a;j) on Boole’i maatriks mootmetega m x n, siis tema
eitus on Boole’i maatriks C' = (c;5), kus iga i ja j korral ¢;; = —ay;.
Maatriksi A eitust téhistakse kujul —A.

Kahe samade mo6tmetega Boole’i maatriksi A = (ai;) ja B = (bij)
korral voib defineerida nende konjunktsiooni, milleks on maatriks
C = (ci;) elementidega ¢;; = a;; & b;j, ning maatriksite A ja B dis-
junktsiooni, mille puhul tulemusmaatriksi C' = (c¢;;) elemendid arvu-
tatakse valemist ¢;; = a;; Vb;;. Kahe maatriksi A ja B konjunktsiooni
ja disjunktsiooni mérgitakse vastavalt tdhisega A& B ja AV B. Koigi
kolme tehte puhul saame antud iithest v6i kahest (m x n)-maatriksist
uuesti (m x n)-maatriksi.

Need kolm tehet langevad tapselt kokku oma lausearvutuse ana-
loogidega juhul, kui piirduda maatriksitega, millel on iiksainus rida
ja iiksainus veerg.

Naide 1. Vaatleme Boole’i maatrikseid

110 01 0
A=[0 1 0 ja B=[(0 0 1
101 110

Nende maatriksite konjunktsiooni leidmiseks arvutame konjunktsioo-
ni maatriksi A elemendi ja maatriksi B samas kohas asuva elemen-
di vahel. Maatriksite disjunktsioon arvutatakse analoogiliselt, leides
maatriksite samas reas ja samas veerus asuvate elementide disjunkt-
siooni. Seega

01 0 110
A&B=10 0 0 ja. AvB=|0 1 1
100 11 1

Maatriksi eituse leidmisel tuleb koigi elementide vaartused muuta
vastupidiseks, naiteks

—|A:

o = O
= o O
O = =
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Peale lausearvutuse tehete voib vaadelda veel ka maatriksite Boo-
le’i korrutist. Kui A ja B on Boole’i maatriksid, seejuures A moStme-
tega m X n ning B mootmetega n X [, siis nende maatriksite Boole’i
korrutis on maatriks C' = (¢;;) mootmetega m x I, kusjuures

n
Cik = \/ 227 & bjk-
j=1
Boole’i korrutis sarnaneb maatriksite hariliku korrutisega, ainult ar-
vude korrutamist tolgendatakse siin toevaartuste konjunktsioonina ja
arvude liitmist disjunktsioonina. Seda, et maatriks C' on maatriksite
A ja B Boole’i korrutis, margitakse kujul C' = AB.

Niide 2. Korrutades eelmises néites vaadeldud maatriksid A ja B,
saame tulemuseks maatriksi

0 11
AB=(0 0 1
110

Naiteks esimese rea esimene saadakse siin maatriksi A esimesest reast
ja maatriksi B esimesest veerust tehetega 1 & 0V 1& 0V 0 & 1, mis
annab tulemuse 0.

Lopuks on Boole’i maatriksitega voimalik teostada veel monin-
gaid tehteid, mida saab teostada maatriksitega tildse, néiteks Boole’i
maatriksi A = (a;;) transponeeritud maatriks on maatriks A7 = (a;;).

2. Tehted relatsioonidega Boole’i maatriksite abil. Relat-
siooni maatriksesituses vastab kahe 1opliku hulga vahel méédratud re-
latsioonile R Boole’i maatriks R. Jérgnevas toestame, et vastavus
relatsioonide ja maatriksite vahel on iiksiihene ka tehete mottes: iga-
le tehtele relatsioonidega vastab tehe maatriksitega.

Teoreem 1. Loplike hulkade vahel mdéddratud relatsioonide korral
kehtivad jargmised vdited.

a) Kui R on relatsiooni R C X x Y Boole’i maatriks, siis relat-
sioonide R' ja R™! Boole’i maatriksid on vastavalt =R ja RT.

b) Kui R ja S on relatsioonide R C X xY ja S C X xY Boole’i
maatriksid, siis relatsioonide RUS ja RNS Boole’i maatriksid
on vastavalt RV S ja R& S.

¢) Kui R ja S on relatsioonide R C X XY ja S CY x Z Boole’i
maatriksid, siis relatsiooni R oS Boole’i maatriks on RS.

Toestus. Nende véaidete toestused on vordlemisi sirgjoonelised.
Toestame néiteks véite b) relatsioonide tihendi kohta.
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Olgu X = {z1,22,...,2m} jaY = {y1,¥2,...,yn} Meil on vaja
néidata, et kui R = (ri;), S = (si;) ja T = (t;;) on vastavalt relat-
sioonide R, S ja 7 = R U S Boole’i maatriksid, siis kehtib vordus
T = RV S. Toepoolest, sammukaupa lahti kirjutades saame

tij =1 (xi,yj) cT & (xi,yj) ERUS &
& (x4,y;) € ROl (z5,y;) €S &
=Ty = 1 voi Sij =1<:>7”7;j Vs = 1.
Seega t;; = 1 parajasti siis, kui 7;; Vs;5 =1,ehk T =RV S.
Toestame veel viite ¢). Olgu X = {x1,..., 20}, Y ={y1,...,Yn}
ja Z ={z1,...,2}. Sarnaselt eelneva juhuga on vaja naidata, et kui
R = (rij), S = (sj&) ja T = (tix) on vastavalt relatsioonide R, S ja
7T = RoS Boole’i maatriksid, siis kehtib vordus T' = R.S. Tdepoolest,
iga ¢ ja j korral
tix =1 (x;,21) €T & (vi,2r) ER0S &
< leidub y; nii, et (z;,y;) € R ja (y;,2x) € S <
& (zi,51) € R ja (y1, 21) € S Vol (2i,y2) € R ja (y2,2) €S
VOl ... VOl (%4, Yn) € R ja (yn,2k) €S &
<:>(’I“1'1 :1jaslk=1) vOi (Tigzlja52k=1) vOoi ...
VOl (rip =1ja sy, =1) & n
Sri&s1pVrio& s V.. Vrpn&spy =1 \/rij&sjk =1.
j=1
Boole’i maatriksite korrutise definitsiooni jargi annab samavéirsuste
ahela esimene ja viimane liige niitid 7' = RS.
Ulejaédnud vaited toestatakse analoogiliselt. O
Jareldus 1. Kui R on relatsiooni R C X x X Boole’t maatriks,
stis relatsiooni R™ Boole’i maatriks on R™, kus n on suvaline mitte-
negatitvne taisarv.
Toestus. Et R" = RoRo...oR, siis selle relatsiooni maatriks on
teoreemi viite c) pohjal R-R-...- R= R". O
See teoreem annab lihtsa meetodi relatsioonide R ja S komposit-
siooni arvutamiseks: tuleb leida relatsioonide maatriksid ja korrutada

need omavahel. Peale selle, eelmise peatiiki teoreemi 8 pohjal kehtib
n-elemendilisel hulgal méa&ratud relatsiooni R korral vordus

RT=RUR?U...UR",

mille jérgi saab kergesti arvutada relatsiooni transitiivset sulundit.
Niisugust votet voib kasutada transitiivse sulundi leidmisel arvutiga,
sest arvutis esitamiseks sobib relatsioonide maatrikskuju hésti.
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Niéide 3. Hulgal X = {1,2,3,4} on jargmisel joonisel kujutatud
graafidega antud relatsioonid R ja S. Leida R o S.

| @2 1M2
3 4 3 4
R S

Relatsioonide R ja & maatriksid on vastavalt

0 1 1 1 01 1 0
1 01 0 . 0 0 0 1
E=10 0 0 1 Ja S=111 01
01 00 1 1 0 0
Korrutame need maatriksid:
1 1 0 1
1 1 1 1
RS = 1 1 0 0
0 0 0 1

Tulemuseks saadud maatriks esitab relatsiooni R o S. Vajaduse kor-
ral voime siit vélja kirjutada ka kompositsiooni paaride loetelu (1, 1),
(1,2), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (4,4) voi joonis-
tada vastava graafi.

Niide 4. Arvutada hulgal X = {1, 2, 3} méératud relatsiooni R =
{(1,3),(2,1),(2,2),(3,2)} transitiivne sulund.

Et hulk, millel relatsioon on antud, koosneb kolmest elemendist,
siis eelmise peatiiki teoreemi 8 kohaselt Rt = R UR? U R3. Leiame
relatsioonide R, R? ja R® maatriksid:

0 0 1 01 0 1 1 0
R=|110|, R=[111], R=[111
0 1 0 1 1 0 1 1 1
Jarelikult relatsiooni R maatriks on
1 1 1
RVR*VR}*=11 1 1
1 1 1

Seega on relatsiooni R transitiivne sulund téisrelatsioon U.

113



3. Transitiivse sulundi leidmise algoritm. Eelnevas vaadel-
dud meetod relatsiooni transitiivse sulundi leidmiseks on kiill lihtne,
kuid ta pole koige efektiivsem. Selleks, et arvutada n-elemendilisel
hulgal méaratud relatsiooni R transitiivset sulundit, tuleb teostada
n — 1 maatriksite korrutamist, millega leiame relatsiooni maatriksile
R lisaks maatriksid R?, ..., R™, ning koigi nendega omakorda n — 1
maatriksite disjunktsiooni. Elementaarseid loogikatehteid kulub ka-
he (n x n)-maatriksi korrutamiseks iihtekokku n*(2n — 1) ning kahe
maatriksi disjunktsiooni arvutamiseks n?, seega kulub transitiivse su-
lundi leidmiseks n%(2n — 1)(n — 1) + n*(n — 1) = 2n3(n — 1) tehet
(keerukusteooria terminites on selle algoritmi to6aeg O(n?)).

Parema algoritmi saame aga suunatud graafide peatiikis vaadel-
dud Floyd-Warshalli algoritmi modifitseerides, kui jitame seal ser-
vade pikkused arvestamata ja uurime ainult seda, kas graafi iihest
tipust padseb modda ahelat teise tippu voi mitte. Sellise kujuga algo-
ritmi esitaski koigepealt Warshall, seetottu nimetatakse transitiivse
sulundi leidmise algoritmi Warshalli algoritmiks.

Warshalli algoritm. Olgu relatsioon R méaaratud n-elemendilisel
hulgal Boole’i maatriksiga R. Peale selle kasutab algoritm t66 kiigus
veel iihte Boole’i maatriksit A mootmetega n x n.

o Omistada maatriksi A iga elemendi a;; véértuseks maatriksi R

elemendi r;; vidrtus.

e Igak=1,2 ..., nkorral,igai=1, 2, ..., n korral, iga j =1,

2, ..., n korral: asendada a;; vadrtus arvuga a;i & ar; V a;j.
Tulemuseks on maatriks A.

Relatsiooni R transitiivse sulundi R" maatriks ongi maatriks A.
Toepoolest, kui X = {x1,zs,...,2,}, siis vélimise tsiikli (tsiikliin-
deksiga k) igal sammul lisatakse maatriksiga A esitatud relatsioonile
need paarid (z;,x;), mille korral viib elemendist x; elemendini z;
jarjend, kus iga kaks jarjestikust elementi on relatsioonis R ja iihegi
vahepealse elemendi indeks pole suurem kui k. Selline jirjend saab
leiduda ainult kahel juhul: kas on juba elemendipaari (z;,z;) puhul
leitud jarjend, mille vahepealsete elementide indeksid pole suuremad
kui £ — 1, voi on leitud kaks sama omadusega jérjendit elemendipaa-
ride (x;, k) ja (rk,x;) vahel. Esimesel juhul on tsiikli monel vara-
semast sammust a;; = 1, teisel juhul aga a;; = 1 ja ap; = 1. Pérast
viimast sammu, kui & = n, on vahepealsete elementidena lubatud
koik elemendid, st arvesse voetud parajasti koik paarid (x;, z;), mille
komponente iildse mingi jarjend ithendab. Teiste sonadega, on konst-
rueeritud relatsiooni transitiivne sulund.
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Warshalli algoritmis tdidetakse tsiiklite sisu n® korda ning iga kord

tehakse kaks loogilist tehet. Seega kulutab Warshalli algoritm tran-
sitiivse sulundi leidmiseks 2n® tehet (keerukusteooria terminites on
algoritmi keerukus O(n®)). Arvu n suure viidrtuse korral on té6kulu
tunduvalt vdiksem kui eelmise meetodi puhul.

Ulesanded

1. Olgu antud relatsioonide R ja & Boole’i maatriksid. Milline on

2.

nende relatsioonide vahe Boole’i maatriks?

Leida jargmiste graafidega méaratud relatsioonide kompositsioon.
3.

1 21 2 L 1
6 26 2
5 35 3
4 5 4 5 h h

. Toestada, et Boole’i maatriksite korrutamine on distributiivne

disjunktsiooni suhtes, st A(BV C) = (AB) Vv (AC).

. Tuua naide, millest selgub, et Boole’i maatriksite korrutamine

pole distributiivne konjunktsiooni suhtes, st ildiselt ei kehti vor-
dus A(B& C) = (AB) & (AC).

. Hulgal X = {1,2,...,n} on méédratud relatsioon

R={(z,y): |z —y[ <1}
Leida relatsiooni R¥ maatriks, kus k=1, 2, ...

. Milline iseloomulik omadus on relatsiooni maatriksil, kui relat-

sioon on: a) refleksiivne; b) antirefleksiivne; c) siimmeetriline;
d) antisiimmeetriline; e) transitiivne?

. Kasutades asjaolu, et relatsioon R on transitiivne parajasti siis,

kui R? C R, formuleerida tingimus maatrikskujul antud relat-
siooni transitiivsuse kontrollimiseks.

. Eelmises iilesandes leitud tingimuse abil kontrollida, kas maat-
riksitega
1 01 0 01 1 1 0 1 1 1
1 01 0 0 0 1 1 1 0 1 1
R= 1 0 1 0}’ 5= 0 0 0 1]’ = 1 1 0 1
1 01 0 0 0 0 O 1 1 1 0

maaratud relatsioonid on transitiivsed.
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Rakendada Warshalli algoritmi jargmiste maatriksitega maaratud

relatsioonide transitiivse sulundi arvutamiseks.

10. 01 000 11. 01 010
0 01 0O 1 0 0 0 1

R=1]0 0 0 1 O R=(0 1 1 1 0

0 0 0 01 1.0 0 00

0 00 0O 0 01 01

12. Kuidas tuleks Warshalli algoritmi tédiendada, et tema abil saaks

arvutada relatsiooni R refleksiivset transitiivset sulundit?

13. Meiliviirus levib iihepéevaste tsiiklite kaupa. Iga paev kell 23.59
saadab ta ennast edasi koikidele meiliprogrammi aadressiraama-
tus leiduvatele aadressidele ning jaab siis ootama jargmist paeva.
Vaatleme viiruse levikut kiimneliikmelises tutvuskonnas. Jargne-
va tabeli i-nda rea j-ndas veerus on arv 1, kui inimese ¢ aadres-
siraamatus on kirjas inimese j aadress.

1 2 3 45 6 7 8 910

110 1. 01 000 1 0O

2(1 0 001 00 0 O0O

3]0 001 01 1000

41 01 0 001 1 00O

5(1 0 0 0O0OO O0O1O0O0

6/0 01 0001 00O

7{0 0 01 0 00O O O 1

80 0 0O1 1 00 0 0O

9]0 0 0OOO1 0 O0 OO0

10({0 01 0001010
Mitme péevaga on koigi kiimne inimese arvutid nakatunud, kui
esimese pédeva alguses satub viirus iihte arvutisse neist kiimnest?
Leida inimesed, kelle arvuti nakatumisel haarab viirus koige kiire-
mini koik arvutid enda valdusse ja kelle puhul koige aeglasemalt.
Milline on minimaalne ja maksimaalne selleks kuluv paevade arv?
14. Muusikapala voib sisaldada jargmist tiiilipi osi: allegro, modera-

to, andante ja vivo. Mitmekiilgsuse huvides on kehtestatud jérg-
mised kompositsioonipohimoétted: 1) andante-osa ei voi vahetult
jargneda moderato-osale ega moderato-osa andante-osale, 2) al-
legro-osale ei voi vahetult jargneda vivo.

a) Mitu 4-osalist muusikapala saab neil tingimustel koostada?

b) Lisame niiiid tingimuse, et muusikapala peab sisaldama vé-
hemalt kahte tiiiipi osa. Mitu voimalust siis on?

¢) Muusikapalas peab kindlasti olema vihemalt tiks allegro-
osa. Mitu voimalust on niitid muusikapala koostada?
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XI. JAGUVUS

1. Arvude jaguvus. Olgu a ja b tiisarvud. Utleme, et arv a jagab
arvu b ehk arv b jagub arvuga a, kui leidub taisarv m nii, et b = am.
Kui a # 0, siis tdhendab jaguvus seda, et jagatis b/a on téisarv.
Kui arv a jagab arvu b, siis nimetatakse arvu a arvu b teguriks ehk
jagajaks ja arvu b arvu a kordseks. Asjaolu, et arv a jagab arvu b,
tahistatakse a | b voi ka b : a. Néaiteks 3 | 111, 7 | =91, —7 | —91.
Vastupidist asjaolu, et arv a ei jaga arvu b, tdhistatakse a 1 b.

Igal taisarvul a on kindlasti vihemalt jargmised tegurid: a, —a,
1, —1. Peale selle jareldub jaguvuse definitsioonist, et iga tdisarvu a
korral a | 0 ning 0 | @ ainult siis, kui ¢ = 0. Samuti 1 | ¢ iga tdisarvu
a korral ning a | 1 ainult siis, kui a =1 voi a = —1.

Kui mingil hulgal, néiteks taisarvude hulgal on defineeritud jagu-
vus, siis voime sellel hulgal vaadelda jaguvusrelatsiooni

R ={(a,b): a|b}.
Teoreem 1. Tdisarvude hulgal Z mdadratud jaguvusrelatsioonil on
jargmised omadused.

a) Jaguvus on refleksiivne: iga tdisarvu a korral a | a.
b) Kuia|bjab|a, siisa=>bvoia=—b.
¢) Jaguvus on transitiivne: kui a | b ja b | ¢, siis a | c.

T&estus. Omadus a) kehtib ilmselt. Vaatleme omadust b). Kui a |
b, siis leidub téisarv m nii, et b = am. Samuti, kui b | a, siis leidub
tdisarv n nii, et a = bn. Asetades viimase vorduse eelmisse, saame
b = bnm. Kui niiiid b erineb nullist, siis voime selle vorduse pooli
taandada ning saame nm = 1. Viimane vordus saab kehtida ainult
siis, kui n = 1, m = 1, millisel juhul ¢ = b, voi siis, kui n = —1,
m = —1 ja seega a = —b. Kui aga b vordub nulliga, siis jareldub
seosest a = bn, et ka a vordub nulliga ning ka sel juhul a = b.

Toestame 16puks omaduse ¢). Kuia | bja b | ¢, siis leiduvad téisar-
vud m ja n nii, et b = am ja ¢ = bn. Neist vordustest saame ¢ = amn.
Et mn on téisarv, siis jaguvuse definitsiooni kohaselt a | c. ([

Jareldus 1. Naturaalarvude hulgal N mddaratud jaguvusrelatsioon
on mitterange jarjestusrelatsioon.

Tdestus. Naturaalarvude puhul ei saa teoreemi omaduses b) rea-
liseeruda juht a = —b, jarelikult on naturaalarvudel méaratud jagu-
vusrelatsioon antistimmeetriline. (]

Vaatleme niitid jaguvuse seost aritmeetiliste tehetega. Jérgmises
teoreemis loetletud véiteid pole raske pohjendada vahetult jaguvuse
definitsiooni abil.
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Teoreem 2. Jaguvusrelatsioonil on jargmised omadused.
a) Kui a |b, siis +a | £b.
b) Kuialb jaalc, siisa|bs+ ct suvaliste s, t € Z korral.

¢) Seosed a | b ning ac | be on samavddrsed suvalise ¢ € Z, ¢ # 0
korral.

Tdestus. Toestame néiteks osa b). Kui a | b ja a | ¢, siis leiduvad
tdisarvud m ja m nii, et am = b ja an = c¢. Korrutades esimest
vordust arvuga s ja teist arvuga ¢ ning liites tulemused, saame a(ms+
nt) = bs+ ct, mis tdhendabki, et a | bs + ct. Teoreemi tilejainud osad
toestatakse analoogiliselt. O

Teoreemi osast a) jareldub, et jaguvuse késitlemisel voime piirduda
ainult mittenegatiivsete tiisarvudega. Osast b) saame juhul s = 1,
t =1, et kui arv a jagab arve b ja c, siis jagab ta ka nende summat.
Valides aga s = 1, t = —1, saame, et a jagab arvude b ja ¢ vahet.

Olgu a > 0. Kui arv b ei jagu arvuga a, siis voime neid arve jagada
jadgiga. Jadgiga jagamine tdhendab arvu b esitamist kujul

b=aq+r,

kus 0 < 7 < a. Siin nimetatakse arvu b jagatavaks, arvu a jagajaks,
arvu q jagatiseks ja arvu r jadgiks. Naiteks kui b = 17 ja a = 7, siis
esitusest 17 = 7-2 + 3 saame ¢ = 2 ja r = 3. Kui r = 0, siis arv a
jagab arvu b ehk a | b.

Jadgiga jagamine on alati voimalik (ka juhul, kui jagatav b on
negatiivne). Toepoolest, arvu a kordsete

.., —a, 0, a, 2a, 3a, ...

seast voime leida parajasti iihe sellise kordse qa, et arv b asub arvude
ga ja (g4 1)a vahel (esimene kaasa arvatud, teine vélja arvatud). Arv
q sobibki siis arvude b ja a jagatiseks ning jadk r = b — aq rahuldab
tingimusi 0 < 7 < a.

Tuleb téhele panna, et soltumata sellest, kas arv b on positiivne
vOl mitte, peab jadk asuma alati arvude 0 ja a — 1 vahel, st ta ei tohi
olla negatiivne. Naiteks arvude b = —17 ja a = 7 jagamisel saame
—17=(-3) -7+ 4 ehk ¢ = —3 ning r = 4.

2. Algarvud. Jargnevas tegeleme ainult naturaalarvudega. Iga
naturaalarv a jagub kindlasti arvudega 1 ja a. Uhest suuremat natu-
raalarvu p, mis jagub ainult arvudega 1 ja p, nimetatakse algarvuks.
Naiteks 2, 3, 5, 7 ja 11 on algarvud, kuid 4, 6, 8, 9 ja 10 mitte.
Uhest suuremat naturaalarvu, millel leidub teisigi tegureid peale iihe
ja iseenda, nimetatakse kordarvuks. Kokkuleppeliselt ei loeta arvu 1
ei algarvuks ega kordarvuks.
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Algarvud on huvi pakkunud juba antiikajast alates. Algarvude ja-
da on viga korrapédratu ja nende puhul on mingeidki seaduspérasusi
kindlaks teha viga raske. Mitmed probleemid, millest osa périneb
enam kui 2000 aasta tagant, on siiani lahendamata, moned on lahen-
duse leidnud alles viimase sajandi jooksul.

Uks olulisi kiisimusi on jargmine: kuidas efektiivselt kontrollida,
kas etteantud arv on algarv? Kui on antud arv n, siis voime vasta-
valt definitsioonile 14bi vaadata koik arvud 1-st n-ni ja lugeda kokku,
mitmega neist arv n jagub. Kui arvul ei leidu rohkem tegureid kui
1 ja n, siis ta on algarv. Selline meetod muutub aga ebapraktiliseks
niipea, kui arvu kiimnendkohtade arv saab suuremaks paarikiimnest.
Niiteks 30-kohalise arvu puhul tuleb sooritada suurusjiargus 10%° ja-
gamistehet, mis on ilmselt liiga palju.

Monevorra aitab toomahtu vihendada tahelepanek, et piisab labi
vaadata ainult need arvud, mis jadvad arvude 1 ja v/n vahele. Toe-
poolest, kui n = ab, siis ei saa tegurid a ja b olla korraga arvust v/n
suuremad, sest sel juhul oleks nende korrutis arvust n suurem. Seega
kui n on kordarv, siis leidub tal tegur, mis ei iileta arvu y/n. Jirelikult
piisab 30-kohalise arvu puhul libi kontrollida suurusjirgus 10'° arvu,
mis oleks kiire arvuti puhul méeldav, aga suurendades arvu pikkust
néiteks kaks korda, kasvab arvutuste maht kiiremagi arvuti puhul iile
kéittesaamatu maéara.

Kiiremaid meetodeid on loodud alles viimase paarikiimne aasta
jooksul, kui huvi algarvude vastu kasvas seoses nende rakendamisega
mitmesugustes kriiptosiisteemides. On olemas hulk teste, mis suuda-
vad moistliku aja jooksul anda vastuse, kas arv on algarv, kuid see
vastus on toendosuslik: jadb voimalus (kuigi viike), et vastus on vale.
Vea toendosuse saab siiski arvutusaja pikendamisega teha nii véike-
seks kui vaja. Alles 2002. aasta augustis onnestus rithmal matemaa-
tikutel leida efektiivne meetod, millega saab arvu n ,algarvulisust®
tuvastada absoluutselt tépselt, kuid ka siin on probleemiks see, et
meetodi tegelik efektiivsus ilmneb alles suurte arvude juures.

Uurime niitid l&hemalt algarve naturaalarvude jadas. Jargmine
teoreem périneb kreeka matemaatiku Eukleidese (u 325 —u 265 e.m.a)
peateosest ,,Elemendid*.

Teoreem 3. Leidub lopmata palju algarve.

Toestus. Oletame, et algarve on ainult 16plik hulk. Sel juhul on
voimalik nad koik kirja panna jarjendina p1, po, ..., px. Vaatleme ar-
vun = pips...pr + 1. Arv n peab olema kordarv, sest ta on suurem
koigist algarvudest py, po, ..., pr, ning ei jagu ithegi nimetatud alg-
arvuga, sest ta annab igaiihega neist jagades jadgiks 1. Siis aga leidub
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arvul n algarvuline tegur, mis erineb antud algarvudest. See on aga
vastuolus tingimusega, et jarjendis p1, po, ..., px on iiles loetud koik
algarvud. Jarelikult ei saa algarve olla 1oplik hulk.

Seda teoreemi saab toestada ka otse, vastuvéitelist toestust kasu-
tamata. Néitame, et iga positiivse arvu n jaoks leidub temast suurem
algarv. Olgu p arvu n! + 1 vihim tegur. Siis on p algarv ning lisaks
p > n, sest arvu n mitte {iletavate arvudega jagades annab arv n!+1
alati jadgiks 1. Seega on p vajaliku omadusega algarv. O

On olemas lihtne meetod, mille abil saab leida koik etteantud ar-
vust n viiksemad algarvud. Selle autor on kreeka matemaatik Era-
tosthenes (276 — 194 e.m.a) ja meetod kannab piltlikku nime FEra-
tosthenese soel. Kirjutame valja arvud 1-st n-ni:

1,2 34, ..., n

Kriipsutame maha arvu 1, mis ei ole algarv. Edasi votame arvu 2
ja kriipsutame maha koik tema kordsed: 4, 6, 8 jne. Parast seda on
esimene allesjadnud arv 3. Kriipsutame maha koik arvu 3 kordsed: 6,
9, 12 jne. Jargmine allesjadnud arv on 5, kriipsutame maha koik arvu
5 kordsed jne. Kui oleme niiviisi koik kordsed eemaldanud, jadvad
jarele parajasti koik algarvud.

Niiteks esimese 100 naturaalarvu hulgas on jargmised algarvud:

X 2 3 X b x 7 X X X
11 x 13 x x x 17 x 19 x
X X 23 X X X X X 29 X
31 X X X x x 37 X X X
41 x 43 x x x 47 x X X
X X B3 X X X X X 59 x
61 X X X X X 67 x X X
71 x 73 X X X X X 79 X
X X 8 X X X X X 89 X
X X X X X X 97 X X X

Koostades Eratosthenese soela abil arvu n mitteliletavate algar-
vude tabelit, voib iga jdrjekordse arvu p kordsete mahatombamist
alustada arvust p?, sest arvu p koik viiksemad kordsed on juba eel-
mistel sammudel arvesse voetud. Siit jareldub ka, et kui jarjekordne
labikriipsutamata arv on suurem kui v/, siis on koik algarvud leitud
ja tabeli t66tlemise voib lopetada. Néiteks piisab iilaltoodud tabeli
koostamiseks vaadelda ainult arvude 2, 3, 5 ja 7 kordseid.

Algarvud paiknevad naturaalarvude reas véiga ebaiihtlaselt. Lei-
dub algarve, mis asuvad teineteisele viga ldhedal, samas leidub pikki
loike, kus pole iihtegi algarvu. Kui kaks algarvu erinevad teinetei-
sest kahe vorra, siis nimetatakse neid kaksikalgarvudeks voi lithemalt
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kaksikuteks. Naiteks 11 ja 13 on kaksikud, samuti 101 ja 103 jne.
Arvuteoreetikud oletavad, et nagu algarve, nii on ka kaksikalgarve
lopmata palju, kuid seda véidet pole tdnini onnestunud toestada.
Teise &armuse annab algarvude jaotumise kohta jargmine teoreem.
Teoreem 4. Naturaalarvude jadas leidub kuitahes pikki loike, mis
koosnevad ainult kordarvudest.
Tdestus. Vaatleme jérjestikuseid naturaalarve

n+2, n+3, n+4, ..., nl+n.

Esimene neist jagub 2-ga, teine 3-ga, kolmas 4-ga jne kuni viimane
jagub n-ga. Kokku on meil n—1 jarjestikust arvu, millest igaiiks jagub
mingi arvuga ja pole seetottu algarv. Arvu n vdime valida kuitahes
suure ja konstrueerida seega kuitahes pika kordarvujarjendi. O
Niiteks 100 jarjestikust kordarvu on 101!4-2, 101143, 101!+4, . . .,
101!+ 101. Loomulikult v6ib jarjestikustest kordarvudest koosnevaid
sama pikki loike ette tulla varemgi, kui teoreemi toestus néitab.
Jargnev ribadiagramm kujutab algarvude jaotumist esimese 1000

naturaalarvu seas:
400 600 800 1000

0 200

Oluline on veel kiisimus sellest, kui palju leidub algarve esimese
n naturaalarvu seas. Selle probleemi uurimiseks on kasutusele voe-
tud algarvufunktsioon w(n), mille vaartus argumendi n korral néi-
tab, mitu arvu naturaalarvude 1, 2, ..., n seas on algarvud. Naiteks
(1) =0,72) =1, 73) =2, 7(4) = 2, n(5) = 3, 7(6) = 3 jne.
Lihtsat valemit funktsiooni 7(n) vddrtuste arvutamiseks pole teada
(leidub kiill mitmeid valemeid, kuid praktilisteks arvutusteks need
ei sobi), kuid on olemas ligikaudne valem, mille avastas 18. sajan-
di 16pus saksa matemaatik Gauss algarvude tabeli empiirilise ana-
liitisi teel ja mille kehtivuse toestasid prantsuse matemaatikud Ha-
damard ja de la Vallée Poussin aastal 1896. Vastav viide kannab
algarvuteoreemi nime.

Teoreem 5. Kehtib astimptootiline ekvivalents

n

Viimane seos tdhendab, et funktsioonide 7(n) ja n/lnn suhe 14-
heneb arvu n kasvades vadrtusele 1 ehk
. m(n)lnn

lim ———

n— oo n

=1.
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Teoreemi toestus on raske, mida naitab juba seegi, et toestada
onnestus see teoreem alles rohkem kui 100 aastat pérast esialgse ole-
tuse piistitamist. Meie seda toestust tdpsemalt ei vaatle, piirdume
teoreemi kasutusvoimaluste demonstreerimisega.

Niéide 1. Hinnata algarvuteoreemi abil, kui palju leidub algarve
esimese miljoni ja esimese miljardi naturaalarvu seas.
Esimese miljoni naturaalarvu hulgas on ligikaudu
10°
In 106
algarvu, esimese miljardi naturaalarvu seas aga on algarve ligikaudu
9

In 109
Tipsed visrtused on 7(10%) = 78 498 ja 7(10%) = 50 847 534.
Néide 2. Hinnata, kui suur on 200-kohaliste naturaalarvude hulgas
algarvude osakaal.
Selliste algarvude arvu saame, kui eemaldame arvude 1, ..., 102%°

hulgas esinevatest algarvudest koik algarvud, mis pole suuremad kui
1099, Seega on 200-kohalisi algarve umbes

10200 10199
In 10200  In 10199

Et 200-kohalisi arve on iildse 102°° —10'% = 9.10'%° siis on algarvude
osakaal nende hulgas

~ 72 382

~ 48 254 942.

~ 1,95 107,

1,95-10%7 1
9-10199 7 460
Seega on 200-kohaliste arvude seas keskmiselt {iks arv 460-st algarv.

Tuleb veelkord rohutada, et koik need arvutused on iiksnes ligi-
kaudsed, sest nad ei kasuta mitte algarvufunktsiooni ennast, vaid
tema ligikaudset ldhendit.

3. Aritmeetika pohiteoreem. Iga iihest suurema naturaalarvu
saab lahutada algarvude korrutiseks: algarvu tolgendame iihetegurlise
korrutisena, kui aga arv ei ole algarv, siis ta esitub kahe véiksema arvu
korrutisena. Kui tegurid ei ole algarvud, siis nad esituvad omakorda
viaiksemate arvude korrutisena. Niisugust lahutamist voime jatkata
senikaua, kuni enam iihtegi kordarvu tegurite hulgas pole.

Jargmine teoreem néitab, et algarvulisteks teguriteks ehk algtegu-
riteks lahutus on alati tihene (arvestamata tegurite jirjekorra voima-
likku vahetamist). Seda teoreemi nimetatakse ka aritmeetika pohiteo-
reemiks vOi jaguvusteooria pohiteoreemiks.
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Teoreem 6. Iga tihest suurema naturaalarvu saab parajasti tihel
viisil esitada algarvude korrutisena (arvestamata tegurite jarjekorda,).

Toestus. Oletame, et teoreemi véide ei kehti, vaid et leidub mingi
iithest suurem naturaalarv, mida saab vihemalt kahel viisil lahutada
algarvude korrutiseks. Olgu n viahim selline naturaalarv, millel leidub
kaks lahutust:

n=pip2...-Pk = 4192 - . -gs-

Voime eeldada, et p; on vahim koigi siin esinevate algtegurite hulgas,
sest vastasel korral voime iileskirjutust timber korraldada: vahetada
lahutused omavahel v6i muuta tegurite jarjekorda. Samuti voime eel-
dada, et p; ei lange kokku iihegi arvuga q1, ¢2, ..., ¢s, sest muidu
saaksime taandada iihise teguri p; molemal poolel, siis aga tekiks veel
viaiksem arv, millel on kaks lahutust.

Jagame koik teise lahutuse tegurid arvuga p; ja leiame jaégid:

g =piar+r1 (1 <r <pi),

g2 =piaz+rs (1 <7 <p1),

Qs = P1as + 75 (1<7ns <P1)~
Ukski jask 71, ro, ..., 75 €i saa olla 0, sest iikski arv qi, qo, ..., ¢s
kui algarv ei jagu arvuga p;.

Moodustame arvu
n =riry...rs.

See arv on viiksem kui arv n, sest koik jadgid r1, ra, ..., rs on viikse-
mad kui viikseim algarv, mis arvu n lahutustes iildse leidus. Niitame,
et arvul n’ leidub samuti kaks erinevat lahutust algtegurite korruti-
seks. Toepoolest, lihe lahutuse saame iilaltoodust: lahutame jaagid

71, T2, ..., I's algteguriteks ja moodustame koigi tekkinud algtegurite
korrutise. Teise lahutuse aga annab vordus

n' = (q1 — pra1)(g2 — p1a2) . .. (¢s — p1as),

mille oleme saanud eelmisest vordusest jadkide r1, ro, ..., rs asenda-
misel. Viimase vorduse parem pool jagub p;-ga, sest sulgude avamisel
tekkivad liikmed jaguvad koik arvuga p;. Eraldame seega paremast
poolest teguri p; ja lahutame {ilejadnud osa algtegurite korrutiseks.

Need lahutused on erinevad, sest esimeses on koik algtegurid vaik-
semad kui p; (sest juba koik jadgid rq, ro, ..., rs olid viiksemad kui
p1), teises lahutuses aga esineb algtegur p;. Oleme leidnud arvust n
viaiksema arvu, millel on kaks lahutust. Ent n oli valitud niisugus-
te arvude hulgas vihimana ning temast véiksemat enam olla ei saa.
Vastuolu tuli oletusest, et leidub mingi arv, millel on kaks lahutust.
See oletus ei saa jarelikult dige olla. O
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Toestatud teoreemist jareldub, et iga iihest suurema naturaalarvu
n saab iheselt esitada nn kanoonilisel kugjul

(o3 (03 e
n=pi"'py*...pL",

kus p1, p2, ..., pr on parajasti koik algarvud, millega n jagub, ja o,
Qs, ..., aj on naturaalarvud, mida nimetatakse kordsusteks.
Niiteks arvu 600 kanooniline kuju on

600 = 23 -3 .52

Kanoonilise kuju pohjal on voimalik kirjeldada arve, millega antud
arv jagub.
Teoreem 7. Kui arvu n kanooniline kuju on

n=pypy? ... pRk,
siis selleks, et arv m oleks arvu n tegur, on tarvilik ja piisav, et
m=p{"py PR,
kusigai=1,2, ..., k korral 0 < 3; < .
Tdestus. Tarvilikkus. Olgu m | n. Valime algarvu p, mille puhul
p | m. Siis ka p | n. Aritmeetika pohiteoreemist saame, et p peab
olema iiks algarvudest p1, po, ..., pi. Seega voib tegur m sisaldada
ainult neid algtegureid, mis esinevad ka arvus n ehk teguril m peab
olema teoreemi sonastuses esitatud kuju.
Jaab veel ndidata, et lihegi algteguri kordsus arvus m ei iileta sama
teguri kordsust arvus n. Olgu n = mgq. Siis saame vorduse
n=pPps?. . pt = phple . plhg.
Kui mone ¢ korral oleks 3; > «y, siis jagame viimase vorduse pooled
1abi arvuga p;*, millega saaksime arvu n/p;" jaoks kaks algteguriteks
lahutust, millest {iks sisaldab tegurit p;, teine aga ei sisalda:

]F =piipy?.. .p?ﬁllpijl DR :pf1p§2 .. .p? @ ...pg"q.
1

See tulemus annaks vastuolu aritmeetika pohiteoreemiga.
Piisavus. Jagades arvu n arvuga m, saame arvu

q= pih*,@lpgz*ﬁz . 'pgkfﬁk.
See arv on téisarv, sest koikide algtegurite astendajad on mittenega-
tiivsed. Seega n = mgq, mis tdhendab, et n jagub m-ga. O

Niide 3. Kirjutada vélja arvu 60 koik tegurid.
Vaatleme arvu 60 kanoonilist kuju

60 =2%-3.5.
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Arvu tegurid on

203050 — 1 213050 = 9 223050 — 4
2030951 — 5 213951 = 10 2230951 — 20
203150 — 3 213150 — 6 223150 = 12

2935 =15 2'3'5' =30 223'5' = 60
Kokku on arvul 60 seega 12 tegurit.
Kanoonilise kuju pohjal saab leida ka arvu
n=p'ps?...pp"
tegurite arvu ilma koiki neid tegureid vélja kirjutamata. Leides mingit
tegurit, tuleb méarata algarvude p1, po, ..., pr astendajad. Esimese
astendaja valimiseks on «y + 1 voimalust (astendaja védrtus voib
teguris olla 0, 1, ..., a1), teise astendaja valimiseks ag + 1 voimalust

jne. Kui oleme koigi algtegurite astendajad fikseerinud, oleme leidnud
iithe teguri. Uldse on erinevate tegurite arv jarelikult

(o1 +1)(ag+1)...(ax +1).

Niiteks arvu 60 = 22-3-5 puhul on ay = 2, as =1, a3 = 1 ning
tegurite arvuks saame (24 1)(1 4+ 1)(1+1) = 12.

Ulesanded

. Toestada, et kui arv 11a + 3b jagub 17-ga, siis ka arv 5a + 6b
jagub 17-ga.
. Toestada, et kui a — b | ac + bd, siis ka a — b | ad + be.

. Tdestada, et iga naturaalarvu n korral n® 4+ 5n jagub 6-ga.

—

. Tdestada, et iga naturaalarvu n korral n® — n jagub 30-ga.

Ok WO

. Toestada, et kolme jérjestikuse taisarvu kuupide summa jagub
9-ga.

. Tdestada, et kui n on positiivne paarisarv, siis 5" —1 jagub 24-ga.

. Tdestada, et iga naturaalarvu n korral 52" +24n — 1 jagub 48-ga.

. Leida koik naturaalarvud a, mille korral a — 3 | a® — 3.

© 0w N O

. Toestada, et suvalise tdisarvu a korral @ — 1 | ™ — 1, kus n on
naturaalarv.

10. Leida koik sellised naturaalarvud n, et suvalise tdisarvu a korral
a+1]|a”+1.

11. Leida koik sellised naturaalarvud n, et suvalise tdisarvu a korral
a+1]|a”—1.
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12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.
21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.
30.
31.
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Jagada arv b (jadgiga) arvuga a, kui: a) b = 175, a = 13; b)
b=-320,a=17;¢) b= —17, a = 30.

Toestada, et kui a on naturaalarv ja b taisarv, siis leiduvad iihe-
selt médratud arvud ¢ ja r nii, et b =aqg+r ja —a/2 <r < a/2.
Lahutada teguriteks arvud 1147 ja 1716, proovides l&bi koik alg-
arvud kuni arvuni v 1147 (vastavalt arvuni v'1716).

Leida Eratosthenese soela abil koik algarvud 350 ja 400 vahel.
Millise jddgi voib anda algarv jagamisel 6-ga?

Millise jédgi voib anda algarv jagamisel 30-ga?

Olgu p ja q kaks algarvu, kusjuures p, ¢ > 5. Toestada, et p* — ¢°
jagub 24-ga.

Toestada, et kui a ja n on naturaalarvud, kusjuures n > 2, siis
saab arv a™ — 1 olla algarv ainult juhul a = 2.

Toestada, et kui arv 2 — 1 on algarv, siis peab n olema algarv.

Toestada, et kui arv 2™ + 1 on algarv, siis peab astendaja n
avalduma kujul n = 2%,

Toestada, et naturaalarvul 4k + 3 on olemas vahemalt iiks alg-
tegur, millel on sama kuju.

Toestada, et kujuga 4k + 3 arvude hulgas on lopmata palju alg-
arve.

Olgu (py,) algarvude jada, st p; = 2, p2 = 3, ps = 5 jne. Toestada
voi liikkata timber vaide: iga n korral on arv pi1ps...p, + 1 algarv.
Toestada, et kui p on algarv siis p | (i) iga tédisarvu k korral,
mis rahuldab vorratusi 0 < k < p — 1.

Olgu a, b ja ¢ positiivsed tiisarvud, mille korral ¢ | ab. Toestada,

b
et kui 2 on algarv, siis a | ¢ voi b | c.
c
Leida arvu 61 507 446 000 lahutus algteguriteks.

Arvu tegurdamispuu on puu, mille juur on antud arv ning mille
igal kordarvule n vastaval tipul on kaks alluvat n; ja no nii, et
ning = n, kus nq, ny > 1. Joonistada koik tegurdamispuud, mis
vastavad: a) arvule 308, b) arvule 968.

Mitu tegurit on arvul 54 217 671 253 2007

Leida arv, mille kdigi tegurite korrutis on 236359,

Toestada, et arvul n saab olla iilimalt log, n algtegurit.



XII. SUURIM UHISTEGUR

1. Suurima iihisteguri moiste. Naturaalarvude a ja b dhistegu-
riks nimetatakse iga naturaalarvu, millega jagub nii a kui ka b. Nai-
teks on kahel arvul alati olemas iihistegur 1. Arvude a ja b ihistegurite
hulgast koige suuremat nimetatakse nende arvude suurimaks dhiste-
guriks ja mirgitakse tihisega SUT(a, b) (monikord kasutatakse ka té-
hiseid (a, b) voi ged(a, b)). Analoogilisel viisil defineeritakse mitme ar-
vu aq, ag, - .., 4, thistegur ja suurim ihistegur SUT(al, ag, ..., 0n).

Niiteks arvude 12 ja 18 koik iihistegurid on 1, 2, 3, 6, jarelikult
SUT(12,18) = 6. Ménikord on kasulik lugeda veel, et SUT(a,0) = a
iga a > 0 korral.

Arve, mille suurim iihistegur on 1, nimetatakse dhistequrita arvu-
deks. Uhistegurita on niiteks arvud 9 ja 10. Arv 1 on iihistegurita iga
teise arvuga, st SUT(a, 1) = 1. Kui jagame kaks arvu nende suurima
ithisteguriga, siis jadvad jarele tihistegurita arvud. Teiste sonadega,
kui SUT(a, b) = d, siis sUT(g, g) —1.

Kahe arvu a ja b suurimat {ihistegurit saab vélja kirjutada nende
arvude kanooniliste kujude jargi. Olgu pi1, po, ..., pr koik erinevad
algtegurid, mis esinevad arvude a ja b kanoonilistes kujudes, ning

a=py'py” - Pt b=p)"py ... 0},

kus algtegurite astendajad on koik mittenegatiivsed: a;; > 0 ja §; > 0.
Nende arvude suvaline tihistegur d avaldub siis samasugusel kujul

d=p{'p3*...p0"

Selleks, et d iildse oleks arvude a ja b ihistegur, peab iga algteguri p;
astendaja ; rahuldama vorratusi v; < «; ja7y; < (;, mis liheskoos on
samavéarsed tingimusega v; < min(ay, 5;). Teiselt poolt, et d oleks
suurim, peab seal iga algteguri p; astendaja ~; olema maksimaalne
voimalik. Kokkuvottes seega

SUT(G, b) _ prlnin(ozl,ﬂl)p;nin(ag,ﬁQ) B 'pzlin(ak,ﬁk).

Uhtlasi oleme selle arutlusega toestanud suurima iihisteguri jérg-
mise omaduse.

Teoreem 1. Arvude a ja b suurim thistegur jagub nende arvude
iga thisteguriga.

Sageli voetakse see omadus aluseks suurima iihisteguri defineeri-
misel, lugedes arvude a ja b suurimaks iihisteguriks vaadeldavate ar-
vude sellist iihistegurit, mis jagub nende iga iihisteguriga. Niisuguse
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lahenemisviisi eeliseks on see, et siis voime piirduda ainult iihe ar-
vuhulgal médratud relatsiooniga, jaguvusrelatsiooniga, tarvitsemata
tdhelepanu p&orata arvude jarjestusele.
Teeme niitid kindlaks veel moned suurima {ihisteguri omadused.
Teoreem 2. Iga naturaalarvu n korral

SUT(na,nb) = nSUT(a,b).

Toestus. Olgu d arvude a ja b suurim iihistegur. Toestatava vor-
duse parema poole vidrtus on siis nd. Et d | a ja d | b, siis jarelikult
nd | na ja nd | nb. Seega on nd arvude na ja nb ihistegur.

Néitame niilid, et nd on nende arvude suurim iihistegur. Arvu-
de na ja nb suurim thistegur peab olema arvu nd mingi kordne, st
SUT(na,nb) = knd, kus k > 1. Arvestades, et d on arvude a ja b suu-
rim iihistegur, voime kirjutada a = da’ ja b = db’, kus SUT(a/,b') = 1.
Siis na = nda’ ja nb = dnb’. Seostest knd | na ning knd | nb jireldub
seetottu k | a’ ja k | b’ ehk arv k on arvude a’ ja b’ iihistegur. Et nen-
de arvude ainuke iihistegur on 1, siis £k = 1. See tdhendab, et arvude
na ja nb suurim thistegur on nd. O

Jareldus 1. Kui ¢ on arvude a ja b tihistequr, siis

SUT(E, 1_)) _ SUT(a,b).
¢’ c c
Toestus. Teoreemi pohjal
SUT(a,b) = chT(“ b).

- -
c cC

Jagades vorduse pooli arvuga c, saamegi vajaliku tulemuse. O
Teoreem 3. Kui SUT(a,b) = 1, siis iga naturaalarvu ¢ korral

SUT(ac, b) = SUT(c, b).

Toestus. Olgu d arvude ac ja b mingi tihistegur, see tdhendab,
d| acjad| b Etb]| be siis ka d | be. Jarelikult on d arvude ac
ja be iihistegur ning teoreemi 1 péhjal d | SUT (ac, be). Teoreemist 2
saame, et SUT (ac, be) = ¢SUT(a, b) = ¢, mistottu d | c. Seega on arv
d arvude b ja c iihistegur, jarelikult d | SUT(b, c).

Vastupidi, olgu d arvude b ja ¢ mingi iihistegur. Siis d | b ja d | c.
Et ¢ | ac, siis ka d | ac. Jérelikult on d arvude ac ja b iihistegur,
mistottu d | SUT (ac, b).

Niisiis, arvude ac ja b iga iihistegur on ka arvude b ja ¢ iihistegur
ning vastupidi, st nende arvupaaride tihistegurite hulgad on samad.
Seepérast on samad ka nende hulkade suurimad elemendid. O

Jéreldus 2. Kui SUT(a,c) = 1 ja SUT(b,c) = 1, siis kehtib vor-
dus SUT (ab,c) = 1.
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T&estus. Kui SUT(b, ¢) = 1, siis saame tdestatud teoreemi pohjal
SUT(ab,c) = SUT(a,c) = 1. O

Jareldus 3. Kui a | be ning SUT(a,b) = 1, siis a | c.

Tdestus. Rakendame teoreemi, arvestades, et tingimus a | bc on
samaviirne vordusega SUT (be, a) = a ning tingimus a | ¢ vordusega
SUT(c,a) = a. O

Jareldus 4. Kuia | ¢ ja b | c ning SUT (a,b) = 1, siis ab | c.

T&estus. Kirjutame eelduse a | ¢ kujul a | [E) -b. Et SUT(a,b) = 1,

siis eelmise jarelduse pohjal a | g See aga tdhendabki, et ab|c. O

Néide 1. Leida arvude 560 ja 315 suurim iihistegur.
Vastavalt suurima tihisteguri omadustele
SUT(560,315) = 5SUT(112,63).
Et arv 63 ei jagu 2-ga, siis voime arvust 112 eraldada koik tegurid 2:
SUT(112,63) = SUT(2* - 7,63) = SUT(7,63) = 7.
Jarelikult )
SUT(560,315) =5 -7 = 35.

Mitme arvu suurima iihisteguri leidmiseks voib leida mitu korda
jarjest kahe arvu suurimat iihistegurit.

Teoreem 4. Arvude a1, asg, ..., a, suurim thisteqgur avaldub kujul

SUT (a1, as,...,a,) = SUT(...SUT(SUT (a1, az), as), - . . , a).

Tdestus. Toestame viite induktsiooniga. )

Baas. Kui n = 2, siis on viitel kuju SUT (a1, a2) = SUT(aq, ag).

Samm. Eeldame, et viide kehtib n = k korral, ning vaatleme juhtu
n = k+1. Induktsiooni eeldust kasutades saame toestatavale vorduse-
le anda kuju

SUT(ay,az,...,a, axr1) = SUT(SUT (a1, as, . . ., ax), apr1).

Suvalise arvu d puhul on ting.i.mused d|ai,d]as, ...,d| ags sa-
mavéirsed tingimustega d | SUT (a1, ag, ..., ax) ja d | ags1, seetottu
on vasaku poole arvudel aq, as, ..., ar41 ja parema poole arvudel
SUT (a1, aq,...,ax), ax+1 samad thistegurite hulgad ning jarelikult
langevad kokku ka kummagi poole arvude suurimad tihistegurid. [

Néide 2. Leida arvude 24, 84, 30 ja 75 suurim {ihistegur.

Jéarjest arvutades leiame

SUT(24,84) = 12, SUT(12,30) =6, SUT(6,75) = 3.

Jarelikult )
SUT (24, 84,30, 75) = 3.
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2. Suurima tiihisteguri arvutamine. Arvude suurimat iihiste-
gurit saab kiill leida nende kanoonilise kuju jargi, kuid selline tee
ei ole alati koige otstarbekam — arve algteguriteks lahutada on eriti
suurte arvude puhul iisna keeruline. Jargmine algoritm, mis périneb
Eukleideselt ja on tuntud Fukleidese algoritmi nime all, voimaldab
suurimat {ihistegurit arvutada margatavalt efektiivsemalt. Formulee-
rime selle algoritmi jargmisel kujul.

Eukleidese algoritm. Olgu a ja b mittenegatiivsed téisarvud.

e Kui b = 0, siis lopetada t50.

e Leida muutuja a jagamisel muutujaga b tekkiv jadk r. Omistada
muutujale ¢ muutuja b vidrtus ning muutujale b véartus r.
Minna tagasi esimese punkti juurde.

Tulemuseks on muutuja a viartus.

Niéide 3. Leida arvude 560 ja 315 suurim {iihistegur Eukleidese
algoritmi abil.

Algoritmi rakendades saame

SUT(560,315) = SUT (315, 245) = SUT (245, 70) =
= SUT(70,35) = SUT(35,0) = 35.

Eukleidese algoritm lopetab alati t66, sest iga sammuga asenda-
takse toodeldav arvupaar (a,b) paariga (b,7), kus r on a jagamisel
b-ga tekkiv jadk ning seetottu r < b. Arvupaari teine komponent
vaheneb igal sammul ja varem voi hiljem saab ta nulliks.

Algoritmi korrektsus pohineb jargmisel teoreemil.

Teoreem 5. Kui r on jadk, mis tekib arvu a jagamisel arvuga b,
siis SUT (a, b) = SUT (b, r).

Toestus. Eelduse pohjal kehtib vordus a = bg+r. Kui d on arvude
a ja b mingi iihistegur, siis ka arv r = a — bq jagub arvuga d, st
viimane on arvude b ja r iihistegur. Vastupidi, kui d on arvude b ja r
iihistegur, siis jagub ka arv a = bg+1r arvuga d, mis on seega arvude a
ja b tihistegur. Jarelikult iihtib arvude a ja b iihistegurite hulk arvude
b ja r thistegurite hulgaga ning nende hulkade suurimad elemendid
on samad. (]

Teoreemist jareldub, et Eukleidese algoritmi igal sammul jaab ar-
vude suurim {ihistegur samaks. Kui 16puks on teine arv kahanenud
nulliks, siis on suurimat iihistegurit juba lihtne leida, see vordub esi-
mese arvuga. Kahe arvu suurim iihistegur on seega Eukleidese algo-
ritmis saadav viimane nullist erinev jaak.

Suurima iihisteguri leidmiseks on Eukleidese algoritm viga efek-
tiivne selles mottes, et vajaminev sammude arv soltub sisendarvude
kohtade arvust (st nende pikkusest), mitte aga nende vidrtusest.
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Teoreem 6. Arvude a ja b (kus a > b) suurima Ghisteguri leid-

miseks kulutab Fukleidese algoritm dlimalt 14 logy a4 logy b sammu.
Toestus. Eukleidese algoritmi iihe sammuga asendatakse arvud

(a,b) arvudega (b,r), kus r on arvude a ja b jagamisel tekkiv jaak.
Seega kehtib vordus a = bg+r. Et b > r ja eelduse a > b tottu g > 1,
siis a > r +r = 2r. Jarelikult ab > 2rb ehk rb < ab/2, mis tdhendab,
et vaadeldava kahe arvu korrutis kahaneb Eukleidese algoritmi iga
sammuga vahemalt kaks korda. Parast k sammu on korrutise vaartus
seega, iilimalt ab/2k. Kui parast £ sammu on molemad arvud veel
positiivsed, siis kehtib vérratus ab/2% > 1 ehk ab > 2%, kust saame,
et k peab rahuldama tingimust
k < logy(ab) = logs a + logy b.

Seega hiljemalt 1 + log, a + logy b sammu pérast on iiks arvudest
kindlasti muutunud nulliks. (]

Néiteks kahe 1024-bitise arvu (umbes 300 kiimnendkohta) suurima
iihisteguri leidmiseks ei kulu rohkem kui

1+ log, 219% 4 log, 21924 = 1 + 1024 + 1024 = 2049

sammu.
Eukleidese algoritmi rakendusvaldkonnad ulatuvad kaugemalegi
kui kahe arvu suurima iihisteguri leidmine.
Rakendades Eukleidese algoritmi naturaalarvudele a ja b, saame
vahetulemused avaldada kujul

aZbQ1+T1 (0<T1<b),
b=T1QQ+T2 (0<T2<T1),
71 = T2q3 + T3 (0 <73 <7"2),

Th—2 =Th—1qx + 71 (0 <7 < 7Th—1),
Tk—1 = Tkqk+1,
mis vastab algoritmi t6okiigule
SUT(a,b) = SUT(b,71) = SUT(r1,72) = ... = SUT (74, 0) = 7.
Avaldame k-ndast seosest arvu rg:
Tk =Tk—2 — Tk—14k,
see sisaldab jadke rp_1 ja rp_o. Niiiid avaldame samal viisil k-ndale
eelnevast seosest arvu 751 ning asendame selle viimasesse vorduses-
se. Saame rp = rg_o — (rk—3 — Tk—2qk—1)qx ehk
Tk = —Tk—3qk + Te—2(1 + qr—1qx)-
See avaldis sisaldab jadke ri_o ja ri—3. Samamoodi jatkates asendame
iiksteise jérel koik jadgid, kuni lopuks jouame vorduseni
e = as + bt,
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kus s ja t on teatavad tédisarvud. Et r; on arvude a ja b suurim
ithistegur, siis oleme saanud jargmise teoreemi.
Teoreem 7. Naturaalarvude a ja b suurima thisteguri voib aval-
dada kujul
SUT(a,b) = as + bt,
kus s ja t on teatavad tdisarvud.

Néide 4. Leida teoreemis 7 nimetatud esitus juhul, kui vaadeldavad
arvud on a = 92 ja b = 17.
Eukleidese algoritmiga saame

92=17-547
17=7-24+3
7T=3-2+1
3=1-3
Eelviimasest reast saame niiiid jark-jargult asendades

1=7-3-2

1=7-(17-7-2)-2=17-(-2)+7-5

1=17-(-2)+(92—-17-5)-5=92-5+17- (-27)
Seega sobib noutavaks esituseks néiteks 1 =925+ 17 - (—27).

Vaadeldud vottega saab lahendada ka néiteks lineaarseid diofan-
tilisi vorrandeid, st vorrandeid kujul

ax + by = c,

kus a, b ja ¢ on etteantud téisarvud ning x ja y otsitavad, mis peavad
samuti olema téisarvud.

3. Vihim iihiskordne. Naturaalarvude a ja b ihiskordseks nime-
tatakse iga naturaalarvu, mis jagub nii a-ga kui b-ga. Vahimat selliste
arvude hulgast nimetatakse arvude a ja b vdhimaks thiskordseks ja
tihistatakse VUK (a, b) (vahel ka [a, b] v6i lem(a, b)). Sarnaselt iihiste-
guritega vaadeldakse tihiskordset ja vihimat tihiskordset ka suurema
hulga arvude juhul.

Niiteks VUK (12, 18) = 36, sest 36 on kdige viiksem naturaalarv,
mis jagub nii 12-ga kui ka 18-ga.

Samuti nagu suurimat iihistegurit saab leida arvude kanooniliste
kujude abil, voime analoogilise valemi tuletada ka véahima {ihiskordse
jaoks. Olgu a ja b kaks naturaalarvu ning py, pe, .. ., px koik erinevad
algarvud, mis esinevad arvude a ja b algteguritena. Lahtume jalle
nende arvude esitustest

(65N D)

a=pi'py? ... pek, b:p’flp’gz...p’g’“,
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kus algtegurite astendajad on koik mittenegatiivsed. Arvude a ja b
vahim tihiskordne peab sisaldama iga algtegurit p; minimaalses ast-
mes, mis pole viiksem selle teguri astmest arvus a ega astmest arvus
b. Jarelikult peab p; astendajaks olema max(c;, ;). Seetottu

VUK(Q, b) = p?ax(a1751)p1211ax(a2,52) B .pzlax(ak”@k)

Véhim tihiskordne ja suurim tihistegur on teineteisega seotud: tea-
des neist iihte, saab teise lihtsasti arvutada.

Teoreem 8. Kehtib vordus SUT(a,b) VUK(a, b) = ab.

Tdestus. Kasutame eespool saadud kanoonilisi kujusid SUT (a, b) ja
VUK (a, b) jaoks. Kui need avaldised omavahel korrutada, siis saame
algteguri p; astendajaks

min(aq, £1) + max(aq, £1),

kus «a; on selle algteguri astendaja arvus a ja (1 astendaja arvus b.
Soltumata sellest, kumb neist astendajatest on suurem, vordub viima-
ne summa ikka avaldisega o1 + (1. See on aga algteguri p; astendaja
korrutises ab. Korrates sama arutluskiiku koigi arvudes a ja b esine-
vate algtegurite kohta, saame, et toestatava vorduse kummalgi pool
on koigi algtegurite astendajad vordsed. O

Jédreldus 5. Kui SUT(a,b) = 1, siis VUK(a, b) = ab.

Kehtib ka jargmine omadus, mis voimaldab vdhima iihiskordse
defineerimisel piirduda jaguvusrelatsiooniga taisarvude hulgal.

Jareldus 6. Arvude a ja b vihim thiskordne on nende arvude iga
thiskordse tegqur.

T&estus. Olgu k arvude a ja b mingi ithiskordne. Siis teoreemist 2

ab SUT(E, g) — SUT(kb, ka) = k SUT(b, a).
Jarelikult
ab SUT(E, 3) VUK(a,b) = k SUT(a, b) VOK(a, b) = kab.
Seega
SUT(E, 3) VUK (a,b) = k
ehk VUK(a, b) on k tegur. O

Teoreem 8 voimaldab taandada vahima iihiskordse omaduste uuri-
mise suurima iihisteguri omaduste uurimisele. Mitmed suurima {ihis-
teguri omadused kanduvad vahetult iile ka vihimale iihiskordsele.

Teoreem 9. Iga naturaalarvu n korral

VUK (na,nb) = n VUK(a, b).
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Toestus. Teoreemi 2 pohjal
SUT(na,nb) = nSUT(a,b),
eelmise teoreemi pohjal aga
SUT (na, nb) VUK (na,nb) = n*ab
ja
nSUT(a,b) -n VUK(a,b) = nab.
Jarelikult
SUT (na, nb) VUK (na, nb) = n SUT(a,b) - n VUK(a, b),
millest vordseid tegureid taandades saamegi noutud tulemuse. O
Jareldus 7. Kui ¢ on arvude a ja b iihistegur, siis

. by  VUK(a,b
vIK(2,2) - VUK(a,b)
c'c c
Todestus. Kirjutame teoreemi pohjal véilja vorduse
.. .. b
VUK (a,b) = cVUK(g, —)
c'c
ning jagame selle molemat poolt arvuga c. O
Véhima iihiskordse seos suurima iihisteguriga voimaldab ka vahi-
ma ilihiskordse arvutamiseks kasutada Eukleidese algoritmi.

Ulesanded

Leida arvude suurim iihistegur.
1. 221 ja 391 3. 15283 ja 11160 5. 120, 750 ja 1200
2. 481 ja 1755 4. 123123 ja 555555 6. 588, 2058 ja 2849

Taandada murrud.
- 555 8 9968 9 3381821 48539591

© 2627 © 7832 C17759 © 6186818

2In+4

11. Toestada, et murd on taandumatu iga naturaalarvu n

14n+ 3
korral.

12. Toestada, et kui arvude a ja b suurim iihistegur on d, siis ka
arvude 15a + 8b ja 13a + 7b suurim iihistegur on d.

13. Toestada, et kaks jarjestikust Fibonacci arvu on iihistegurita.

14. Toestada, et iga kahe iihistegurita arvu m ja n > 1 korral leidub
arv k nii, et jadk arvu mk jagamisel n-ga on 1.

15. Toestada, et kui a | be, siis a | SUT(a, b)c.
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16.

17.
18.

19.

20.

21.
22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Tuua niide kolmest téisarvust a, b ja ¢ (@ < b, a < ¢), mille
korral a | be, aga atb ega afc.
Toestada, et kui a | ¢ ja b| ¢, siis ab | SUT(a, b)c.
Toestada, et naturaalarvude a, b ja ¢ korral kehtivad vordused
a) SUT(a, VUK(b,¢)) = VUK(SUT(a, b), SUT(a, c));
b) VUK(a,SUT(b,c)) = SUT(VUK(a,b), VUK(a, c)).
Teiste sonadega, suurim iihistegur ja vahim {ihiskordne on vas-
tastikku teineteise suhtes distributiivsed.
Toestada, et naturaalarvude a ja b korral kehtivad vordused
a) SUT(a, VUK(a,b)) = a;
b) VUK(a,SUT(a,b)) = a.
See tdhendab, suurima iihisteguri ja vdhima {ihiskordse vahel
kehtib neelduvus.

Toestada, et kui arvud a ja b on arvu n tegurid, siis

SUT(a,b)VUK(" Z) = VUK(a, b) SUT<" ”) =n.

o' '
Toestada, et SUT(a™ — 1,a™ — 1) = aSUT(m.m) _ 1.

Toestada, et suvaliste naturaalarvude a, b, ¢, d korral kehtib
SUT(a,b) SUT(c,d) | SUT(ac, bd). Leida arvud a, b, ¢, d, mille
korral SUT(a,b) SUT (¢, d) # SUT (ac, bd).

Arvujada (a,) defineeritakse jirgmiselt: ap = 2 ning iga n > 0
korral an+1 = 1+ apa; ... a,. Toestada, et selle jada elemendid
on paarikaupa iihistegurita.

Toestada, et kui SUT(a,b) = 1, siis SUT(a + b,a — b) on kas 1
voi 2.

Leida arvude a = 60 ja b = 35 suurim iihistegur d ning médrata
x ja y nii, et ax 4+ by = d.

Toestada, et diofantilisel vorrandil az + by = c¢ leidub lahend
parajasti siis, kui SUT(a,b) | c.

Kilpla kiila otsustas kasutusele votta oma raha. Laekus kolm
ideepakkumist: 53- ja 45-kroonine, 34- ja 51-kroonine ning 49-
ja b6-kroonine. Millise pakkumise peab kiilavolikogu vastu vot-
ma, et oleks voimalik tehinguid sooritada iihe krooni tépsuse-
ga? Kuidas peavad ostja ja miiiija raha sel juhul vahetama, et
maksta iihte krooni? Leida voimalused, mille puhul kasutatakse
minimaalne arv rahatéhti.

Lahendada diofantiline vorrand 362 + 15y + 114z = 3072.
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XIII. KONGRUENTSID

1. Kongruentsi moiste ja omadused. Olgu m mingi fikseeri-
tud naturaalarv, mida edaspidi nimetame mooduliks. Taisarve a ja b
nimetatakse kongruentseteks mooduli m jargi, kui nad annavad m-ga
jagades sama jadgi. Kui arvud a ja b on kongruentsed mooduli m
jargi, siis seda mérgitakse nn kongruentsina

a=b (modm)

(ja mittekongruentsust vastavalt tdhisega a # b (mod m)).

Kui kaks arvu on kongruentsed, siis nende vahe ilmselt jagub moo-
duliga m. Toepoolest, kui naiteks a = ggm + r ja b = gam + r, siis
a—b=(q1 — g2)m. Kui kahe arvu a ja b vahe jagub m-ga, siis pea-
vad nende arvude jagamisel m-ga tekkima vordsed jadgid. Seega on
kaks arvu mooduli m jargi kongruentsed parajasti siis, kui nende vahe
jagub mooduliga m.

Teoreem 1. Kongruentsus mooduli m jdrgi on ekvivalents tdisar-
vude hulgal.

Toestus. Lihtne on kindlaks teha, et kongruentsus on refleksiivne
(see tdhendab, iga tdisarvu a korral @ = a (mod m)), stimmeetriline
(st kui @ = b (mod m), siis b = a (mod m)), ning transitiivne (st kui

a=b (mod m) jab=c (mod m), siis a = ¢ (mod m)). O
Teoreem 2. Kuia =b (mod m) ja d|m, siisa=0b (mod d).
Toestus. Kuim |a—bjad|m,siiskad|a—b. O

Teiste sonadega, kui kaks arvu on kongruentsed mingi mooduli
jargi, siis on nad kongruentsed ka selle mooduli iga teguri jargi.

Teoreem 3. Kui kehtivad a = b (mod m1), a =b (mod ma), ...,
a=b (mod my), siisa=b (mod VUK(mims...my)).

Toestus. Et mq | a—b, ma | a—b, ..., m, | a—b, siis on a—b arvude
mi, ma, ..., My, dhiskordne. Et vihim iihiskordne on iga iihiskordse
tegur, siis VUK (my, ma,...,my,) | a —b. O

Jargnevalt esitame moned kongruentside omadused, mis puuduta-
vad aritmeetilisi tehteid.

Teoreem 4. Kui a = b (mod m) ning ¢ = d (mod m), siis ka
a+c=b+d (mod m) ja ac = bd (mod m).

Tdestus. Vahe (a +c¢) — (b+d) = (a — b) + (¢ — d) jagub arvuga
m, sest vastavalt eeldusele jagub arvuga m viimase summa kumbki
liidetav. Jérelikult a + ¢ = b+ d (mod m).

Et ac—bd = ac—bc+bc—bd = (a—b)c+ b(c—d), siis vahe ac—bd
jagub m-ga, sest nii a — b kui ka ¢ — d jaguvad m-ga. Seega kehtib ka
ac =bd (mod m). O
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Jareldus 1. Kui a = b (mod m) ning ¢ = d (mod m), siis ka
a—c=b—d (mod m).

Toestus. Kui teoreemis 4 valime a = b = —1, siis saame kongruent-
si —¢ = —d (mod m). Liidame selle tulemuse kongruentsiga a = b
(mod m), mis annabki a — ¢ =b —d (mod m). O

Teoreem 4 ja jéreldus 1 naitavad, et kongruentse voib pooliti liita,
lahutada ja korrutada.

Jareldus 2. Kui a = b (mod m), siis suvaliste tdisarvude u ja v
korral a +um = b+ vm (mod m).

Toestus. Teoreemis 4 valime ¢ = um ja d = vm. O

Jareldus 3. Kui a = b (mod m), siis suvalise tdisarvu k korral
ak = bk (mod m).

Toestus. Teoreemis 4 tarvitseb valida ¢ = d = k. O

Viimased kaks jareldust titlevad, et kongruentsi kummalegi poolele
voib liita voi temast lahutada suvaline arv korda moodulit ning et
kongruentsi pooli voib korrutada iihe ja sama arvuga. Neid jareldusi
kasutatakse sageli siis, kui on vaja kongruentsi lahendada, st leida
sellist arvu, mis etteantud kongruentsi rahuldab.

Jareldus 4. Kui a = b (mod m), siis iga naturaalarvu n korral
a” =b" (mod m).

Toestus. Korrutame omavahel pooliti n ihesugust kongruentsi a =
b (mod m), ..., a=b (mod m). O

Kongruentside pooliti jagamise kohta voib {itelda jargmist.

Teoreem 5. Kui ak = bk (mod m) ning SUT(k,m) = 1, siis
a=b (mod m).

Tdestus. Kui arvud ak ja bk on kongruentsed mooduli m jargi, siis
m | ak — bk ehk m | (a — b)k. Et siin SUT (k, m) = 1, siis eelmise pea-
tiiki jarelduse 3 pohjal m | a —b. Seega on arvud a ja b kongruentsed.
O

Niisiis, kongruentsi pooli voib jagada mingi iihe ja sama arvuga
siis, kui see arv on mooduliga {ihistegurita. Naiteks voime kongruentsi
48 = 6 (mod 7) pooli taandada 6-ga ja saada tulemuseks kongruent-
si 8 = 1 (mod 7). Kui aga arvul ja moodulil leidub iihest suurem
iihistegur, siis selle arvuga kongruentsi taandada iildiselt ei voi. Nai-
teks piitides kongruentsi 30 = 12 (mod 9) pooli jagada 6-ga, saaksime
mittekehtiva kongruentsi 5 = 2 (mod 9).

Teoreem 6. Kongruents a = b (mod m) kehtib parajasti siis, kui
suvalise naturaalarvu k korral ak = bk (mod mk).

Tadestus. Kongruents a = b (mod m) kehtib parajasti siis, kui a —
b jagub m-ga. See aga on samavaidrne seosega mk | ak — bk, mis
tiahendab, et ak = bk (mod mk). O

137



Viimasest omadusest jareldub muuhulgas, et kui kongruentsi va-
sakul ja paremal poolel ning moodulil on iihine tegur, siis voib koiki
kolme selle iihise teguriga taandada. Naiteks eespool vaadeldud kong-
ruentsis 30 = 12 (mod 9) voime jagada vasaku poole, parema poole
ja mooduli iihisteguriga 3. Sellega tekib kongruents 10 = 4 (mod 3),
mis kehtib. Tulemuse pooli voime niitid taandada arvuga 2, sest sellel
arvul ja moodulil puudub iihistegur (teoreem 5), nii saame veel iihe
kehtiva kongruentsi 5 = 2 (mod 3).

2. Kongruentside kasutamine. Kongruentsi moiste abil saab
lahendada iilesandeid, kus tuleb arvutada mingi avaldise jadk jaga-
misel naturaalarvuga. Tehete teostamisel voime igal sammul asenda-
da vahetulemustes saadavad arvud moodulist viiksemate arvudega.

Niiide 1. Leida jaik, mis tekib arvu 1395% - 675% + 12 - 17 - 22 ja-
gamisel 7-ga.

Olgu lithiduse méttes a = 1395% - 675% 4 12 - 17 - 22. Esmalt asen-
dame koik moodulist 7 suuremad tegurid ja astendatavad moodulist
7 vaiksemate arvudega. Et 1395 = 2 (mod 7), 675 = 3 (mod 7),
12=5 (mod 7), 17=3 (mod 7) ja 22 =1 (mod 7), siis

a=2*3"45-3-1 (mod 7).
Edasi lihtsustame astmed ja korrutised. Et 2* = 16 = 2 (mod 7),
33 =27=6 (mod 7) ning 5-3-1=15=1 (mod 7), siis
a=2-6+1 (mod7).
Lopuks 2-6+1=13 =6 (mod 7) ja seega
a=6 (modT).

Niide 2. Leida jadk, mis tekib arvu 53-47-51-43 jagamisel 56-ga.

Et 53 -47 = 2491 = 27 (mod 56) ja 51 -43 = 2193 =9 (mod 56),
siis

53-47-51-43=27-9 (mod 56).
Edasi, seoste 27 -9 = 243 = 19 (mod 56) tottu
53:47-51-43=19 (mod 56).

Teine, arvutuslikult voib-olla lihtsam voimalus selle iilesande la-
hendamiseks on kasutada negatiivseid jéadke. Et tegurid on moodu-
list ainult natuke véiksemad, siis voime votta 53 = —3 (mod 56),
47 = -9 (mod 56), 51 = —5 (mod 56), 43 = —13 (mod 56). Seega

53-47-51-43 =(-3)(—9)(—5)(—13) (mod 56).
Edasi saame (—3)(—9)(—5)(—13) = 1755 = 19 (mod 56) ehk
53:47-51-43=19 (mod 56).
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Kriiptograafias ja iildse arvuteooria mitmesugustes rakendusvald-
kondades tuleb tihtipeale arvutada jadke, mis tekivad astme a™ jaga-
misel arvuga m. Seejuures voib astendaja n olla viga suur, néiteks
100-kohaline arv. Niisugusel juhul ei tule kone alla arvutada jarjestik-
ku korrutades a™ ja seejérel leida jaik jagamisel m-ga, sest korrutami-
si kulub liiga palju (100-kohalise astendaja puhul suurusjirgus 10'%Y)
ning teiseks voib arv a™ olla liiga pikk, et teda iildse vilja kirjutada
voi arvuti mélus hoida (100-kohalise astendaja puhul suurusjirgus
a'% kohta). Seetdttu kasutatakse suurte astmete puhul tekkiva jasgi
arvutamiseks ruututostmismeetodit.

Niiide 3. Olgu vaja leida arvu 45% jagamisel arvuga 89 tekkiv jaik.
Selleks arvutame jark-jargult

45 =45 (mod 89),
452 =67 (mod 89),
45* = (45%)2 =39 (mod 89),
458 = (45")2 =8 (mod 89),
450 = (45%)2 =64 (mod 89),
45%% = (45'9)? =2 (mod 89),
4554 = (45332 =4 (mod 89).
Edasi valime vilja need astendajad, mille summa on 69. Arvestades,
et 69 =64+ 4+ 1, saame
4599 = 45%% . 45% . 451 =4.39.45=7020= 78 (mod 89).
Selle, millised astmed on vaja korrutada, méédrab astendaja ka-
hendesitus. Naiteks arvul 69 on kahendsiisteemis kuju 1000101, seega
tuleb omavahel korrutada astmed, mis vastavad kuuendale kahendko-

hale (astendaja 2°), teisele kahendkohale (astendaja 2%) ja nullindale
kahendkohale (astendaja 2°).

Ruututostmismeetodi algoritmi voib kirja panna jargmiselt. Olgu
antud taisarv a ning naturaalarvud n ja m.

e Omistada muutujale b vadrtus 1.

e Korrata, kus n > 0:

o kui n on paaritu arv, siis omistada muutujale b jadk, mis
tekib arvu ba jagamisel m-ga;

o omistada muutujale n arv [n/2];

o omistada muutujale a jiik arvu a® jagamisel m-ga.

Tulemuseks on muutuja b vaartus.
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Paneme téhele, et siin siilitatakse ruututostmise tulemust iihes-
ainsas muutujas a ja korrutatakse teda vastusele b juurde siis, kui
vastav jark kahendesituses on 1. Et koik ruututostmised ja korruta-
mised sooritatakse mooduli m jargi, siis jadb vahetulemuste pikkus
tokestatuks.

Muuhulgas saab seda meetodit rakendada ka néiteks statistikas,
kui on vaja tosta maatrikseid suurde astmesse.

Vaatleme veel iihte kongruentside rakendust. Kui soovime teha
kindlaks, kas mingi arv jagub 3-ga voi 9-ga, siis piisab kontrollida, kas
arvu ristsumma jagub vastavalt 3-ga voi 9-ga. Analoogilisi tunnuseid
saab tuletada ka teiste arvudega jagumise kontrolliks.

Niide 4. Tuletada jaguvustunnus jagumiseks 11-ga.
Olgu uuritav arv n = agax_1 ... a1ap avaldatud kiimnendkohtade
kaudu kujul

n=a- 10k—|—ak_1 . 10k71+...—|—a1 -10 4+ ag.
Kui soovime leida, selle arvu jagamisel 11-ga tekkivat jaski, siis vaat-
leme toodud lahutuses esinevaid kiimne astmeid. Paneme téhele, et

10°=1 (mod 11),
10' = -1 (mod 11),
10°=1 (mod 11),
10° = -1 (mod 11).
Kehtib iildine seaduspéra: iga i > 0 korral 10° = (—1)" (mod 11).

Tdepoolest, et 10 = —1 (mod 11), siis tdstes molemad pooled ast-
messe i, saame 10° = (—1)" (mod 11).
Niisiis
n=ar(—)*+ap_1(-1)*1+...—a; +a9 (mod 11).

Tulemuse parem pool on vahelduvate méarkidega summa arvu n kiim-
nendkohtadest, lopust lugedes on paariskohtadel mérk +, paaritutel
kohtadel aga —. Jarelikult annab arv n = agar—_1 ...a1ap jagamisel
11-ga sama jadgi nagu avaldis
(ap+as+...)— (a1 +az+...).
Niiteks arv 34425730438 jagub 11-ga, sest 11-ga jagub avaldis
(8+44+3+5+4+3)—(3+0+7+2+4)=27—16=11.
Uldiselt, arv n = a@rar_1...a1ao jagub arvuga m parajasti siis,
kui arvuga m jagub arv
agTk + ap—1Tk—1 + ... +a1r1 + ap,
kus 7; on jaik, mis tekib arvu 10° jagamisel m-ga.
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3. Fermat’ viike teoreem. Uks kéige laialdasemalt kasutata-
vaid teoreeme arvuteoorias on jargmine teoreem, mille toestas prant-
suse matemaatik Pierre de Fermat (1601 — 1665) ja mida tema jérgi
nimetatakse Fermat’ vdikeseks teoreemiks.

Teoreem 7. Kui p on algarv, siis iga tdisarvu a korral, mis ei
jagu p-ga, kehtib kongruents a?~' =1 (mod p).

Td&estus. Vaatleme arve

1,2, ..., p—1
ning korrutame neid koiki arvuga a. Saame arvud
a, 2a, ..., (p—1a.
Niéitame, et kui viimaseid arve jagada p-ga, siis tekivad parajasti
jaagid 1, 2, ..., p — 1 mingis jarjekorras.

Toepoolest, iikski tekkivatest jadkidest ei saa vorduda nulliga, sest
ei arv a ega ka {ikski kordaja 1, 2, ..., p—1 ei jagu p-ga. Samuti ei saa
kaks jaaki olla vordsed, sest kui arvud ta ja ja, kus ¢ < j, annaksid
p-ga jagades sama jadgi, siis peaks nende vahe (j — i)a jaguma p-ga.
Seda aga ei saa olla, sest a ei jagu p-ga ning ka kordaja j — ¢ kui p-st
viiksem positiivne arv ei jagu p-ga. Siit jareldub, et arvud a, 2a, ...,
(p—1)a peavad p-ga jagamisel andma jadgid 1, 2, ..., p— 1. Siis aga

a-2a-...-(p—1a=1-2-...-(p—1) (mod p)
ehk
A tp—Dl=(p-1"! (mod p).
Taandades kongruentsi pooli arvuga (p — 1)!, mis on mooduliga p
ithistegurita, saame
a?~' =1 (mod p). O

Tihtipeale pannakse Fermat’ teoreem kirja ka monevorra teistsu-
guses variandis, mille formuleerime jargmise jareldusena.

Jareldus 5. Kui p on algarv, siis iga tdisarvu a korral kehtib
kongruents a’ = a (mod p).

To&estus. Kui a ei jagu p-ga, siis saame Fermat’ teoreemi pohjal
a?™' =1 (mod p). Korrutades molemat poolt a-ga, jouamegi vajali-
ku tulemuseni.

Kui aga a jagub p-ga, siis a? =0 (mod p) ja a =0 (mod p) ning

véide kehtib ka sel juhul. O
Niide 5. Leida jask, mis tekib arvu 3%5%° jagamisel 13-ga.
Fermat’ teoreemi pohjal 3'% = 1 (mod 13). Jagame astendaja

4565 arvuga 12 ja leiame jadgi: 4565 = 380 - 12 4+ 5. Niiiid
31965 — (312)38035 = 138035 — 243 =32=6 (mod 13).
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Ulesanded

Leida jadk arvu a jagamisel arvuga b.

S TR R

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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.a=35+55"b=9 4. a=10"*" 1, p=11
. a=52%54%2 p =53 5. a= (15", b=16
La=124+224.. . +15%, b=14 6. a =99!, b =101

. Toestada, et kongruentsi pooltel on mooduliga sama suurim iihis-

tegur, st kui a = b (mod m), siis SUT(a, m) = SUT(b, m).

. Toestada, et kui kongruentsi a = b (mod m) iiks pool ja moodul

jaguvad mingi arvuga, siis jagub ka teine pool selle arvuga.

. Toestada, et kui SUT(a,m) = 1, siis leidub selline t#isarv b, et

ab=1 (mod m).
Toestada, et kui kehtivad kongruentsid ac = bd (mod m) ning
¢ = d (mod m), kusjuures SUT(¢,m) = 1, siis kehtib ka kong-
ruents a = b (mod m).
Olgu p algarv. Toestada, et kui kehtib kongruents
. a’>=0b? (mod p),
siis

a=b (mod p) voi a=-b (mod p).
Toestada, et kui p on algarv, siis kehtib suvaliste tdisarvude a ja
b korral kongruents

(a+b)P =aP +b" (mod p).

Toestada, et kui p on algarv, siis kongruentsist a« = b (mod p™)
jireldub kongruents a? = b” (mod p" ™).
Toestada, et naturaalarv n on algarv parajasti siis, kui iga k = 0,
1, ..., n—1 korral

(n; 1) = (—1)* (mod n).

Kangelane valdab eeskujulikult nelja moogalooki, millega saab
lohel maha raiuda vastavalt 1, 15, 48 voi 67 pead, kuid seejuures
kasvab mahal66dud peade asemele kohe vastavalt 349, 0, 57 voi
16 uut pead. Kui viimase hoobiga saavad koik lohe pead maha
166dud, siis enam uusi paid juurde ei kasva — viimaseks 166giks
peab aga jadma tapselt niipalju péid, kuipalju iihe 166giga maha
raiuda saab. Kas kangelane suudab lohest jagu saada, kui lohel
on: a) 2004 pead; b) 2005 pead?

Kaks méngijat koostavad 2k-numbrilist arvu, kirjutades korda-
mooda arvu 16ppu ithe numbri 1-st 5-ni. Alustaja vastasméngija



17.
18.
19.
20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

eesméirk on saada piarast viimase numbri kirjutamist 9-ga jaguv
arv, alustaja eesmirk on seda takistada. Kummal méngijal lei-
dub voitev strateegia, kui a) k = 10; b) k = 157

Téestada, et kui 3" = —1 (mod 10), siis ka 3" ™ = —1 (mod 10).
Leida jadkide hulk, mille annavad arvud 3" jagamisel 30-ga.
Tuletada jaguvustunnus jagumiseks 7-ga, 13-ga ja 99-ga.

Toestada, et igal algarvul leidub kordne, mis koosneb ainult
numbritest 0 ja 3.

Toestada, et iga algarvu p > 5 korral leidub selline p-ga jaguv
arv, mis koosneb ainult tihtedest.

2004-kohaline arvu esimene number on 6. Suvaline kahest korvu-
tiasuvast numbrist moodustatud arv jagub kas 17-ga voi 23-ga.
Milline on arvu viimane number?

Toestada, et iga paaritu arvu ruut annab 16-ga jagades jadgiks
kas 1 voi 9.

Toestada, et naturaalarvu kujul 4k + 3 ei saa esitada kahe téis-
arvu ruutude summana.

Toestada, et kuin =7 (mod 8), siis arvu n ei saa avaldada kolme
taisarvu ruutude summana.

Ruumi teatavat punktide hulka laiendatakse sammhaaval selli-
selt, et hulga mingit punkti peegeldatakse mingi teise punkti
suhtes ja lisatakse saadud punkt hulgale juurde. Kas hulgale,
mis koosneb seitsmest ihikkuubi tipust, saab parast mingit arvu
peegeldamisi lisada juurde ka iihikkuubi kaheksanda tipu?

Kaardipakis on 2" kaarti. Kaardipakki segatakse jargmisel viisil.
Kui enne jarjekordset segamist on kaardid pakis jarjekorras

ai, a2, az, A4, ..., Agn_1, Qgn,
siis parast segamist on kaardid pakis jarjekorras

Agn-141, A1, Agn-142, A2, ..., A2n, Gon-1.

Leida vahim segamiste arv, mille jérel kaardipakis taastub esialg-
ne jarjekord.
Ringikujulise laua iimber istub n last. Opetaja valib iihe lapse
ja annab talle kompveki. Seejérel jatab ta péripdeva liikudes iihe
lapse vahele ning annab kompveki jargmisele, siis jatab vahele
kaks last, annab jargmisele kompveki, jatab vahele kolm last jne.

Leida koik arvu n vadrtused, mille korral iga laps saab lopuks
vahemalt iithe kompveki.

143



Leida jaak arvu a jagamisel arvuga b.

29.
30.
31.

35.

36.
37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

144

a=6%2b=11 32. a =2 p=17
a=15%b=13 33. 0 =2223%34M p=11
a= 6199003 =101 34. ¢ =20%° +21%1 +22?2 p=19

Toestada, et 270 + 37 jagub 13-ga.
Téestada, et 22° + 1 jagub 641-ga.
Toestada, et 2377 —1 =1 (mod 37-73).
Leida jaak, mis tekib arvu

(986212695 4 1581519592)122
jagamisel 31-ga.
Toestada, et n” — n jagub kahega, kolmega ja seitsmega iga na-
turaalarvu n korral.
Toestada, et kolmest jarjestikusest arvust a® — 1, a®, a® + 1 iiks
jagub kindlasti 11-ga (a on téisarv).
Toestada, et kui SUT (a, 17) = SUT(b, 17) = 1, siis arv

aP0p33 _ o 18pL7

jagub 17-ga.
Toestada Fermat’ teoreemi pohjal, et o’
561 iga taisarvu a korral. Selleks toestada, et a

arvudega 3, 11 ja 17.

— a jagub kordarvuga
561 _ 4 jagub

Selgitada, milline jaik tekib siis, kui arv 2P~2 jagada p-ga, kus
p > 2 on algarv.

Niidata, et Fermat’ teoreem kujul ¢ = a (mod p) ei jad kehti-
ma, kui seal loobuda eeldusest, et p on algarv.

Téahestikust, milles on a tdhte, koostatakse koikvoimalikud so-
nad pikkusega p, kus p on algarv. Seejérel jaotatakse sonad klas-
sidesse: iihte klassi paigutatakse need sonad, mis on iiksteisest
saadavad tdhtede tsiiklilise nihke teel. Néaiteks satuvad samasse
klassi sonad aabca ja bcaaa. Leida, millised klassid tekivad ja
mitu sona kuulub igasse klassi. Tulemuse abil toestada Fermat’
viike teoreem.

Toestada Fermat’ viike teoreem induktsiooniga naturaalarvu a
jargi, kasutades binoomvalemit.



XIV. KONGRUENTSIDE LAHENDAMINE

1. Lineaarkongruentsid. Sarnaselt algebras esinevate vorrandi-

tega

flz) =0
tuleb tihtipeale lahendada ka kongruentse kujul

f(z) =0 (mod m),
kus f on mingi tdisarvude hulgal maératud ja taisarvuliste vaartuste-
ga funktsioon ning m fikseeritud moodul. Ulesandeks on leida tund-
matu z koik sellised vadrtused, mis seda seost rahuldavad. Jargnevas
vaatlemegi niisuguste kongruentside lahendamist, piirdudes seejuures
koige lihtsama juhuga, mil f on lineaarfunktsioon, st f(x) = ax — b
ning tegemist nn lineaarkongruentsiga
axr=b (mod m).

Lineaarkongruentsil ei saa kunagi olla ainult {ihte lahendit. Lihtne
on niha, et kui kongruentsi rahuldab arv ¢, siis teda rahuldavad ka
arvud c+m, c+2m, ... Liites lahendile (voi lahutades sellest) suvali-
ne arv korda moodulit, saame jalle lahendi, sest kui ¢ on kongruentsi
lahend, siis mistahes téisarvu k korral

a(c+ km)=ac+akm=>b (mod m).
Seepérast radgitakse niisuguse kongruentsi lahenditest enamasti alati

mooduli m jargi. Samuti jareldub siit, et kui kongruentsil iildse leidub
lahend, siis leidub tal ka lahend arvude 0, 1, ..., m — 1 seas.

Niide 1. Kongruentsi
3x=1 (mod 5)

iikks lahend on kergesti leitav: £ = 2. Kuid et lahendid on méératud
mooduli tdpsuseni, siis rahuldavad seda kongruentsi ka arvud = = 7,

xr = 12, x = 17, ... ning samuti veel ka arvud x = -3, x = -8,
x = —13, ... Koik need lahendid voib kokku votta avaldisega
x=2 (mod5).

Kongruentside lahendeid esitatakse viaga sageli just viimasel kujul.

Jargnevas vaatleme lineaarkongruentside lahenduvuse kiisimust.
Et lahendiks peab olema téisarv, siis on kongruents kindlasti lahen-
duv sel juhul, kui a | b. Kuid erinevalt lineaarvorrandist voib lineaar-
kongruentsil leiduda taisarvulisi lahendeid ka siis, kui viimane seos
ei kehti. Rédkides edaspidi lahendi iihesusest teatava mooduli jérgi,
moistame seda nii, et kongruentsil leidub tapselt iiks lahend moodu-
list vaiksemate mittenegatiivsete taisarvude hulgas.
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Teoreem 1. a) Kui SUT(a,m) | b, siis leidub lineaarkongruentsil
ax = b (mod m) parajasti iiks lahend mooduli m :SUT(a,m) jirgi.

b) Kui tingimus SUT(a,m) | b pole tdidetud, siis kongruentsil
ax = b (mod m) lahendit ei leidu.

Téestus. a) Olgu d = SUT(a,m), a = da'd, b = b'd ja m = m'd.
Jagades kongruentsi

axr =b (mod m)
molemat poolt ja moodulit suurima iihisteguriga d, saame
az=b (modm').

Need kongruentsid on samavéaérsed, sest kui mingi arv rahuldab iihte
kongruentsi, siis see arv rahuldab ka teist ja vastupidi.

Naitame, et viimasel kongruentsil on parajasti iiks lahend mooduli
m’ jargi. Votame vaatlusele m’ arvu

a-0,ad-1, ..., d -(m—1).

Mooduliga m’ jagades annavad need arvud kéik erinevad jasigid. Toe-
poolest, kui niiteks arvud a’i ja a’j, kus i < j, annaksid sama jii-
gi, siis nende vahe a(j — i) jaguks m’-ga. See on aga voimatu, sest
SUT(a’',m’) =1 ja tegur j — i on viiiksem kui m’. Et kéik jisigid osu-
tusid erinevaks, siis on nad lihtsalt arvud 0, 1, ..., m’'—1 mingis jirje-
korras. Sealhulgas peab mingi jaik langema kokku jadgiga, mis tekib
b’ jagamisel m’-ga. Vastava liikme a'k tegur k sobibki kongruentsi
lahendiks. Lisaks on see lahend ainus mooduli m’ = m:SUT(a,m)
jargi, sest nagu nagime, ei saa vaadeldavate arvude puhul tekkida
korduvaid jaake.

b) Oletame viitevastaselt, et kongruentsil leidub lahend ¢. Olgu
d = SUT(a,m). Et d | a, siis d | ac ehk ac =0 (mod d). Teiselt poolt
d|mjam|ac— b, milest d | ac — b ehk ac = b (mod d). Jarelikult
b=0 (mod d) ehk d | b. Seega oleme saanud SUT(a,m) | b. O

Erijuhul, kui tundmatu = kordaja ja moodul on iihistegurita, saa-
me teoreemist jargmise jarelduse.

Jareldus 1. Kui SUT(a,m) = 1, siis leidub lineaarkongruentsil
ax = b (mod m) parajasti ks lahend mooduli m jdrgi.

Viimase teoreemi ja jérelduse abil saab lihtsasti kindlaks teha
kongruentsi lahenduvust voi lahendumatust. Néiteks kongruents

6x =9 (mod 15)

on lahenduv, sest arvude 6 ja 15 suurim iihistegur 3 jagab kongruentsi
paremat poolt. Selle kongruentsi lahendiks on z = 4 (mod 5). See-
vastu aga kongruents

6x =8 (mod 15)
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pole lahenduv, sest arvude 6 ja 15 suurim iihistegur 3 ei ole kong-
ruentsi parema poole 8 teguriks.

Kui arvude a ja m suurim iihistegur on 1, siis osutub kongruents
lahenduvaks, s6ltumata paremast poolest. Selline juht esineb néiteks
kongruentsi

10z =6 (mod 21)
puhul, mille lahend on =9 (mod 21).

Oleme leidnud tingimuse, mis aitab kindlaks teha, kas kongruentsil
leidub lahend, aga kuidas seda lahendit tegelikult leida?

Uhe, kuigi mitte kdige efektiivsema voimaluse niitab teoreemi
toestuses kasutatud vote vaadata jarjest labi arvud kujul aiz, kus
i=20,1, ..., m—1, kuni leitakse selline, mis annab mooduliga ja-
gades sobiva jadgi. Selline téieliku ldbivaatamise meetod tuleb kone
alla siiski ehk ainult vdiksemate moodulite korral.

Efektiivsem vote on mooduli kordse liitmise meetod: liidame kong-
ruentsi paremale poolele voi lahutame sellest mooduli kordseid seni,
kuni tekib olukord, kus kongruentsi pooli saab jagada mingi iihe ja sa-
ma arvuga. Seejirel kordame sama operatsiooni, kuni jille saab kong-
ruentsi pooli mingi arvuga jagada jne. Niiviisi viheneb jark-jargult
z-i kordaja kongruentsi vasakul poolel. Kui ta saab l1opuks vordseks
ithega, ongi kongruents lahendatud.

Niide 2. Lahendada lineaarkongruents
152 =18 (mod 24).

Kongruents on lahenduv, sest 18 jagub arvuga SUT(15,24) = 3.
Jagades kongruentsi pooli ja moodulit 3-ga, saame kongruentsi

52=6 (mod 8).
Liidame paremale poolele voi lahutame sellest mooduli kordseid seni,
kuni saame 5-ga jaguva arvu:

50 =6+3-8=30 (mod 8).

Jagame pooli 5-ga, mis on mooduliga {ihistegurita, ning lahend on

x=6 (mod 8).
Kui meid huvitavad lahendid mooduli 24 jirgi, siis on neid kolm:
=6 (mod 24), x = 14 (mod 24) ja x = 22 (mod 24).

Niide 3. Lahendada lineaarkongruents
24x =1 (mod 29).

Kongruents on lahenduv, sest SUT(24,29) = 1. Liidame kong-
ruentsi paremale poolele mooduli:

24z =30 (mod 29).
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Niiiid voime kongruentsi pooli jagada 6-ga, sest arv 6 on mooduliga
ithistegurita. Saame
4z =5 (mod 29).
Lahutame paremast poolest mooduli:
4 = —-24 (mod 29).
Jagame kongruentsi pooli 4-ga, mis on mooduliga iihistegurita:
x=-6 (mod 29).
Liites paremale poolele mooduli, voime selle lahendi esitada kujul
=23 (mod 29).

2. Lineaarkongruentside siisteemid. Teinekord esineb raken-
dustes olukordi, kus arv x peab rahuldama mitte {ihte, vaid korraga
mitut kongruentsi

a1z = by (mod my)

asx = by (mod my)

anx = b, (mod m,)
ehk teiste sonadega, x peab rahuldama kongruentside siisteemi ehk
kongruentsisiisteemi. Kui leidub arv z, mis rahuldab koiki neid kong-
ruentse, siis peab iga iiksik kongruents olema lahenduv. Lahendades

vajaduse korral koik kongruentsid eraldi, voime seega alati eeldada,
et slisteem on antud kujul

xT
x

c¢1 (mod myq)
¢ (mod my)

x = ¢, (mod my,)
Selle kuju votamegi analiiiisi aluseks.
Naiteks kongruentsisiisteemis

2x =1 (mod 3)
3z =2 (mod 5)

on esimese kongruentsi lahend = 2 (mod 3) ning teise kongruentsi
lahend = =4 (mod 5), mistottu sellele siisteemile voib anda kuju

2 (mod 3)
4 (mod 5)

Niisuguste kongruentsisiisteemide lahendamisega tegelesid palju
Vana-Hiina matemaatikud, nendelt périneb jargmine teoreem, mis

avaldati esmakordselt aastal 1247 ja mida on kombeks nimetada
hiina jddgiteoreemiks.
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Teoreem 2. Kui moodulid my, ma, ..., my on paarikaupa tihis-
tegurita, stis leidub kongruentsisisteemil

x

x

1 (mod mq)
¢ (mod my)

x =c¢, (modmy,)
parajasti ks lahend mooduli M = mimsy ... my, jdrgi.

Toestus. Vaatleme n arvu My, Ms, ..., M,, mis on méairatud
avaldisega
M
m;
Nende kaudu saame leida arvud M;, M3, ..., M/ nii, et
M;M!=1 (mod m;) (1<i<n).

Téepoolest, et SUT(M;,m;) = 1, siis on see kongruents M suhtes
lahenduv ja tal leidub parajasti iiks lahend mooduli m; jargi.
Vaadeldava siisteemi lahendiks sobib arv
xr = MlM{cl + MQMéCQ +...+ MnM;qlCn,
sest asetades selle i-ndasse kongruentsi, saame
My Mjcy + MaMico + ...+ M,M,c, = M;M]c; =c¢; (mod m).
Toepoolest, arvu x avaldises jaguvad koik lilkmed peale i-nda arvuga
m;, lisaks on arvude M valiku tottu M; M =1 (mod m;).
Naitame, et lahend on ainus mooduli M = mims...m, jargi.
Kui siisteemi koiki kongruentse rahuldaks peale arvu z veel arv z’,
siis annavad x ja ' moodulitega m1, mao, ..., m, jagades sama jiigi.
Seega jagub vahe 2 —z’ kdigi moodulitega ning jérelikult ka nende vi-
hima iihiskordsega. Et moodulid on eelduse kohaselt iihistegurita, siis
vordub nende vahim iihiskordne parajasti korrutisega mims ... m,.
Seega jagub vahe z — 2’ arvuga M ehk z = 2’ (mod M). O
Teoreemi toestus annab ka meetodi kongruentsisiisteemi lahen-
damiseks. Selleks tuleb moodustada arvud My, Ms, ..., M,, abi-
kongruentse lahendades leida arvud Mj, My, ..., M/ ning kirjutada
valemi pohjal vélja slisteemi lahend.

Niide 4. Lahendada kongruentsisiisteem

3x =2 (mod 5)
x =3 (mod 6)
50 =1 (mod 7)

Koigepealt viime siisteemi kujule, kus iga tundmatu kordaja on 1.
Kongruentsi 3z = 2 (mod 5) lahendiks saame néiteks mooduli liit-

mise meetodiga © = 4 (mod 5) ning kongruentsi 5z = 1 (mod 7)
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lahendiks x = 3 (mod 7). Seega on siisteem viidud kujule
z =4 (mod 5)
x =3 (mod 6)
z =3 (mod?7)
Et moodulid on paarikaupa iihistegurita, siis voime kasutada tu-
letatud lahendivalemit. Moodustame arvud
M=5-6-7=210,
M M M
= My =— =35, M3;=— =30.
5 ) 2 6 ) 3 7
Arvud M7, M, M; médrame tingimustest
42M7; =1 (mod 5) ehk 2M{ =1 (mod 5),
35M5=1 (mod6) ehk —Mi=1 (mod 6),
30M;=1 (mod7)  ehk 2M5 =1 (mod 7).
Viimastest kongruentsidest leiame M| = 3, M} = 5, M4 = 4. Lahen-
divalemi jargi siis
x=42-3-4435-5-3+30-4-3=1389=129 (mod 210).
Jarelikult voib siisteemi lahendi esitada kujul
=129 (mod 210).

Teine meetod on lahendada kongruentse jark-jargult, asendades
igal sammul eelmiste kongruentside lahendi uude kongruentsi. Siis-
teemi

z =c¢1 (mod mq)
x = co  (mod my)
x = ¢, (mod my,)

lahendamiseks votame koigepealt ette esimese kongruentsi. Selle la-
hendid avalduvad koik kujul

T =c1 +mity,

kus t; on suvaline tédisarv. Selleks, et x rahuldaks ka teist kongruent-
si, méarame t; vadrtuse, asetades saadud avaldise teise kongruent-

si, millega viimane omandab kuju ¢; + mit; = co (mod m2) ehk
mity = ca — ¢ (mod mg). Tekkinud kongruentsi lahendame ¢; suh-
tes, olgu lahendiks t; = d; (mod msg), st lahendid avalduvad tildkujul

t1 = di + mata,
kus t9 on suvaline tdisarv. Jarelikult
xr=c1+ ml(dl + mgtg) = ¢1 +midy + mimats.
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Leitud arv rahuldab siisteemist kahte esimest kongruentsi. Teiste so-
nadega, kahest esimesest kongruentsist koosneva alamsiisteemi la-
hend on = = ¢; + mids (mod myms). Edasi asendame lahendi aval-
dise kolmandasse kongruentsi jne. Pérast viimase kongruentsi arves-
sevotmist oleme leidnud lahendi, mis rahuldab siisteemi koiki kong-
ruentse.

Ndide 5. Lahendame uuesti eelmises niites vaadeldud lineaarkong-

ruentsisiisteemi
z =4 (mod 5)

x =3 (mod 6)
x =3 (modT7)
Esimese kongruentsi lahendid avalduvad koik kujul

x =4+ 5tq,

kus t; on suvaline tdisarv. Asendame saadud iildavaldise siisteemi
teise kongruentsi. Sellega tekib kongruents 4 + 5t = 3 (mod 6) ehk
5t;1 = —1 (mod 6). Liites paremale poolele iiks kord mooduli, saame
5t;1 =5 (mod 6), millest 7 = 1 (mod 6). Seega 1 = 146t2, kus t5 on
suvaline taisarv. Asendades tulemuse eelmisena saadud iildavaldisse,
ndeme, et nii esimest kui ka teist kongruentsi rahuldavad arvud

x =4+ 5(1+ 6ty) =9 + 30ts.

Lopuks asendame selle avaldise kolmandasse kongruentsi, millega te-
kib kongruents 9+ 30t2 = 3 (mod 7), ehk parast esimese liikme pare-
male viimist ja seejarel vasakult 28¢5 lahutamist kongruents 2t5 = —6
(mod 7). Siit t = —3 (mod 7) ehk to = —3 + T3, kus t3 on suvali-
ne taisarv. Asendades tulemuse eelmisse iildavaldises, saame, et koiki
kolme kongruentsi rahuldavad arvud

x =94 30(—3 + Tt3) = —81 + 210t3,
ehk kongruentsina kirjutades
x=-81=129 (mod 210).

Jéarjestikuse asendamise meetodi puhul pole tegelikult tahtis, et
igas kongruentsis oleks vasaku poole kordaja 1. Samuti saab seda
meetodit, erinevalt otse hiina jadgiteoreemil pohinevast meetodist,
kasutada ka nende siisteemide lahendamisel, mille puhul ei ole koik
moodulid paarikaupa iihistegurita.

Kui kongruentsisiisteemi moodulid ei ole paarikaupa iihistegurita,
siis ei tarvitse siisteemil enam lahendit leiduda. Analoogiliselt tiksiku
lineaarkongruentsiga voib formuleerida tarviliku ja piisava tingimuse,
millal siisteem on lahenduv ja millal mitte.
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Teoreem 3. a) Kui c; = ¢; (mod SUT(m;, m;)) igai ja j korral,
siis leidub kongruentsisisteemil

x =c¢1 (mod mq)
x = cg (mod my)
x = ¢, (mod my,)

parajasti iiks lahend mooduli M = VUK(m1,ma, ..., my) jirgi.

b) Kui mingite i ja j korral seos ¢; = ¢; (mod SUT(m;,m;)) ei
kehti, siis siisteemil lahendit ei leidu.

Tdestus. a) Moodustame arvud My, Mo, ..., M, avaldistega

Mi:mlmg...mn (1<z<n)
m;

Rakendades korduvalt iile-eelmise peatiiki teoreemi 7, leiame sellised
arvud Mj, M5, ..., M, et oleks

SUT(My, Ma, ..., M,) = MyM; + MyMJ} + ...+ M, M).
Vaatleme arvu
MlM{C1 + MQMéCQ +...+ MnMT/LCn
T = - .
SUT(My, Ms, ..., M,)
See arv on téisarv, sest arvud My, Mo, ..., M, jaguvad oma suurima
iihisteguriga. Toestame, et x sobib siisteemi lahendiks. Konkreetsuse
mottes leiame arvu x jadgi jagamisel mooduliga m;. Kui viimase
avaldise lugejas liita ning lahutada arvad MsMjcy, ..., M, M/ cq,
siis voime esitada lugeja kujul
MlM{61 + MgMéCl + ...+ MnMT/Lcl—i—
+M2M£C2 — M2M2/C1 + ...+ MnM»,/LCn — MnM»r/Lcl =
= SUT(My, My, ..., My)cy + MaMy(co — 1)+ ...+ M, M, (c, — c1).

Seega

MoMl(ca — 1)+ ...+ MM/ (¢, — ¢1)

r=c+ =
' SOT(M,, Ms, ..., M,)

Eelduse pohjal on iga i = 2, ..., n korral SUT(ms,m1) | (i — 1),

jarelikult ¢; —c; = k; SUT (m;, m1), kus k; on teatav tiisarv. Et lisaks
M

M; = my—,

m;

siis iga 7 = 2, ..., n korral

M;M!(c; — 1) my 2 M k; SUT (my, ma)

SUT (M, My, ..., M,) SUT(M,y, M,, ..., M,)
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Viimane avaldis aga vordub avaldisega
ma M k; SUT(%mi, %ml) ~ miM[k; SUT (M, M;)
SUT(My, Ms,...,M,)  SUT(My, M,,...,M,)
Suurim {ihistegur lugejas on nimetajas esineva suurima tiihisteguri

kordne, seega jagub kogu avaldis mi-ga. Kokkuvottes ndeme seega,
et x avaldub kujul

r=c; +mqt
mingi tdisarvu ¢ korral ning jarelikult
r=c (mod my).
Seega on siisteemi esimene kongruents rahuldatud. Téieliku siimmeet-
ria tottu saame, et x rahuldab ka iilejaanud kongruentse ehk on siis-
teemi lahend.

Kui 7 ja 2’ on vaadeldava kongruentsisiisteemi kaks lahendit, siis
jagub  — 2’ kéigi moodulitega m1, mo, ..., m, ning jarelikult ka
arvuga M = VUK (my, ma, ..., m,). Seega on siisteemi lahend {ihene
mooduli M jirgi.

b) Kui = on siisteemi lahend, siis peab ta rahuldama ka iga alam-
slisteemi

x =¢ (modm;)

z =¢; (modmy)
Et SUT(m;,m;) | m; ja m; | @ — ¢, siis SUT(my,m;) | 2 — ¢
Analoogiliselt SUT (m;, m;) |  — ¢;. Kahest viimasest seosest saame
SUT (ms,m;) | (x — ¢;) — (z — ¢;) ehk SUT(m;,m;) | ¢; — ¢;. See aga
tihendab, et ¢; = ¢; (mod SUT(m;,m;)). O

Niisiis leidub igal lahenduval kongruentsisiisteemil iihene lahend
iiksikute moodulite vihima tihiskordse jargi. Kui moodulid on paa-
rikaupa iihistegurita, siis vordub vahim iihiskordne parajasti nende
moodulite korrutisega. Sellisel juhul taandub tGestatud teoreem hii-
na jadgiteoreemiks.

Formuleeritud teoreemi abil saab ilma kongruentsisiisteemi lahen-
damata kindlaks teha, kas tal lahend leidub.

Niide 6. Vaatleme lineaarkongruentside siisteemi
z=2 (mod 4)
z=3 (mod 6)

Siin on SUT (4, 6) = 2, kuid paremad pooled 2 ja 3 ei ole omavahel
kongruentsed mooduli 2 jirgi. Seega puudub sellel siisteemil lahend.
Vaadeldava lihtsa néite korral saab selles ka otse veenduda: siisteemi
esimest kongruentsi rahuldavad ainult paarisarvud, teist aga ainult
paaritud arvud.
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Ulesanded

Lahendada lineaarkongruentsid.

5z =4 (mod 7) 4. 422 =11 (mod 67)
Tx =2 (mod 13) 5. 60x = 42 (mod 198)
2(3z + 1) =8 (mod 37) 6. 12152 = 560 (mod 2755)
Lahendada kongruentsisiisteem

43z —5) —2(y — x)

2(bx —y) — 3y

mooduli 23 jargi ja mooduli 31 jargi.

R

(@31

Lahendada jargmised lineaarkongruentside siisteemid.

8. z =3 (mod 5) 11. 5z = 14 (mod 21)
x = 2 (mod 6) 7z =1 (mod 18)
xz =4 (mod 7) 3z = 6 (mod 15)
9. 3z =1 (mod 14) 12. z =1 (mod 6)
2z = 5 (mod 13) 3z = 4 (mod 10)
x = 8 (mod 15) 2z = —1 (mod 15)
10. 5z = 1 (mod 8) 13. z—a =0 (mod 3)
3x = 5 (mod 10) 3x4+b =0 (mod 5)
4x = 4 (mod 12) 2z +¢ =0 (mod 7)

14. Kaks hammasratast, millest iihel on 21 ja teisel 52 hammast,
hambuvad teineteisega.

a) Mitu pooret peab suurem hammasratas tegema, et alguses
kohakuti olnud hammas ja hambavahe satuksid taas kokku?

b) Nummerdame esimese hammasratta hambad 0-st 20-ni ja
teise hammasratta vahed 0-st 51-ni, kummalgi p6orlemis-
suunas. Alguses on kohakuti hammas 0 ja vahe 0. Mitu
pooret peavad molemad rattad tegema, et kohakuti olek-
sid véiksema ratta hammas 17 ja suurema ratta vahe 117

¢) Kas hambumisel v6ib esineda suvaline hamba ja hambavahe
kombinatsioon?

d) Teises stisteemis on suuremal hammasrattal 54 hammast,
vaiksemal ikka 21. Millised hamba ja hambavahe kombinat-
sioonid voivad esineda, kui alguses hambusid molemal rattal
arvud 07

e) Viiksema ratta iiks hammas on paindunud ja kulutab va-
het teisel rattal isefiranis tugevasti. Milline iilekanne (52:21
voi 54 :21) on kasulikum suurema hammasratta hammaste
ithtlase kulumise seisukohalt?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Jarves on ujumissillast alates paigutatud 3 paralleelset poide ri-
da, mis tdhistavad ujumisradu. Punased poid paiknevad 5 m va-
hedega, rohelised 7 m vahedega ja valged 9 m vahedega. Allvee-
ujuja hiippas vette ujumissillalt ning tousis pinnale 2 m pérast
punast poid, 3 m pérast rohelist ja 3 m enne valget poid. Mitu
meetrit ta vee all 1abis?

Geotermiliselt aktiivses kuumaveeallikate piirkonnas asub kolm
suurt geisrit — Heitur, Djupur ja Forugur. Neist Heitur purskab
perioodiga 6 péeva, Djupur perioodiga 7 pédeva ning Forugur pe-
rioodiga 11 pédeva. Kui geisreid uurima saadetud ekspeditsioon
kohale joudis, siis tuli Djapuri purset oodata iiks péev, Foruguri
purset kaks ja Heituri purset viis paeva. Millal peab ekspeditsioon
tagasi tulema, et ndha koigi kolme geisri purset samal paeval?

Kui sa lahed trepist iiles, vottes korraga 2 astet, siis jadb viima-
seks sammuks 1 aste iile. Vottes 3 astet korraga, jaab viimaseks
sammuks 2 astet. Kui {ihe sammuga votta 4 voi 5 astet, siis jaab
viimaseks sammuks vastavalt 3 voi 4 astet. Kui pingutad tugevas-
ti ja votad iihe sammuga 6 astet, siis jadb viimaseks sammmuks 5
astet. Alles siis, kui suudad votta 7 astet korraga, jouad viimase
sammuga iilemisele trepiplatvormile. Mitu astet on trepil?

Kui teatud arvust iihikkuubikutest koostada kuubid kiiljepikku-
sega 3, siis jaab kasutamata 2 kuubikut. Kui nendest kuubikutest
koostada kuubid kiiljepikkusega 4, siis jaab kasutamata 3 kuubi-
kut. Kui aga kuubikutest koostada kuubid kiiljepikkusega 5, siis
jaab kasutamata 1 kuubik. Leida kuubikute arv.

Linnaliinibusse haldavas firmas ei onnestunud ametiiihingu vas-
tuseisu tottu paika panna lihe bussi liikkumise graafikut. Nimelt,
kui buss kulutaks iihe ringi ldbimiseks 20 minutit, siis lopetaks
bussijuht vahetuse 5 minutit ettendhtud tédajast hiljem. Sama
lugu on ka siis, kui buss kulutaks ringi labimiseks 25 minutit. Ent
kui ringi labimiseks kuluks 30 minutit, siis 1opetaks juht vahetuse
5 minutit ettendhtust varem, mis aga ei meeldinud juhtkonnale.
Milline on vahetuse ettendhtud kestus?

Planeedil Xantur valitsevate eripiraste tingimuste tottu kasu-
tavad sealsed elanikud jargmist ajaarvamissiisteemi. On olemas
kolme liiki nddalaid: kajen, mille kestus on b pieva, seskajen, mil-
le kestus on 6 péeva, ja tekajen kestusega 7 péaeva. Iga aasta algu-
ses teatavad preestrid, kas saabuv aasta on kajen-, seskajen- voi
tekajen-tiilipi, vastavalt sellele, millistest nadalatest ta koosneb.
Uldiselt voib aasta koosneda ainult iihte liiki nidalatest, kuid sel-
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21.

22,

23.

24.

156

leks, et astronoomiline pikkus tais saaks, voib aasta 16ppu lisada
ithe teist liiki nddala. Sel pohjusel ongi kajen-tiilipi aasta lopus
iiks tekajen-nddal, tekajen-tiilipi aasta 1opus seskajen-nédal ja
seskajen-tiiiipi aasta lopus kajen-nadal. Mitu pédeva kestab pla-
needi Xanturi aasta?

Uks Hiina keiser kasutas oma vaenlaste korvaldamiseks jargmist
meetodit. Korraldati pidus6ok, kus kiilalised istusid koos keisriga
immarguse laua taga. Teener toi hobepeekri, milles olid kul-
last kirsid. Keiser vottis iihe kirsi ja ulatas peekri parempoolsele
naabrile, naaber vottis samuti ithe kirsi, ulatas peekri parem-
poolsele naabrile ja nii edasi. Kellele jéi viimane kirss, see hukati.
Seejérel korjati kirsid kokku ja pandi peekrisse tagasi. Kui vaja,
siis korrati seda protseduuri: keiser vottis esimese kirsi ja andis
peekri parempoolsele naabrile, kes vottis omakorda kirsi, andis
peekri oma naabrile jne. Kord oli pidusodgile kutsutud 7 kiila-
list. Mitu kullast kirssi peab teener peekrisse panema, kui keiser
soovib lasta hukata kaks kiilalist, kes istuvad tema molemal kéel?
Leida koik voimalused, mis on véiksemad kui 100.
Toestada, et kui SUT(m,n) = 1, siis leiduvad arvud e; ja ez, mis
rahuldavad siisteeme

e1 =1 (modm . e

_ ja
er =0 (mod n) e

~

0 (mod m)
1 (mod n)

Avaldada slisteemi
a (mod m)
b (mod n)

lahend arvude e; ja ey kaudu.

xT
x

Avaldada kongruentsisiisteemi
c¢1 (mod my)
co  (mod ma)

T
T

lahend kongruentsi mix = c2 — ¢1 (mod ms) lahendi kaudu.
Toestada, et kui moodulid m1, ms, ..., m, on paarikaupa iihis-
tegurita, siis on silisteem

c¢1 (mod ms)

co  (mod ma2)

T
T

x = ¢, (modmy)
samavadrne kongruentsiga
(My+...+ M)z =Mc+...+ My, (mod mims...my),
kusigai=1, 2, ..., n korral M; = mims...my/m;.
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