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Peatiikk 1

Korpuste laiendamine

1.1 Korpused ja nende laiendid

Definitsioon 1.1.1. Korpuse K karakteristikaks kar K nimetatakse tihikele-
mendi poolt genereeritud alamkorpuse elementide arvu, kui (1) on loplik ja 0
vastasel korral.

Jareldus 1.1.1.1. Kui korpuse K karakteristika on kar K = 0, siis leidub in-
jektsioon W korpus Q <% K

Jareldus 1.1.1.2. Kui korpus K ei sisalda ratsionaalarvude korpust Q, siis
kar K € P.

Definitsioon 1.1.2. Olgu meil korpused K C L, siis korpust L nimetatakse
korpuse K laiendiks ja seda tihistatakse L : K. Korpus L loomulikul viisil vek-
torruum dle K. Vektoruumi méodet [L : K| := dim L : K nimetatakse laiendi
astmeks.

Definitsioon 1.1.3. Korpuste laiendi L : K elementi o nimetatakse transtsen-
dentseks kui elementide siisteem ('), on lineaarselt soltumatu. Elementi o

nimetatakse algebraliseks, kui leidub polimoom f € K[X]\ {0} nii, et f(a) = 0.

Teoreem 1.1.1 (Dimensiooni teoreem). Olgu meil korpuste laiendid K : L ja
F : L, siis laiendi F : K médde avaldub [F : K] =[F : L]-[L: K].

TOESTUS. Kui iithe laiendi m6dde on 16pmatu, siis peab seda olema ka laiendi
F : K moode, seega on tarvis vaadata vaid 16plikke laiendeid. Olgu L baas K
suhtes (a;)i_; ja I' baas L suhtes (3;)L,. Vaatleme niiiid vektorite siisteemi
di,j = ;f3j. Olgu meil lineaarkombimatsioon Y77 | 377, #; ;0 ; = 0, siis saame
avaldada

i(iﬁid’%)ﬁjzo = iﬁz‘,jaizo, i=12,...,m.
j=1 \i=1 Py
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Kuna («;)™_, on lineaarselt sdltumatud, siis x; ; = 0. Seega siisteem (6i,j)?:1;n:1
on vektorrumi F' baas K suhtes, kuna see on moodustajate siisteem.

Definitsioon 1.1.4. Olgu meil korpuste laiend L : K ja o € L, siis elemendi

a adjugeerimisel korpusele K saadakse korpus K(«), mis on vihim korpus, mis
sisaldab endas korpust K ja elementi .

Lause 1.1.2. FElementide adjugeerimine korpusele K on assotsiatitvne ming
kommutatiivne.

Definitsioon 1.1.5. Korpuse K ja transtsendentse elemendi t ratsionaalaval-
diste korpuseks nimetatakse hulka

K0 = {23 |p.ae kx| jaa 20},

millel korrutamine ja jagamine on defineeritud analoogselt murdudega st. tehted
on defineeritud ekvivalentsi klassidel.

TOESTUS. Definitsioon on korrektne.

Definitsioon 1.1.6. Korpuste laiendit L : K nimetatakse lihtsaks parajasti siis,
kui leidub o € L nii, et L = K(«).

Lause 1.1.3. Kui korpuste laiendi L : K aste on loplik, siis koik elemendid on
algebralised iile K.

Definitsioon 1.1.7. Korpuste laiendit L : K nimetatakse algebraliseks para-
Jjasti siis, kui koik L elemendid on algebralised iile K.

Definitsioon 1.1.8. Korpuste laiendid Ly : K ja Lo : K on isomorfsed parajas-
ti siis, kui leidub bijektiivne homomorfism ® : Ly — Lo, mille ahend ®|x = Ik.

Teoreem 1.1.4. Kui s ja t on transtsendentsed elemendid iile K, siis ratsio-
naalavaldiste korpused K (s) ja K(t) on isomorfsed.

[

TOESTUS. Defineerime isomorfismi ® : K (s) — K(t) jirgnevalt @(58) = %.

Definitsioon on korrektne, sest kui

pi(s) _ pi(s) _ pi(t) _ pa(t)
a3 as) ~ P1q2 = p2q1 A )~ .

On ilmne, et ® on siirjektiivne homomorfism. Olgu ® (’;Ezg) =0,silispl =0¢g=0

ja seega p = 0, millest % = 0. Seega on @ injektiivne.

1.2 Lihtsad algebralised laiendid

Definitsioon 1.2.1. Korpuste laiendi L : K algebralise elemendi o € L mini-
maalseks poliinoomiks nimetatakse vihima astmega unitaarset polinoomi m,, €
K[X]\ {0}, mille korral mq(a) = 0.
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Lause 1.2.1. Korpuste laiendi L : K algebralise elemendi o € L minimaalne
poliinoom on theselt mdadratud kui unitaarne taandumatu poliinoom tle korpu-
se K, mille juureks on «. Iga poliimoom f € K[X| mille juureks on « jagub
elemendi o minimaalse poliinoomiga.

TOESTUS. Olgu meil poliinoom f € K[X], mille juureks on element a, siis
jagades seda minimaalse poliinoomiga saame f = gm, + 7, seega

0= f(a) = gl@)ma(a) + r(a) = r(a).

Kuna minimaalne poliinoom on vidhima astmega nullist erinev poliinoom, siis
r = 0. Kui m,, oleks taandumatu poliinoom, siis nullitegurite puudumise téttu
poliinoomide ringis K[X] poleks ta viihima astmega poliinoom. Kui elemendil
oleks kaks minimaalset poliinoomi m, ja ml, siis m, | ml, ja ml, | m,. Kui
arvestada poliinoomi unitaarsust, siis ms, = m/,.

Teoreem 1.2.2 (Kroneckeri teoreem). Kui m € K[X] on taandumatu uni-
taarne polimoom, siis faktorring L = K[X]/(m) korpus ja polinoom m omab
vihemalt ihte juurt korpuses L ja leidub loomulik sisestus K — L.

TOESTUS.

A. Poliinoomi m on esimese astme poliinoom, siis L = K.

B. Poliinoomi aste degm > 1. Néitame, et kommutatiivne ring L = K[X]/(m)
on korpus. Selleks paneme téhele ged(m,g) = 1 kui f 1 g < g # 0. Laiendatud
Eukleidese algoritm annab poliinoomid w,v € K[X] nii, et um +vg = 1 &
-9 =1jaseega v = ()~ ! Teisalt f(Z) = f(z) = 0 ja seega T poliinoomi f
juur. Loomulik projektsioon 7 : K < K[X]/(f) on injektiivne homomorfism.

Jédreldus 1.2.2.1. Olgu meil korpuste laiend L : K. Kui polimoom m € K|[X]
on taandumaty ja unitaarne ning element o € L on poliinoomi m juur, siis
korpused K[X]/(m) ja K () on isomorfsed(kui samastada K elementide klassid
K elementidega korpuses K[X]/(m)) jam on elemendi o minimaalne polinoom.

TOESTUS. Olgu @ : K[X]|/(m) — K(a) defineeritud jargnevalt ®(p) = p(«).
Definitsioon on korrektne, sest m(«) = 0 ja seega teisenduvad erinevad esindajad
itheks elemendiks. Olgu m, elemendi ¢ minimaalne poliinoom, siis m, | m.
Kuna m on taandumatu unitaarne poliinoom, siis m = m,,. Niiiid on lihtne on
veenduda Ker @ = 0 ja seega ® injektsioon. Kuna & on siirjektsioon ja kooskolas
korpuse tehetega, siis on ® isomorfism.

Jédreldus 1.2.2.2 (Lihtsa laiendi ehitus). Korpuste laiendi L : K algebralise
elemendi « poolt mooduatatud lihtse laiendi K (o) moode [K () : K] = degma,
kus me, on elemedi o minimaalne poliimoom. Iga element § € K(a) avaldub
tiheselt poliinoomi f € K[X] vidrtustusena f(«), kus deg f < degmy,.

TOESTUS. Eelmisest teoreemist 1.2.2.1 teame K(a) = K[X]/(mq). Olgu n =
degma, siis korpuse K[X]/(m,) iga klassil leidub esindaja, mille aste on viiksem
n ja seega isomorfism ® kujutab

K(a) = ®[K[X]/(ma)| = {f(0) | | € K[X], deg f < n}



8 PEATUKK 1. KORPUSTE LAIENDAMINE

Selle vektoruumi baasiks sobib 1, a, @?,...,a" 1. Siisteem on iille K lineaarselt
soltumatu, muidu poleks m, minimaalne poliinoom.

Jédreldus 1.2.2.3. Olgu meil korpuse K kaks lihtsat laiendit K(a) jo K(B),
sits jargnevad vdited on samavddrsed:

1. leidub laiendite isomorfism 1 nii, et (o) = 5;
2. elementide « ja 8 minimaalsed poliinoomid on vérdsed.

TOESTUS.

1=2

Lihtne on veenduda 0 = ¥(mq(a)) = ma(¥(a)) = ma(8), kus my on ele-
mendi o minimaalne poliinoom. Kuna poliinoom m,, on taandumatu unitaarne
poliinoom, siis on see ka elemendi § minimaalne poliinoom vastavalt lausele
1.2.1.

2=1

Siis on K(a) = K[X]/(ma) = K(8), kus m, on « minimaalne poliinoom.

1.3 Korpuste algebralised laiendid

Definitsioon 1.3.1. Polinoomi f € K|[X] lahutuskorpuseks nimetatakse kor-
puse K sellist laiendit, milles poliinoom f lahutub lineaarteguriteks. Kitsamas
mottes on poliinoomi lahutuskorpus minimaalne korpuse K laiend, milles polii-
noom f lahutub lineaarteguriteks®.

Lause 1.3.1. Olgu L : K poliinoomi f € K[X] lahutuskorpus ja (&), C L
poliinoomi koik juured, siis minimaalne lahutuskorpus M = K(&1,&2,...,&n).

Teoreem 1.3.2. Iga mittekonstantse poliimoomil f € K[X] leidub lahutuskorpus
L : K. Minimaalne lahutuskorpus on mddratud theselt isomorfismi tdpsuseni.

TOEsTUS. Lahutuskorpuse olemasolu on selge tdnu teoreemile 1.2.2, kuna polii-
noomi juurte arv on tokestatud poliilnoomi astmega.

Minimaalse lahutuskorpuse iihesuseks vaatame kahte minimaalset lahutus-
korpust L ja L’. Teeme induktsiooni iile poliinoomi astme. Lahutugu poliinoom
f = fife--- fr taandumatuteks teguriteks fr. Kuna tegutite fr pealiikmete
kordajatega saab ldbi jagada, siis voib iildsust kitsendamata eeldada, et fi ja f
on unitaarsed poliinoomid. Olgu poliinoomi juured kordsusi arvestades esimeses
korpuses (§;)i; C L ja teises korpuses ((;)j_; C L'. Olgu taandumatu tegu-
rile fi juured & ja ¢;. Niitid korpused on K (¢;) ja K((;) on jérelduse 1.2.2.1
isomorfsed

K(&) = K[X]/(fr) = K(G)-

1 Jargnevates peatiikkides ning paragrafides méistame poliinoomi lahutuskorpust kitsamas
mottes.
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Seega leidub laiendite isomorfism @ : K (&) — K((;), kusjuures ®(§;) = (.
Konstrueerime formaalselt korpuse L kui korpuse K (¢;) laiendi. Selleks pane-
me tihele, et K(&1,&a,...,&,) on vektorruum iile K(&;). Muudame vektorite
siisteemi &1,&2...,&, lineaarselt soltumatuks arvates vélja teiste kaudu aval-
datavad vektorid ning tdiendame siis vektorruumi baasiks aq, g, ..., as. See
on voimalik lisades vaid juurte &;; astmeid, sest L on 16plik laiend. Definerime
L" kui vektorruumi iile K ((;) vottes formaalselt vektoruumi baasiks siisteemi
a1,ao,...,as. Defineerime niiiid vektorrumide vahelise kujutuse ¥ : L — L”
jérgnevalt

v <szaz> = Z @(pi)ou, kus pr € K(&;).
=1

=1

On lihtne veenduda, et tegu on vektorruumide bijektiivse lineaarteisendusega
ille korpuse K. Niiiid definerime vektorrumis L korrutamise jiargneval viisil
a-b=U(¥1(a) - 7). Lihtne on veenduda, et tehe on assotsiatiivne ja
kommutatiivne ning rahuldab distributiivsuse vérrandeid. Ja seega on L” ring.
Kui a € L, siis W71(a) # 0 ja seega leidub b € L nii, et ¥(a)b =1 ja seega

U(b)a = T(TH(T(b) T (a)) = U(b¥(a)) = V(1) = 1.

Seega oleme niidanud, et L” on korpus ja ¥ : L — L” on konstruktsioo-
ni tottu laiendite isomorfism. Kuna korpus L on poliinoomi f lahutuskorpus,
siis f = [[i_;(X — &), rakendades poliinoomile isomorfismi ¥ saame lahutu-
se f=TI/_,(X —¥(&)) ning seega on L” lahutuskorpus. Kui oletatada vas-
tuviiteliselt, et leidub L” périsalamkorpus L, mis sisaldab ko6ik poliinoomi f
juured, siis peab W=1(L"") C L, mis on ilmne vastuolu L minimaalsusega. Kuna
korpuses K (¢;) jagab poliinoom X — {; polinoomi f, siis f = (X — (;)f’. Et
L’ ja L on minimaalsed f’ lahutuskorpused iile K((;), siis induktsiooni eeldu-
se tottu peavad L” ja L’ olema isomorfsed kui f’ lahutuskorpused. Seega iile
korpuse K oleme saanud laiendit isomorfismide jada L = L” = [/,

Teoreem 1.3.3. Olgu meil korpuste laiend L : K ja algebraliste elementide
stisteem (a;)?_; C L. Elementide adjugeerimisel saadud korpus K (a1, ag, . .., o)
on loplikumaodtmeline korpuse K laiend

TOESTUS. Olgu elementidele (a;)}—; vastavate minimaalsete poliinoomide ast-
med k;. Siis dimensioonide teoreemist saame

n

[K(al,ag,...,an) : K] = [K(al) : K]H[K(al,...,ai) : K(al,...,ai_l)],
=2

[K (a1, 02,...,an) : K] < [[ ki € N.
i=1
Jareldus 1.3.3.1. Olgu meil korpuste laiend L : K ja algebraliste elementide

stisteem («; | @ € I). Elementide adjugeerimisel saadud korpus K(oy |i € I) on
algebraline korpuse K laiend.
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TOESTUS. Olgu o@ € K(o; | @ € I), siis on kerge veenduda, et leidub arv n € N
esindajat siisteemist («; | ¢ € I) nii, et @ = f(ag,aq,...,ay), kus poliinoom
f € K[X1,Xa,...,X,]. Sest iga a; lineaarselt sdltumatute astmete arv on tdkes-
tatud minimaalse poliinoomi astmega ja iga element peab avalduma lopliku sum-
mana vektoruumi K («; | ¢ € I) baasi elementidest. Niiiid on ilmne, et element
a € K(ag,as,...,ay), mis on 1oplik laiend ja seega on « algebraline.

Teoreem 1.3.4. Korpuste laiendi L : K jaoks leidub suurim vahepealne korpus
L C M C L, mis on algebraline iile K.

TOESTUS. Vatame elemenditde (o | @ € I) C L siisteemiks kdigi algebraliste
elementide hulga korpuses L, siis M = K(«; | i € I) on korpuse K algebraline
laiend. Konstruktsiooonist tulenevalt peab see olema suurim.

1.4 Korpuse algebraline sulund

Definitsioon 1.4.1. Korpust K nimetatakse algebraliselt kinniseks parajasti
siis, kui iga mittekonstantse polinoomi f € K[X] leidub poliinoomil vihemalt
ks juur.

Jareldus 1.4.0.1. Algebraliselt kinnises korpuses lahutub iga mittekonstantne
poliinoom lineaartequrite korrutiseks.

Lemma 1.4.1. Olgu I C R kahepoolne ideaal ringis R, siis leidub maksimaalne
ideaal J C R nii, et I C J.

TOESTUS. Olgu meil P = {M C R|iC M, M on kahepoolne ideaal} osaliselt
jarjestatud sisalduvusseose suhtes. Siis I € P # () ja igal téielikult jirjestatud
alamhulgal (M, | a € I) on olemas iilemine toke N = (J,.; Ms. On ilmne,
et hulk NV on ideaal, kuna ideaal on defineeritud 16pliku hulga elementide abil.
Teisalt N = R, siis 1 € N ja seega peaks leiduma « € [ nii, et 1 € M, # R,
mis on ilmne vastuolu. Seega on N € P ning on tdidetud Zorni lemma eeldused,
mistottu peab leiduma maksimaalne ideaal J.

Teoreem 1.4.2. Igal korpusel K on olemas laiend L, milles iga mittekonstantne
poliinoom f € K[X]| omab juurt.

TOESTUS. Vaatleme koikide mittekonstantsete politnoomide hulka {f; | i € I}.
Votame niitid sama vdimsusega muutujate hulga S = {X, | ¢ € I}. Vaatleme
niitid poliinoomide ringi K'[S] ideaali I = (fi(X;) | ¢ € I). Néitame I # K[S].
Kui I = K|[S5], siis peaks leiduma mittetriviaalne 15plik lineaarkombinatsioon

fo (Xi)gr + fi,(Xiy)g2 + -+ + fi, (Xi, )gn = 1,

kus g; € K[S]. Kuna meil on 16plik arv poliinoome, siis leidub korpuse K laiend
L, milles iga f;, omab juurt a;,, seega vidrtustades X;, = «;, saame vastuolu

0= fi,(ai)g1 + fir(aiy)g2 + - + fi, (@i, )gn = 1.



1.4. KORPUSE ALGEBRALINE SULUND 11

Eelnevast lemmast 1.4.1 saame, et leidub maksimmalne ideaal I C J C K[S].
Paneme tihele, et faktorringis F' = K[S]/J leidub igal poliinoomil f; € K[X]
juur X;. Selge on, et loomulik sisestus 7 : K < F on injektsioon, sest J (| K =
{0}. Téestame F on korpus. Olgu f # 0 < f ¢ J, siis ideaali J maksimaalsusest
J+ (f) = K|[5] ja seega leidub u,v € K[S] ja g € J nii, et ug+vf =1 ja seega
v-f=1.

Teoreem 1.4.3. Igal korpusel K leidub algebraliselt kinnine laiend.

TOEsTUS. Olgu Ky = K, vastavalt eelnevale teoreemilel.4.2 leidub laiend K7,
milles iga mittekonstantne polilnoom f € Ky[X] omab juurt. Olgu K; korpuse
K;_1 selline laiend, milles iga mittekonstantne poliinoom f € K;_1[X] omab
juurt. Niiiid saab defineerida F' = J;°, K;. On lihtne veenduda, et tegu on
korpusega. Teisalt iga mittekonstantne poliinoom iile F' peab olema poliinoom
ille mingi K; ja seega omama juurt.

Jareldus 1.4.3.1. Igal korpusel leidub algebraline algebraliselt kinnine laiend.

TOESTUS. Pannes kokku teoreemide 1.4.3 ja 1.3.4 konstruktsioonid, saame kor-
puste jada K C K C F, kus F on algebraliselt kinnine ja K on suurim al-
gebraline F' alamkorpus. Oletame, et K pole algebraliselt kinnine, siis leidub
poliinoom f € K[X], mis ei oma juurt ¢ korpuses K. Kuna Iga K element on
16plik summa algebralistest elementidest iile K, siis £ on algebraline {ile 16pli-
kumoastmelise laiendi K (ag,as,...,a,) ja seega peab dimensioonide teoreemist
K(ay,as,...,an,,&) olema 1oplikumdotmeline laiend ja € peab seega olema al-
gebraline iile K, mis annab vastuolu K konstruktsiooniga.

Definitsioon 1.4.2. Korpuse K minimaalset algebralist laiendit K, mis sisal-
dab endas laiendite isomorfismi tipsuseni koiki algebralisi laiendeid nimetatakse
korpuse K algebraliseks sulundiks.

Teoreem 1.4.4. Igal korpusel leidub algebraline sulund ning see on isomorfismi
tapsusenst tiheselt mdadratud.

TOESTUS. Toestuseks niitame, et algebraline algebraliselt kinnine laiend K si-
saldab isomorfismi tédpsuseni koiki algebralisi laiendeid. Olgu F' suvaline algeb-
raline laiend. Moodustame osaliselt jéarjestatud hulga

P={(L,¢o)| KCLCF, ¢:L— K, ponsisestus, p|x = Ik},
kus

(L17S01) = (L27302) = Ll - L2, 302|L1 = 1.

Paneme téhele P # 0, sest paar (K, [) € P. Niitame, et igal osaliselt jarjestatud
ahelal ((La,¢a) | @ € I) C P leidub iilemine toke hulgas P. Votame tradit-
siooniliselt L = (J,¢; La ja ¢(x) = @a(z), kui 2 € Ly. Lihtne on veenduda ¢
definitsioon on korrektne ja (L, ) € P. Kuna on tiidetut Zorni lemma eeldu-
sed, siis leidub maksimaalne element (M, ) hulgas P. Oletame vastuvéiteliselt,
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et M # F, siis leidub element o € F'\ M. Vaatleme laiendit K («). Kuna « on
algebraline, siis leiduvad minimaalse poliinoomid m, € K[X] ja no, € M[X].
Paneme tihele, et vastavalt minimaalsete poliinomomide omadustele ny | mq.
Tihistame m/, = p(n,) € M'[X] C K[X], kus M' = ¢[M]. Sisestus ¢ siilitab
poliinoomide jagumise ja seega m/ | mq, sest m, € K[X]. Korpuse K al-
gebralisest kinnisusest saame, et poliinoom m/, omab juurt o’ € K, mis on
iihtlasi juureks poliinoomile m,,. Poliinoom m/, peab olema elemendi o’ mini-
maalne poliinoom iile korpuse M’, sest vastasel korral saaks isomorfismi ¢! abil
poliinoomi n,, tegurdada, mis oleks vastuolus n, valikuga. Niiiid saab moodus-
tada kaks korpuste jada K C M’ C M'(¢/) C K ja K C M C M(a) C F. Olgu
r = deg n,, siis vektorite siisteem 1,a,a?,...,a" "1 on vektoruumi M () baas
jal,a/,(a')? ..., (a’)"~! on baas vektorruumis M’(a'). Niiiid saab defineerida
bijektiivse lineaarkujutuse ¥ : M(a) — M’(a/) jargnevalt

LG (Z miai> = i o(m;) (o)
i=0 i=0

On lihtne veenduda, et ¥ on kooskdlas korrutamise ja poordelemendi votmisega,
ning seega tekib sisestus M(a) <% K, mille ahend ¥|p; = v, mis on vastuolus
paari (M, ) maksimaalsusega, mistottu peab M = F.

Kuna K on ise algebraline, siis peab see isomorfismi tipsuseni sisalduma
korpuse K algebralises sulundis. Sulundi minimaalsuse tottu peab see langema
kokku K, sest K sisaldab isomorfismi tdpsuseni koik korpuse K algebralised

laiendid.

1.5 Loplikud korpused

Definitsioon 1.5.1. Korpust, milles on loplik arv elemente, nimetatakse lopli-
kuks korpuseks.

Teoreem 1.5.1. Iga loplik kaldkorpus on korpus.
TOESTUS. Vaata Mati Kilp Algebra II 1k. 8-10.
Teoreem 1.5.2. Iga l6plik korpus sisaldab p™ elementi.

TOESsTUS. Olgu K 16plik korpus, siis ithikelemendi poolt moodustatud aditiivset
tsiikliline rithm (1) = Z,. Lihtne on veenduda Z, kui korpus on K alamkor-
pus. Vottes vektorruumis K suvalise baasi a1, as, . . ., ay, iile Z,, peab see olema
16plik, sest korpus K on sise 16plik. Niilid saame K = Z; kui vektoruumid iile
Z, ja siit |K| = p".

Teoreem 1.5.3 (Korpuste iithesuse teoreem). Iga algarvu p ja naturaalarvu n
korral leidub isomorfismi tapsuseni ks korpus, milles on p™ elementi.

TOESTUS. Vaatlen poliinoomi f(r) = X?" — X € Z,[X] lahutuskorpust L.
Olgu hulk S = {z € L | f(x) = 0}, siis hulgas S on p™ elementi, kuna f'(z) =
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p"x’fhl — 1= —1 = 0 ja seega pole poliinoomil kordseid juuri. Niitame, et S
on alamkorpus. Kui a,b € S, siis

n—1

p p

(a+b)" = <§ (1_9) aibp—i> = (@ + )P = =a

(3
i=0

n

sest pl = 0. Kui p = 2, siis —a = a, ja kui p > 2, siis (—1)» = —1, mistdttu
saame

fla+b)=(a+b)" —(a+b)=a” +V¥" —a—b=f(a)+ f(b) =

f(=a) = (—a)p - (—a) =a—a" =—f(a) =
f(ab) = ab”" — ab = ( — ab) — b(ap —a) —a(b"" —b)

)
= @ —a)vr ) F@f) =
= G P S ) a5

Seega on S korpuse L alamkorpus ja lahutuskorpuse minimaalsusest S = L.
Seega leidub alati korpus, milles on p™ elementi.

Olgu meil korpus L', milles on p™ elementi, siis iga nullist erineva elemendi
multiplikatiivne jark jagab Lagrange’ teoreemi tottu p™ — 1 ja seega on iga
element poliinoomi f = X?" — X € Zp|X] juur. Element 0 sammuti poliinoomi
f juur ning seetdttu on korpus L’ poliinoomi f lahutuskorpus. Lahutuskorpuste
ithesuse tottu L = L/.

Definitsioon 1.5.2. Korpust, milles on p™ elementi, tihistatakse Fpa.

Jareldus 1.5.3.1. Taandumatu n-astme polinoomi f € Z,[X] lahutuskorpus
L on isomorfne Fyn

TOESTUS. Olgu poliinoomi f juur a € L. Kui jagada poliitnoom f pealiikme kor-
dajaga, siis saame taandumatu unitaarse poliinoomi f’, mistéttu poliinoom f’
on elemendi @ minimaalne poliinoom. Lihtsa laiendi ehitusest saame mootmeks
[Zp(a) : Zp) = n ja seega Zy(a) = Fpn, mistdttu voime eeldada Fyn C L. Eel-
nevast saime teda, et iga juure 8 € L poolt moodustatud laiend Z,(3) = Fyn
mistottu on £ polimoomi g = X?" — X juur. Kuna Fp» on poliinoomi g lahu-
tuskorpus, siis 3 € Fyn ja L = Fpn

Lemma 1.5.4. Kui kommutatiivses rithmas G on elemendid jarkudega n ja m,
siis riihmas G leidub element jirguga k = lem(m,n).

TOESTUS. Vaatlen, esmalt juhtu, kus ged(m,n) = 1. Olgu elemendid a ja b,
nii et ord(a) = m ja ord(b) = n. Siis (ab)™" = a™™b™" = 1. Teisalt kui
1 = (ab)! = a'b!, millest a' = b~!. Seega a! = b~! € (b), siis ord(a') | ord(b) ja
samas ord(a!) | ord(a). Kuna ged(m,n) = 1, siis ord(a') = 1, millest a! = 1.
Seega kui (ab)! = 1, siis a! = 1 ja m | I. Analoogselt tdestades n | . Siit on selge
ord(ab) = lem(m,n).

Vaatlen iildist juhtu, kus ged(m,n) = k. Olgu elemendid a ja b, nii et

ord(a) = m ja ord(b) = n. Niilid vaatlen elementi a*, siis ord(a*) = 2t =
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my. Siit on selge, et ged(mq,n) = 1 ja seega leidub element, mille jirk on
lem(mq,n) = lem(m,n).

Teoreem 1.5.5. Lopliku korpuse K multiplikatitone rihm on tsiikliline.

TOESTUS. Eelneva teoreemi pohjal leidub rithma K* element a, mille jirku
jagavad koik teised elemendid st. leidub maksimaalse jarguga element. Olgu
meil multiplikatiivses rithmas n elementi ja olgu a jérk m. Siis on poliinoomil
X™ —1 =€ Z,[X] on kopruses K tépselt n lahendit, sest iga g € K* korral
ord(g) | m = g™ = 1. Siit on selge m > n, teisalt elemendi a jirk peab
olema viiksem kui n ja siit m = n. Uhesonaga a on korpuse tsiiklilise rithma
moodustaja.

Jéreldus 1.5.5.1. Korpus Fpx on korpuse Fyn alamkorpus parajasti siis, kui k
jagab n.

TOESTUS. Kui korpus F,x on korpuse Fy» alamkorpus, siis pF —1]p" —1, sest
alamkorpuse tsiiklilise rithma moodustaja jark peab jagama korpuse tsiiklilise
rithma jarku. Kuid see tingimus on ka piisav. Olgu korpuse Fp» moodustaja
a ja v(pf — 1) = p" — 1, siis leidub element 3 = oV, mille jirk on p* — 1.
Niitid tsiiklilises rithma () iga element on polilnoomi X " oXe Zy[X] juur,
sest Bpk = =q¥ = 3. Lisades hulgale (b) elemendi 0, saame poliinoomi
xrt - X lahutuskorpuse, mis on isomorfne IF .

Niitan tingimuseks p* — 1 | p” — 1 on tarvilik ja piisav k | n. Piisavus on
ilmne, sest p” —1 = (p¥)! =1 = (p* — 1) (L +p* +p?* + - - -+ p=V¥). Tarvilikkuse
toestame induktsiooniga n jérgi. Kui n = 1 on viide triviaalne. Kui viide on
bige juhul n < ng, siis p™ — 1 = v(pF — 1) < p™ = vp* + (1 — v). Siit omakorda
p¥ | v — 1, millest v = p¥v; + 1. Siit saame p"0~* — 1 = v;(p* — 1), mis saab olla
téidetud vaid siis, kui k | ng — k ja seega k | ng.

1.6 Sirkli ja joonlaua konstruktsioonid

Definitsioon 1.6.1. Sirkli ja joonlaua konstruktsioon on geomeetriline konst-
ruktsioon, mida saab teha jargnevate reeglite kohaselt:

1. On antud suvaline algkonstruktsioon, mis koosneb ainult loplikust arvust
sirglotkudest ja ringjoontest. Lisaks on antud thikringjoon ja selle kesk-
punkti libiv sirge.

2. Punkte saab konstrueerida vaid eelnevat konstrueeritud sirge lotkamisel
konstrueeritava sirge voi ringjoonega voi eelnevalt konstrueritud ringjoone
loikamisel konstrueeritava sirge véi ringjoonega.

3. Konstruktsiooni voib lisada sirge tommates selle libi eelnevalt konstruee-
ritud punktide.

4. Konstruktsiooni voib lisada sirgloigu tihendades varem konstrueeritud punk-
tid.
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5. Konstruktsiooni voib lisada ringjoone mis on tommatud libi kahe eelnevalt
konstrueeritud punkti, millest iiks on keskpunkt ja teist labib ringjoon.

Harilikult vaatame konstruktsioone komplekstasandil, st. konstrueeritakse komp-
leksvektoreid.

Jareldus 1.6.0.2. Iga algkonstruktsiooni korral on lubatavad jirgmised konst-
ruktsioonid:

1. Labi eelnevalt konstrueeritud punkti sirge tombamine, mis on parallelne
eelnevalt konstrueeritud sirgega.

2. Labi eelnevalt konstrueeritud punkti sirge tombamine, mis on risti eelnevalt
konstrueeritud sirgega.

3. Felnevalt konstrueeritud nurga poolitamine sirgega.

4. Loigu keskristsirge konstrueerimine.

5. Tdaisnurkse kolmnurga konstrueerimine kaatetite jdrgi.

6. Tdisnurkse kolmnurga konstrueerimine kaateti ja hiipotenuusi jdrgs.
7. Konstruktsiooni nihutamine fikseeritud punkti.

8. Konstruktsiooni pédtamine eelnevalt konstrueeritud nurga vorra.

TOESTUS. Lihtsate geomeetriliste konstruktsioonide jirjekindel ldbivaatus. Vii-
mase kahe véite korral induktsioon konstruktsioonielementide arvu jargi.

Lemma 1.6.1. Iga algkonstruktsiooni korral saab sirkli ja joonlauaga konst-
rueerida iga positiivse ratsionaalarvu q¢ € QT pikkuse loigu. Ja seega on komp-
lekstasandi koik ratsionaalarvuliste komponentidega vektorid konstrueeritavad.

TOESTUS. Selleks voib kasutatada kiirte teoreemile vastavat konstruktsiooni.

Lemma 1.6.2. Iga algkonstruktsiooni korral ja iga naturaalarvu n € N korral
on voimalik konstrueerida 16tk pikkusega /n.

TOESTUS. Kasutada saab Piitagorase teoreemil pohinevat iteratiivset konstrukt-
siooni kasutades 16iku pikkusega +/n — 1 16igu /1 konstrueerimiseks.

Lemma 1.6.3. Iga algkonstruktsiooni korral on sirkli ja joonlauaga konstruee-
ritavad 16igu pikkused kinnised liitmise, lahutamise”, korrutamise ja jagamise
suhtes.

Jareldus 1.6.3.1. Iga algkonstruktsiooni korral moodustab sirkli ja joonlauaga
konstrueeriavate kompleksvektorite hulk korpuse.

Jareldus 1.6.3.2. Iga algkonstruktsiooni korral saab sirkli ja joonlauaga saab
konstrueerida koik ratsionaalarvuliste kordajatega ruutvéorrandite lahendid.
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TOESTUS. See tuleneb ratsionaalarvuliste ruutjuurte konstrueerimise voimalik-
kusest ténu lemmale 1.6.2 ja ruutvorrandi avaldumisest radikaalides.

Jareldus 1.6.3.3. Iga algkonstruktsiooni korral saab sirkli ja joonlauaga konst-
rueerida vaid algkonstruktsiooni punkte vor ruutvorrandite lahendeid, mille kor-
dajad on eelnevalt konstrueeritud.

TOEsTUS. Induktsioon iile konstruktsiooni elementide.

Baas. Algkonstruktsioon on algkonstruktsioon.

Induktsiooni samm

Olgu eelnevalt konstrueeritud komplekstasandi vektorid aq, as, ..., a,, siis vas-
tavalt definitsioonile on voimalik. A. Konstrueerida kahe sirge 16ikepunkt. Olgu
neli sirgeid fikseerivat punkti ai, as, as ja as. Sellele vastab vorrandisiisteem

Xr — I To — X1 r — X3 Ty — T3

Y=y Y2 -y Yy—ys  Ya—ys
Kuna koéik lineaarvérrnadisiisteemi konstandid on sirkli ja joonlauaga konst-
rueeritavad, siis on seda ka lahend.
B. Konstrueerida sirge ja ringjoone 16ikepunkt. Olgu meil neli konstruktsiooni
fikseerivat punkti a1, as,as ja aq. Sellele vastab vorrandisiisteem
xr — T ro — I

= ; (—x3)”+ (y—y3)® = (w4 — 23)> + (ya — y3)*.
y—u Y2 — Y1

Asendades esimese vorrandi teise on ilmne, et koik arvulised kordajad, mis te-
kivad, on konstrueeritavd, sest esialgseid kordajaid tuleb liita, lahutada ja kor-
rutada.

C. Konstrueerida sirge ja ringjoone loikepunkt. Olgu meil neli konstruktsiooni
fikseerivat punkti ai, as, as ja a4. Sellele vastab vorrandisiisteem

(z— 1)’ + (y —91)* = (22 — 21)* + (g2 — 1),
(z —3)* + (y —ys3)* = (x4 — 23)” + (g4 — y3)*.

Lahutades esimesest vorrandist teise, saame konstrueeritavate kordajatega li-
neaarvorrandi ja oleme seega taandanud toestuse juhule B.

Teoreem 1.6.4 (Eisestani kriteerium). Olgu meil polinoom f = ag + a1 X +
asX?+---+a, X" € Z[X] ja leidub algatv p nii, et p | a;, kuii =0,1,...n—1,
ptan ning p* { ag, siis f on taandumatu polimoom iile Q.

Definitsioon 1.6.2. Kuubi kahekordistamise probleemiks nimetatakse tihja alg-
konstruktsiooniga sirkli ja joonlaua tlesannet ja tlesandeks on konstrueerida
kuubi ruumalaga 2 serv.

Teoreem 1.6.5. Kuubi kahekordistamise probleem on lahendumatu.

TOESTUS. Kogu iilesanne taandub poliinoomi f = X3 — 2 € Q[X] lahutus-
korpuse leidmisele. Kuna poliinoom on taandumatu iile Q. Tdestus on vastu-
oluline. Olgu taandumatu murd 2 poliinoomi f juureks, siis 2 | m3, millest
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2 | m. Seetdttu peab 4 | n? = 2 | n ja seega pole murd 2 taandumatu. Olgu
poliinoomi lahutuskorpus L, siis teoreemi 1.2.2.2 tottu [L : Q] = 3. Jérelduse
1.6.3.3 tottu saab konstrueerida, vaid ruutorrandite laendeid, mistottu suvalise
konsrueeritud laiendi K moode on [K : Q] = 2%, Kuna 3 1 2F k € N | siis pole
V/2 sirkli ja joonlauaga konstrueeritav.

Definitsioon 1.6.3. Nurga trisektsiooni probleemiks nimetatakse sirkli ja joon-
laua konstruktsiooniprobleemi, kus algkonstruktsiooniks on ringjoone kaar koos
kahe otspunktiga. Ulesanne on kaar kolmeks vordse pikkusega osaks.

Lemma 1.6.6. Nurga trisektsiooni probleem on samavddrne lihtsa kuupvorran-
di 42% — 3z = C lahendamisega, kus C = cosp on ette antud.

TOESTUS. Tuleneb nurga ja nurgale vastava koosinuse konstrueerimise sama-
védrsusest ja trigonomeetrilistest lihtsustusvalemitest.

Teoreem 1.6.7. Nurgatrisektsiooni probleem on tildjuhul lahendamatu.

TOESTUS. Votame iihikringjoone kaare pikkusega %, siis sellele vastav kuup-
vorrand on 8X2 — 6X — 1 = 0. Tehes asenduse 2X = Y, saame samavéiirse
vorrandi Y3 — 3Y — 1 = 0. Tehes asenduse Y = Z + 1, saame samavéirse
vorrandi Z3 + 3272 — 3 = 0. Kuna poliinoom f = Z3 — 3272 — 3 € Q[Z] on Eises-
taini kriteeriumi téttu taandumatu, siis analoogselt kuubi kahekordistamisega
on iilesanne lahendamatu.

Definitsioon 1.6.4. Ring: kvadratuuri probleemiks nimetatakse sirkli ja joon-
laua tlesannet, mille algkonstruktsiooniks on thikringjoon ning dlesandeks on
konstrueerida pindvérdne ruut.

Teoreem 1.6.8. Ringi kavadratuur on lahendumatu.

TOESTUS. Teoreemi 77 tottu on 7 transtendentne ja kui 6nnestuks konstrueerida
16ik pikkusega +/7, siis dnnestuks konstrueerida ka 16ik pikkusega 7. Kuna sirkli
ja joonlauaga, saab konstrueerida vaid 16plikumdotmelisi Q laiendeid, siis oleme
saanud vastuolu.
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Peatiikk 2

Galois’ teooria alused

2.1 Laiendi Galois’ riihm ja Galois’ vastavus

Definitsioon 2.1.1. Olgu meil korpuse K laiend L, siis laiendi automorfis-
miks o nimetetakse kujutust, mis on kooskédlas korpuse tehetega ja mille ahend
ali on dhiktesisendus Ik . Laiendi L : K automorfismide riihma tihistatakse

Gal(L : K).

Definitsioon 2.1.2. Olgu meil korpuste laiend L : K. Rihma Gal(F : K)
alamrihmale G vastavat maksimaalset alamkorpust Inv G, mille koik elemendid
on teisenduste a € G pisipunktideks, nimetatakse riihmale G vastavaks laien-

diks.

Definitsioon 2.1.3. Olgu meil korpuste laiend L : K. Tdhistagu P koigi korpu-
se L alamkorpuste hulka, mis on laiendid iile K, ning olgu Q automorfismirihma
Gal(L : K) koigi alamrihmade hulk. Vastavust hulkade P ja Q) elementide va-
hel, mis tekib operaatorite Gal(F : —) ja Inv rakendamisel, nimetatakse Galois’
vastavuseks.

Lause 2.1.1. Galois’ vastavus on antimonotoone.

Definitsioon 2.1.4. Uldiseks Galois’ vastavuseks kahe osaliselt jirjestatud hul-
ga P ja Q vahel nimetatakse kahte antimonotoonset teisendust Ty : P — Q ja
Ty : Q — P, mille korral on tdidetud tingimused

VIGPIjTQTl(I), VyEQijng(y)
Harilikult tihistatakse Ty (x) = 2" ja To(y) ='.

Definitsioon 2.1.5. Olgu P osaliselt jirjestatud hulk. Monotoonset teisendust
@ : P — P nimetatakse sulundioperaatoriks, parajasti siis kut on tdidetud kaks
tingimust

Ve e P x =< o(x), ©* = o.

19
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Hulga P elemente, mis on sulundioperaatori pisipunktideks, nimetatakse kin-
nisteks elementideks.

Lause 2.1.2. Olgu osaliselt jarjestatud hulkade P ja Q wvahel tldine Galois’
vastavus, siis operaatorid op : P — P ja ¢g : Q — @, mis on defineeritud
jargnevalt

u

ep(z) =a",  pqly) =y
on sulundioperaatorid.

TOESTUS. On ilmne 21 < x9, siis ] = x5 ja ] < 2§ ja seega on teisendused pp
ja ¢g monotoonsed. Tingimus z < 2 tuleneb Galois’ vastavuse definitsioonist.
Kolmas tingimus z” = z”” tuleneb kahest vérdusest z < z” = 2/ < 2/ ja
YrI _< (:L,/)/I :> YII/ >_ (:L,/)/// — xl///

Lemma 2.1.3. Hulga P element on x kinnine parajasti siis, kui leidub y € Q
nii, et y' = x.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu element @ = 2, siis = (z’)’. Piisavus « = ¢/, siis
1 — ///. Kuna y/ j (y/)// — y/// ja, y j y// = y/ t y///’ mistattu y/// — y/ = 7.
Teoreem 2.1.4. Olgu P ja Q osaliselt jirjestatud hulgad, mille vahel on dildine
Galois’ vastavus, siis hulkade P ja @Q kinniste elementide vahel on iiksiihene

vastavus x < x’.

TOESTUS. Eelneva lemma tdttu on 2’ kinnised elemendid ja koikidel kinnistel
elementidel y leidub originaal z nii, et y = 2.

2.2 Laiendite automorfismide omadused

Lemma 2.2.1. Olgu korpuse laiend F : K poliinoomi f € K[X] lahutuskorpus.
Laiendi F' : K suvaline automorfism o € Gal(F : K) on dheselt mdidratud
oma védrtustega polinoomi f juurtel (¢;)T, kusjuures poliinoomi juured peavad
kujutuma polinoomi juurteks ja iga juure c; korral peab leiduma juur c;, mis
kujutub selleks, st. a(cj) = ¢;.

TorsTUS. Uheselt méiratlus on ilmne, sest poliinoomi juurte (c;)?_; omavahe-
lised korrutised moodustavad laiendi(kui vektoruumi) baasi. Teisalt f(a(c;)) =
a(f(c;)) = f(0) = 0, seega peab poliinoomi juur kujutuma juureks. Teisalt peab
automorfism olema pealekujutus, seega peab leiduma element ¢ € L a(c) = ¢;,
siis a(f(c)) = f(a(e)) = 0. Kujutise injektiivsusest saame f(c) = 0 ja seega on
¢ poliinoomi juur.

Lemma 2.2.2. Olgu meil korpuste (laiendite) isomorfism ¢ : K — K’ ja taan-
dumatu poliinoom m € K[X], siis ¢ : K[X]/(m) — K'[X]/(m') on isomorfism,
kusjuures m’ = p(m) on sama astme taandumaty polinoom ile K’ .
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TOESTUS. Poliinoom m’ peab olema sama astme poliinoomi kui m, sest m
kujutamisel pealiikme kordaja ei saa kujutuda nulliks. Poliinoom m’ peab olema
taandumatu, sest vastasel korral indutseerib lahutus m’ = pq iile K’ isomorfismi
¢~ ! abil mitteriviaalse teguriteks lahutuse m = ¢~ (p)p~(q) iile K. Kui f =
G < f = g+ gm, siis isomorfismi ¢ tottu f' = ¢’ +p'm’ < f/ = ¢', kus ’ on
tdhistatud ¢ rakendamist. Konstruktsiooni siimmetrilisusest f =g < f/ = ¢/
ja seega ¢ injektsioon. Kuna ilmselt p~! : K'[X]/(m') — KI[X]/(m) on ¢
poordkujutus, siis on ¢ isomorfism.

Lemma 2.2.3. Olgu meil korpuste loplik laiend F : K ja taandumatu poliinoom
f € K[X], mis lahutub korpuses F esimese astme juurteks. Olgu ag ja by
poliinoomi [ juured, siis leidub laiendi F : K automorfism @, mis kujutab

¢(ao) = bo.

TOESsTUS. Induktiivne konstruktsioon iile hdlmatud juurte.

Algsamm isomorfismi g on defineerimine.

Kuna elemendidel ag ja by on sama minimaalme poliinoom iile K, siis jarelduse
1.2.2.3 tottu leidub laiendite isomorfism ¢q : K(ag) — K (bo) nii, et po(ag) = bo.
Induktiivne samm

Olgu meil defineeritud isomorfism ¢; : K(ao,...,a;) — K(bg,...,b;) ja leidub
poliinoomi f holmamata juur a;41 ¢ K(ao,...,a;). Elemendi a;11 minimaalne
poliinoom m € K(ao,...,a;)[X] peab jagama f, seega poliinoom m’ = ¢;(m)
jagab ¢;(f) = f. Siit poliinoomi m’ € K (by, ..., b;)[X] koik juured on f juured.
Eelnevast lemmast 2.2.2 teame m' on taandumatu ja unitaarne sama astme
poliinoom ning seega peab leiduma m’ juur b;11 € F, kuna korpus F' sisaldab
kaiki poliinoomi f juuri. Sama lemma tdttu on saab isomorfismi ¢; laiendada
Pi+1 - K(ao, ey ai+1) — K(bo, . 7bi+1) jéirgnevalt

pit1(p(ait1)) = @i(p)(bit1), kus p € K(ao,a1,...,a;)[X],

sest
K(ao,...,alqu) = K(ao,...,aiJrl)[X]/(m)
K(ao, ..., ai+1)[X]/(m) = K (bo, - .., big1)[X]/(m)
K(bo,...,bi+1)[X]/(ml) = K(bo,...,bH_l)
Loppsamm

Kui koéik juured on hélmatud, siis on kaks voimalust. Kui F' on poliinoomi f
lahutuskorpus, peab K(ao,...,a,.) = F = K(bo,...,b) ja ¢, ongi soovitud au-
tomorfism. Vastasel korral F' = K (ao,...,ar)(c1,...,¢,) ja me saame kujutust
@, laiendada iile kogu korpuse F

ort1(p(ery .. en)) = @r(p)(c1, ... cn), kus p € K(ag,...,a.)[X1,...,X4],

sest korpuse F' koik elemendid on algebralised ja seetottu on koik elemendid
poliinoomiaalsel kujul.
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Lemma 2.2.4. Olgu meil ¢ : K — Ky korpuste isomorfism ning poliinoomi
f € K[X] lahutuskorpuseks on laiend F : K. Olgu Fy korpuse K; laiend, milles
poliimoom ' = ¢(f) € K1[X] lahutub esimese astme tegurite korrutiseks, siis
leidub korpuste sisestus 1 : F — Fy nii, et ¥ |g= .

TOESTUS. Induktsioon iile poliinoomi f astme.

Baas. Kui deg f = 1 vdi f on konstantne poliinoom, siis poliinoomi f’ lahutus-
korpuseks on K ja seega sisestuseks 1 sobib ¢.

Induktsiooni samm

Uldsust kitsendamata voib eeldada, et f omab teguriteks lahutust f = fifa,
kus f1 on taandumatu unitaarne poliinoom. Seetdttu leidub korpuses F' alam-
korpus K (a), kus a on poliinoomi f; juur. Kuna F sisaldab poliinoomi f’ kaiki
juuri, siis leidub poliinoomi f; = ¢(f1) juur b. Lemmade 1.2.2.1 ja 2.2.2 tottu
on kujutus g : K(a) — K1(b), mis on defineeritud jargnevalt

Yo(p(a)) = ¢(p)(b), kus p € K[X],

on isomorfism ning lihtne kontroll néitab, et ahend vg|x = ¢. Niiiid poliinoom
9=[/(X —a) € K(a)[X] kujutub ¢" = +(g) = f/(X —b) € Ki(b)[X] ning
on tdidetud induktsiooni eeldused ja seega leidub sisestus ¢ : F' — Fj nii, et
Yk = olk = .

2.3 Korpuste normaalsed laiendid

Definitsioon 2.3.1. Poliinoomi f € K[X] nimetatakse separaabliks kui koik
poliinoomi juured on tihekordsed. Korpuse K algebralise laiendi F' elementi a
nimetatakse separaabliks, parajasti siis kui elemendi a minimaalne poliinoom on
separaabel. Korpuse K algebraline laiend F' on separaabel, parajasti siis kui iga
laiendi element on separaabel.

Lemma 2.3.1. Olgu K korpus, mille karakteristika on 0. Kui f € K[X] on
taandumatu, siis on ta ka separaabel.

TOESTUS. Kuna poliinoom f on taandumatu, siis ged(f, f’) = 1 ja seega puu-
duvad poliinoomil kordsed juured.

Lemma 2.3.2. Olgu meil lopliku korpuse Fy laiend F : F,. Latendi algebralise
elemendi ¢ minimaalne poliinoom m. € Fy[X] on separaabel.

TOEsTUS. Olgu elemendi ¢ minimaalne poliinoom m, = Z?:o m;X?. Paneme
téhele, et Fy(c) on separaabili poliinoomi X 4" — X lahutuskorpus. Teisalt mini-
maalse poliinoomi definitsiooni tottu m. | X9" — X ja seega peab minimaalne
poliinoom olema separaabel.

Definitsioon 2.3.2. Korpuste laiendit F : K nimetatakse normaalseks, para-
jasti siis kui K = Inv Gal(F' : K).

Teoreem 2.3.3. Olgu meil korpuste loplik laiend F : K, siis jdrgmised vdiited
on samavddrsed:
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1. korpuste lained F' : K on normaalne laiend;

2. iga elemendi a € F'\ K korral leidub automorfism o € Gal(F : K), mille
korral a(a) # a;

3. Iga taandumatu poliinoom f € K[X| omab laiendis F juurt parajasti siis,
kut laiend F' sisaldab endas poliinoomi f lahutuskorpust ning F on sepa-
raabel;

4. laiend F on separaabel ja leidub polinoom f € K[X], mille lahutuskorpus
on F.

TOESTUS.

(1)< (2)

F : K on normaalne <Iga a € F\ K korral a ei ole koigi teisenduste Gal(F : K)
piisipunkt<Iga elemendi a € F \ K korral leidub automorfism « € Gal(F : K),
mille korral a(a) # a.

(3) = (4)

Et F : K on loplik, siis F = K(c1,c¢a,...,¢n). Olgu f; elemendi ¢; vastav mini-
maalne poliinoom, kuna F': K on 16plik, siis peab see alati leiduma. Erinevatele
¢; voivad vastata thesugused minimaalsed poliinoomid. Olgu f = fi, - fi, - - - fie,
kus 41,19, ..., on elementidele ¢; vastavate polilnoomide indeksid, nii et koik
poliinoomid oleksid korrutises vaid iiks kord. Eelduse tottu on koéik f;; juured
korpuses F. Niiiid on ilmne, et F' on poliinoomi f lahutuskorpus, kuna see on
saadud K poliinoomi juurte lisamise teel. Korpus F' on separaabel eelduse tottu.
(4) = (3)

Olgu F poliinoomi g € K[X] lahutuskorpus ning omagu taandumatu poliinoom
f € K[X] erinevaid juuri a1,a2 € M, mis on poliinoomi fg € K[X] lahutuskor-
pus. Selle tulemusena indutseerub jargmine diagramm

Fal

SN
\K(a2) \( /

Fag

Paneme téhele K(a1) 2 K(az), sest mdlema elemendi minimaalne poliinoom
peab jagama taandumatut poliinoomi f, millest kordaja tdpsusega on f mole-
ma elemendi minimaalne poliinoom ja seega K(a1) = K[X]/(f) = K(ag).
Kuna F' on poliinoomi g lahutuskorpus iile K, siis F'(a1) ja F(a2) on vastalt
poliinoomi g lahutuskorpused iile K(a1) ja K(az2). Niiiid F(a1) =& F(az), sest
F =K(b1,ba,...,bn) ja K(a1) 2 K(az) ning seega

F(al) = K(bl,...7bm)(a1) = K(al)(bl,...,bm) = K(ag)(bl,...7bm) = F(ag).
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Kui a1 € F, siis F(a1) = F ja seetdttu [F(az2) : F] = [F(a1) : F] = 1, millest
F(ag) =F.

(3) = (2)

Eelduse tottu meil elemendi ¢ € F\ K minimaalne poliinoom m, separaabel.
Kuna a pole K element, siis on poliinoomi aste vihemalt 2 ja seega leidub teine
juur b # a. Niiiid lemma 2.2.3 t6ttu on voimalik leida laiendite isomorfism ¢,
mis kujutab ¢(a) = b.

(1) = (3)

Olgu meil taandumatu poliinoom f € K[X], mis omab juurt korpuses F,
siis on tarvis niidata, et F' sisaldab poliinoomi koiki juuri ja f on separaa-
bel. Olgu g(z) = (x — c1)(x — ¢c2) -+ - (x — ¢m), kus ¢y, ..., ¢y on polilnoomi
f juured ilma kordsuseta korpuses F. On ilmne g | f korpuses F. Vatame
suvalise laiendite automorfismi o € Gal(F : K), siis juured peavad jidma
tiksithesesse vastavusse a(c;) = ¢;. Viete’ valemite pohjal on poliinoomi g kor-
dajad siimmetrilised poliinoomid juurte suhtes seega on poliinoomi g kordajad
teisenduse « piisipunktideks. Et F' on normaalne laiend, siis g € K[X], millest
f = g ja seega on f separaabel.

2.4 Dedekindi lemma. Galois’ teoreem

Teoreem 2.4.1 (Dedekindi lemma). Olgu meil korpuste homomorfismide siisteem
a1, Qa,...,a, € Hom(K, L), siis sisteem oy, qa,...,q, on lineaarselt séltuma-
tu tile L parajasti siis, kui koik homomorfismid on paarikaupa erinevad.
TOEsTUS. Tarvilikkus on ilmne, tdestame piisavuse induktsiooniga iile n.
Baasn =2
Olgu a3 = Aag ja A € L, siis iga x,y € K korral ag(zy) = Aaz(x)az(y).
Votame y = 1, siis a1 (x) = Aaz(z). Asendades selle esialgsesse seosesse saame
a1 (2)aq (y) = (Aaz(x)) az(y), millest aq(y) = ao(y) iga y € K.
Induktsiooni samm
Olgu meil minimaalse liidetavate arvuga mitteetriviaalne lineaarne kombinat-
sioon Z?:l lic, =0, I; € L, siis voib eeldada [; # 0. Et a; # ay, siis leidub
element y € K nii, et a1(y) # a,(y). Lahutame kaks vorrandit

Lai(y)ar(z) + bas(y)as(x) + - - + lhan (y) o, (x) =0
hon(y)oa(z) + laar (y)oz(z) + -+ + lnoa(y)an(z) =0

tulemuseks on vorrand

I2 (a2 (y) — a1 (y)) aa(z) + I3 (as(y) — a1 (y)) as(z) + -
+n (an(y) - al(y)) ap(z) = 0.
20

Kuna x € K on suvaline, siis oleme saanud uue n — 1 teisendust sisaldava
lineaarselt soltuva siisteemi, mille kordajad on induktsioonieelduse tottu nullid.
Siit I, = 0 ja seega oleme saanud vastuolu minimaalsusega.
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Lemma 2.4.2. Korpuste lopliku laiendi L : K Galois’ rihm Gal(L : K) on
loplik.

TOESTUS. Induktsiooni baas [L : K| = 2

Kui [L : K] = 2,siis L = K(c), kus ¢ € L on algebraline element. Olgu
m. € K[X] elemendi ¢ minimaalne poliinoom, siis lemma 2.2.1 pohjal peab au-
tomorfismide rithma Gal(K(c¢) : K) elementide arv olema viiksem voi vordne
degm,!.

Induktsiooni samm

Olgu laiendi moode [F' : K| = n, iildsust kitsendamata leidub ¢ € F'\ K ja seega
saame korpuste jada K C K(c) C F. Koéik automorfismide o € Gal(F : K)
ahendid « | () laiendi K(c) : K automorfismid, mida on ténu induktsiooni
baasile 16plik arv. Seega saame me valida iilimalt (a;)?; € Gal(F : K) nii, et
nende ahendid K (c) oleks koik erinevad. Niiiid jagumeb hulk Gal(F : K) loomu-
likult 16plikuks hulgaks klassideks C; = {a € Gal(F : K) | a |k ()= i | (e }-
Kui laiendi F : K automorfism 3 € Cj, siis ilmselt (a;)7!8 € Gal(F : K(c)).
Paneme tihele, et tegu on injektiivse sisestusega C; — Gal(F : K(c)), seega
|C;] < |Gal(F : K(c))|, mille mdode on viiksem kui n ja mis on seetdttu 1oplik
rithm. Kuna klasse on 1oplik arv ja klassis on 1oplik arv elemente, siis on hulk
Gal(F : K) loplik.

Teoreem 2.4.3. Olgu G korpuse F' loplik automorfismirihm ja rihmateisenduste
plisipunktide hulk K = InvG = {x € F |Va € G a(z) = z}, siis laiendi mddde
[F: K]=|G|.

TOESTUS. Olgu meil laiendi F baas (a;)7; iile K ja automorfismide rithm
G = (g5)}—,- Nditame esmalt m > n. Moodustame viirtustuste maatriksi

M = (gj(ai)) 2} ) € Maty, . (F).

Kui maatriksis oleks m < n, siis peaksid maatriksi veerud olema lineaarselt
soltuvad. Kuid kuna veergudes on teisenduse g; viartused baasielementidel, siis
peaks (g;)7_; siisteem olema lineaarselt soltuv. Dedekindi lemma tottu peaks
gi = g;, mis oleks vastuoluline.

Néitame veel m < n. Kui m > n, siis maatriksi M read peaksid olema
lineaarselt soltuvad, st. leiduks minimaalse arvu nullist erinevate elementidega

mittetriviaalne jada (b;)}2; C L nii, et

Y bigila) =0, j=12....m
=1

Baasielemente a; iimber jarjestades saab tekitada olukorra, kus b; # 0, kuii < r.
Rakendades automorfismi rithma suvalist teisendust saame

m

Zg(bz)gk(al)zov k:1527"'5m

=1
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Neist kahest vordusest on lihtne saada

b1g(b1)g;(ar) + bag(b1)gj(az) + - + brg(b1)gj(ar) =0
big(b1)g;(ar) + big(b2)g;(az) + - - + big(br)g;(ar) =0
gj(az)(b2g(b1) —big(b2)) + - - + g;(ar) (brg(b1) — big(b,)) =0

Kuna esialgne kombinatisioon oli minimaalse arvu nullist erinevate elementide-
ga, siis peab kehtima

big(b1) —big(hi) =06 bby " =g(bidy '),  i=23,....m

Kuna laiend F' : K on normaalne laiend, siis bi,bfl € K. Seetottu leiduvad
(ci)i_y C K ja element d € F* nii, et b; = de; iga i = 1,2,...,n. Vitame
ci = bibl_1 € K ja d = by # 0, seetdottu saame vorduse

gjlai)cr + gjlaz)ca + - - -+ gj(ar)c, = 0.
Kuna g; on automorfism, siis teisendab see vektoruumi baasi vektoruumi baa-

siks. Kuna (¢;)]_; C K, siis ¢; = 0 ja jérelikult 1 = ¢; = 0, mis on vastuolu.

Jareldus 2.4.3.1. Olgu meil korpuste loplik laiend F : K ja automorfismide

alamrihm H C Gal(F : K), siis korpuse laiendi H' = Inv H mdéode avaldub
[H': K] = [F:K]
: VIR

TOESTUS. On ilmne, et H peab olema 16plik. Eelmisest teoreemist [F : H'] = |H|
ja dimensioonide teoreemist [F : H'|[H' : K] = [F : K], millest jareldubki viide.

Lemma 2.4.4. Olgu meil korpuste laiend F : K, siis iga valhepealse korpuse
K C L CF jaiga automorfismi oo € Gal(F : K) korral [a(L)]" = aL'a™.

TOESTUS. Téhistame M = «(L), siis ilmselt on K C M C F alamkorpus.
Votame niiiid suvalise automorfismi v € Gal(F : L) = L’ ja suvalise elemndi
c€ M. Et ce M, siis leidub a € L nii, et a(a) = ¢, seega saame

(ava™")(e) = (aya~'a)(a) = (a7)(a) = afa) = c.

See tihendab aL'a~! C M’. Teisalt
M Callo ' o 'MacCl'
Selle néitamiseks votame § € M’ ja a € L, seega saame
(a™'da)(a) = (a™'d(a(a)) = (e a)(a) = a,
mis tdestab kaa teistpidise sisestuse.

Galois’ teoreem. Olgu meil normaalne korpuste loplik laiend F : K, mil-
le moode on loplik [F : K| = n. Tihistame G = Gal(F : K), siis kehtivad

jargmised vdited:
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~

Galois’ riihma elementide arv |G| = n;
koik latendi F' : K vahepealsed korpused on kinnised;

koik rihma G alamrihmad on kinnised;

™ e

iga vahepealse korpuse K C L C F korral kehtib [F : L] = |L'| ja
L: K] = 1G6l.

. ‘L" )
5. wvahepealne korpuste laiend L : K on normaalne parajasti siis, kui alamrihm
L' on normaaljagaja L' <G, siis Gal(L: K) =2 G/L'.

TOESTUS.

(1)

Vastavalt lemmale 2.4.2 on rithm G 16plik. Teoreemi 2.4.3 tottu saame kétte
vorduse n = |G| = [F : K], sest K = InvG = Inv(Gal(F : K)), kuna F' : K on
normaalne.

(2)

Olgu meil vahepealne korpus K C L C F niitame, et L = Inv(Gal(L : K)). Sel-
leks paneme téhele, et normaalsus on samavéérne teoreemi 2.3.3 tottu separaabi
lahutuskorpuseks olemisega. Kui F': K on poliinoomi f € K[X] lahutuskorpus,
siis on seda ka laiend F': L. Olgu meil element ¢ € F'\ L ning olgu my, € L[X]
elemendi minimaalne poliinoom iile L ja my € K[X] elemendi ¢ minimaalne
poliinoom iile K. On ilmne my € L[X], seega peab my | my korpuses L ja
kuna my ei sisalda kordseid juuri, siis ei saa neid sisaldada ka my. Seega on
F : L on poliinoomi f separaabel lahutuskorpus.

(3)

Olgu meil alamrithm H C G néitame, et see on kinnine. Galois’ vastavuse pohi-
omaduse tdttu H C H” = Gal(F : Inv H). Teisalt on H 15plik ja tinu lemmale
2.4.2 ja lemmale 2.4.3 saame

|H'|=[F :InvH"|=[F:H"|=[F:(H)'=[F:H'|=|H|.

Kuna H ja H" on l6plikud, siis H = H”.

(4)

Viite (2) toestuses néitasime F' : L on normaalne laiend, kus K C L C F.
Viitest (1) ilmneb [F : L] = |Gal(F : L)| = |L/|. Ténu dimensioonide teoreemile

Gl =[F:K|=[F:LL:K]=|L|[L:K]

mis pohjendabki viite.

(5)

Olgu L : K normaalne laiend. Siis peab L olema separaabel ja mingi poliinoomi
f € K[X] lahutuskorpus, seega L = K(c1,ca,...,c,). Selleks, et niidata, et
L’ on normaaljagaja L’ < G on tarvilik ja piisav iga @ € G saame sisalduvuse
al’a™ C L'. Lemma 2.2.1 tottu peab a(L) = L, sest a|z, on kindlasti mo-
nomorfism ja seetottu ei saa mitu juurt iiheks kujutuda. Niitid ténu lemmale
2.4.4 saame L' = [a(L)]/ = aLa™! ja seega peab L’ olema normaaljagaja. Kui



28 PEATUKK 2. GALOIS’ TEOORIA ALUSED

meil on normaaljagaja H < G niditame H' : K on normaalne laiend. Viite (3)
tottu H” = H ja seetdttu voime tdhistada L = H' ja L' = H. Vétame suvalise
automorfismi a € Gal(F : K) = G, niiiid normaaljagaja omadustest ja lemmast
2.4.4 saame

L'=al'a™! = [a(L)] = L =a(L),

sest {ildine Galois’ vastavus on iiksithene kinniste elementide korral ja L ja
a(L) kui vahepealsed laiendid peavad olema kinnised. Selleks, et L : K oleks
normaalne on piisav nédidata, et L on separaabel ja iga taandumatu poliinoomi
f € K[X] leidub juur ¢ € L parajasti siis, kui L sisaldab kaiki juuri. Separaablus
on ilmne, sest F' : K on separaabel. Oletame vastuvaiteliselt L : K korral leidub
taandumatu polilnoom f € K[X] nii, et leiduvad juured ¢; € L ja co € F'\ L.
Kuna F' : K on normaalne, siis lahutub f korpuses F' esimese astme teguriteks.
Vastavalt lemmale 2.2.3 leidub automorfism « € Gal(F' : K) nii, et a(cq) = ca,
mis on ilmselt vastuolus a(L) = L.

Niitid on jdénud vaid nididata Gal(L : K) = G/L. Vaatame lihtsalt tei-

sendust G > o alp € Gal(L : K). Esmalt veendume definitsiooni kor-
rektsuses. Kuna «(L) = L, siis on peab a|;, olema ilmselt L automorfism
kui monomorfism, mis on siirjektiivne teisendus korpusesse L. Niitame ¢ on
siirjektiivne, selleks piisab kui veendume, et iga § € Gal(L : K) saab laien-
dada F' : K automorfismiks. Kuna L : K on normaalne, siis leidub poliinoom
f € K[X], mille lahutuskorpus on L. Lemma 2.2.3 tdestusest ilmneb, et sel-
line jitkamine on véimalik. Rithmade homomorfismi teoreem kindlustab niiiid
Gal(L : K) = G/kervy. Viide on tdestatud, kui ker¢p = L. See tuleneb otse
definitsioonist ker¢) = {a € Gal(F : K) | a|p =1} = L'.

2.5 Naiteid Galois’ vastavustest

Lause 2.5.1. Olgu laiend F : K loplik poliinooms f € K[X)] lahutuskorpus, siis
on automorfismide riihm Gal(F : K) — S, kus n = deg f ja S, on permutat-
sioonide rihm.

TOESTUS. Iga automorfism a € Gal(F : K) teisendab lemma 2.2.1 t5ttu poliinoomi
f juured juurteks ja on iiheselt médratud oma viirtustega juurtel. Olgu poliinoomi
f juured (¢;)™_, siis iga automorfism genereerib permutatsiooni hulgal {1,2,...,n},
sest see on injektiivne.

Laiendi K : K automorfismi rithm Gal(K : K) = {Ix} = Z;.

Kui laiendi L : K moode on [L : K| = 2, siis on Gal(L : K) & Sy =
{I,(1,2)} = Zs. See on ilmne, sest peab leiduma element ¢ € L\ K nii, et
kac? + kic + kg = 0. Seega peab L olema elemendi ¢ minimaalse poliinoomi
m. € K[X] lahutuskorpus ning lemmade 2.2.1 ja 2.2.3 tdttu Gal(L : K) = Ss.
Niiteks C : R ja Q(v/2) : Q.

Kui laiendi L : K moode [L : K| = 3, siis peab leiduma element ¢ € L\ K
nii, et minimaalse poliinoomi m. € K[X] aste oleks 3, kuna 3 on algarv. Niiiid
on kaks voimalust. Esiteks voib m, = (X — ¢)g, kus g € L[X] on taandumatu
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iile L, siis ei ole laiend L : K olla normaalne. Laiendi baasiks on 1,c,c?. Iga
automorfism o € Gal(L : K) on iiheselt médratud selle védrtustustega baasi
elementidel. Kuna ¢ on minimaalse poliinoomi ainus juur korpuses L, siis a(c) =
¢, teisalt (1) = 1. Niiiid a(c?) = a(c)a(c) = ¢?. Seega moodustab automorfismi
rithma Gal(L : K) = {I} ja InvG = L. Sellise laiendi niiteks Q(v/2) : Q, sest
V/2 minimaalne poliitnoom avaldub kujul X -2 = (X — \75) (X%+ V2X + \71),
kus parempoolse poliinoomi juurteks on (—% + ‘/731) V2 ¢ Q(\E/ﬁ) Kui L on
minimaalse poliinoomi lahutuskorpus. Siis on kaks voimalust. Kui korpus L
pole separaabel, siis minimaalne poliinoom on kujul m. = (X — ¢)(X — d)? ja
analoogilistel pdhjustel peab Gal(L : K) = {I}. Kui lahutuskorpus L separaabel,
siis on téidetud Galois’ teoreemi eeldused ning |Gal(L : K)| = 3. Lihtne on
veenduda Gal(L : K) = Zs. Niiteks sobib taandumatu poliinoomi f = X3 +
X + 1 € Zy[X] lahutuskorpus K (a), kus a® + o+ 1 = 0 ja mille minimaalne
poliinoom X2 + X +1 = (X — a)(X — a?)(X —a? — a).

Vaatame poliinoomi f = X% — 2 € Q[X] lahutuskorpust Q({L/i, i) auto-
morfismide rithma G = Gal (Q(\‘Vﬁ, 2) : @). Lihtsuse mdttes téhistame r = v/2.
Suvaline isomorfism « € G on médratud vidrtustustega a(r) € {£r, tir} ja
a(i) = +i, sest poliinoomi juured peavad kujutuma poliinoomide juurteks. Kok-
ku on rithmas G vastavalt Galois’ teoreemile kaheksa teisendust

a | alr) | al) | a | alr) | a)
I r ) T r —i
o ir ) oT i —1
o? —r ) o?r —r —1
o3 | —ir ) o3t | —ir —1

Seda rithm on isomorfne ruudu tippude siimmetriliste teisenduste rithmaga.
Rithmad U ja T on omavahel isomorfsed ja selliseid rithmi nimetatakse ne-
lirithmadeks ja tdhistatakse U =2 Cy x Cy =2 V. Arvestades, et 70 = 0°7, saame
rithma périsalamrithmadeks

52{1,0,02,03} A:{l,aQ} D:{1,02T}
T:{l,Uz,T,UQT} B={1,7} E:{l,agT}
U:{1,02,UT,U3T} C={l,o07}

Neist normaalsed alamrithmad on S, T, U, A. Leiame niiiid teisenduste piisipunktid

Inv S = Q(%) InvA = (@(\/57 z) InvD = @(\4/52)
IanzQ(\/i) InVB:Q(%) Insz@(%(l—i))

Ian:Q(\/EZ') IDVCZQ(W(l‘i‘i))
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Sisalduvuseose jiargi saame vored

Q(4) Q(v2i)

P

Q(V2i) Q(V2) [26)] Q(VE(L+i)  Q(v2(1-1)

2.6 Uhejuured ja neile vastavad Galois’ rithmad

Lemma 2.6.1. Olgu laiend F : K separaabli polinoomi X™ — 1, kus n € N
lahutuskorpus, siis leidub primitisvne n-astme ihejuur &, mille poolt moodustatud
multiplikatiione rihm langeb kokku polinoomi X™ — 1 juurtega.

ToOESTUS. Olgu meil poliinoomi X™ — 1 mingi juur ¢ € F on ilmne (%, i € Z
on samuti poliinoomi juur, sest (¢Y)* = (¢")* = 1. Poliinoomi X" — 1 juu-
red moodustavad rithma korrutamise suhtes, sest ((n)" = ¢("n"™ = 1 ja kin-
nisus poordelemendi vétmise suhtes on eelnevalt ndidatud. Téahistame juur-
te multiplikatiivset rithma S. Kuna igas 16plikus rithmas leidub maksimaal-
se jirguga element(jagamise suhtes). Olgu see element €. Lagrange’ teoreemist
saame m = ord& | |S]. Seega on koik rithma S elemendid juureks poliilnoomile
X™ — 1. Poliinoomi astme tottu peab |S| < m ja teisalt m < |S]| ja seega
m = |S]. Kui poliilnoom X™ — 1 on separaabel, siis |S| = n ja & on poliinoomi
X"™ — 1 primitiivne iithejuur.
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Jareldus 2.6.1.1. Olgu korpuse K karakteristika kar K = 0 korral leidub su-
valise astme primitisune thejuur.

TOESTUS. Selleks veendume X™—1 on separaabel kasutades tuletist (X" —1)" =
nX"~!. Et tuletispoliilnoomi ainsaks juureks on 0, mis pole X™ — 1 juur, siis
peavad koik X" — 1 juured olema iihekordsed.

Jareldus 2.6.1.2. Olgu korpuse K karakteristika kar K = p. Siis n-astme pri-
mitiivne dhejuur leidub parajasti siis, kui p{n.

TOESTUS. Kui p{n, siis (X" — 1) = nX""1 # 0 ja seega on poliinoom X" — 1
separaabel, kuna tuletispoliinoomi ainsaks juureks on 0. Kui p | n, siis leidub
aste k > 0 pFd = n ja p { d. Seega X" —1 = (X? — 1)17’c ning seetottu on
poliinoomi iihejuured moodustatud d-astme primitiivse ithejuure poolt ja iga
juur on p* kordne.

Lemma 2.6.2. Olgu korpuse K karakteristika kar K = 0 ja olgu laiend F : K
poliinoomi X™ — 1 lahutuskorpus, siis on automorfimide rihm Gal(F : K) on
Abeli rihm.

TOESTUS.

Vastavlt jireldusele 2.6.1.1 leidub meil primitiivne tithejuur £ € F ja F =
K (&). Seetottu on suvaline automorfism o € Gal(F : K) iiheselt médratud
vidrtusega a(€) = &*. lihtne on veenduda «, 3 € Gal(F : K) kommuteeruvad

kohal &, sest a3(€) = a(&') = a(&)! = (&F)! = €M,

Lemma 2.6.3. Olgu korpuse K karakteristika kar K = p ja olgu laiend F : K
poliinoomi X™ — 1 lahutuskorpus, siis on automorfimide rihm Gal(F : K) on
Abeli rithm.

TOESTUS. Lemma 2.6.1 toestusest ilmneb, et koik ithejuured on mingi m-astme
ithejuure £ € F astmed, seega liheb eelnev tdestus 1labi F' = K (£).

Lemma 2.6.4. Olgu korpus K poliinoomi XP — 1, p € P lahutuskorpus karak-
teristikaga kar K = 0 ning laiend F : K polinoomi XP — a lahutuskorpus, kus
a € K, siis automorfismirihm Gal(F : K) on Abeli rihm.

TOESTUS. Olgu € € K primitiivne p-astme {ithejuur. Kui poliitnoomi X? — a kaik
juured on korpuses K, siis on viide triviaalne, sest Gal(F' : K) = 0. Vastasel
korral olgu ¢ € F'\ K poliinoomi X" — a juur. Tihistme niiiid d = £( ja seega
d' = d jai,j < p parajasti siis, kui &7 = (/7% Kuir = j — i # 0, siis peavad
leiduma u,v € Z nii, et ru 4+ pv = 1. Aga siit saame vastuolu

C — <7‘u+7w — <ru<—pv — é——ruav c K

Seetdttu F = K (d), kusjuures d on primitiivne juur ning eelnevatega analoogne
toestus laheb lébi.

Lemma 2.6.5. Olgu korpus K poliinoomi XP — 1, p € P lahutuskorpus karak-
teristikaga kar K = q ning laiend F : K poliinoomi XP — a lahutuskorpus, kus
a € K, siis automorfismirihm Gal(F : K) on Abeli rihm.
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TOESTUS.

Juht ¢ # p.

Lemma 2.6.1.2 tottu leidub meil primitiivne p-astme ithejuur ja eelnevaga teo-
reemiga 2.6.4 analoogne tdestus ldheb 14bi.

Juht ¢ = p.

Kui b € F on poliinoomi X? — a juur, siis X? —a = XP — bP = (X — b)P. Seega
XP — @ ainus juur b. Tdnu lemmale 2.2.1 iga o € Gal(F : K) korral a(b) = b ja
seega on Gal(F : K) = 0 ja teoreem on triviaalselt tdidetud.

2.7 Radikaalsete laiendite Galois’ rithmad

Definitsioon 2.7.1. Rihma G nimetatakse lahenduvaks, kui temal leidub kom-
mutatiivsete faktoritega normaaljada, st. E = Hy<H1<...<H} = G ja H;/H;_1
on kommutatiivne rihm.

Lause 2.7.1. Loplik riihm on lahenduv parajasti siis, kui temal leidub tsikliste
faktoritega normaaljada.

TOESTUS. Piisavus on ilmne. Tarvilikkuseks paneme téhele, et iga Abeli rithm
laguneb tsiikliliste Abeli riihmade otsesummaks. Kuna rithm G on 16plik, siis
piisab vaid juhu H;/H;_1 = A1 ® A, lidbi vaatmisest. Esmalt paneme téihele A; <
A1 D Ay, sest faktorrithm on kommutatiivne. Kolmandast isomorfismi teoreemist
H;/M = (H;/H;—1)/A; = As, kus M on originaal loomuliku projektsiooni
suhtes M = 7~ 1(A4;). Teisalt H;_y = 7 '(0) & 7' (A1) = M C H;. Kuna
M G Hj, siis ilmselt peab kehtima 0 # M/H;_, g H;/H;_1 = A1 ® Ay, mistottu
pole faktor triviaalne. Seega oleme lisanud normaaljadasse ithe mitteriviaalse
normaaljagaja. Kuna rithm oli 16plik, siis peab mittetriviaalseid elementidest
koosnev normaaljada olema 1oplik, sest |G| = [, |H;/H;—1|. Seetdttu antud
protsess peatub ja me oleme saanud tsiikliliste faktoritega normaaljada.

Lause 2.7.2. Olgu rihma G normaaljagaja H < G, siis rihm G on lahenduv
parajasti siis, kui rihmad H ja G/H on lahenduvad.

Definitsioon 2.7.2. Korpuse laiendit F : K nimetatakse radikaalseks kui leidub
radikaalne jada (¢;)i—, C F ja naturaalarvud (k;)P_, nit,et F = K(c1,¢2,...,¢p)
ja cf € K(er,y...,cim1),i=1,2,...,n.

Definitsioon 2.7.3. Olgu meil korpuste (loplik)laiend F : K, siis korpust F' C
F1 nimetatakse laiendi F' : K normaalseks sulundiks tle K parajasti sits, kui
latend F : K on normaalne.

Lemma 2.7.3. Kui korpuse K karakteristika kar K = 0 voi K on loplik korpus,
sits lerdub iga lopliku latendi F : K korral leidub normaalne sulund dle K.

TOEsTUS. Olgu F' = K(c1,c¢2,...,¢,). Vaatme niiiid igale elemendile ¢; vasta-
vat minimaalset poliinoomi m; € K[X]. Olgu f = mimg---m, € K[X], siis
laiendiks F} votame poliinoomi f lahutuskorpuse iile K. Kui kar K = 0, siis on
laiend F; automaatselt separaabel. Kui K = [y, siis F; : F' on 16plik laiend ja
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seega on Fi : K samuti 16plik algebraline laiend. Lemma 2.3.2 on korpus F}
separaabel kui 16pliku korpuse algebraline laiend.

Lemma 2.7.4. Olgu korpuse K karakteristika kar K = 0 voi olgu K loplik
korpus. Kui F' : K on korpuste radikaalne laiend ning Fy on F normaalne
sulund tile K, siis latend Fy : K on radikaalne.

TOESTUS. Teeme eelnevas lemmas 2.7.3 mainitud laienduskonstruktsiooni. Ol-
gu F=K(ci,¢0,...,¢n) ja b1 = K(c1,¢2,...,Cn,d1,da,...,dy), kus elemendid
€1,C2y ..., Cn,d1,da, ... dy on polinoomi f = mimg---m, € K[X] koik juu-
red. Vastavalt lemmale 2.2.3 leidub automorfism « € Gal(F; : K) nii, et a(c;) =
d;, kui ¢; ja d; on minimaalse poliilnoomi m; juurteks. Siis on lihtne veenduda,
et korpus «(F) on radikaalne. Et F' on radikaalne, siis cfl € K(c1,...,a-1),
kuid siis

oe(cl)kl = a(cé”) Ca(K(c...,c)) = K(alcr),...,a(c-1)).

Seega oleme niidanud d; on avaldatav radikaalse jada ci, . .., cp, a(c1), ..., a(cy).
elemendina. Paneme téhele, et jada loppu voib lisada teise dj vastava radikaalse
jada jne. Seega saame l6puks radikaalse jada, mis sisaldab koiki d; ja seega on
Fi radikaalne.

Teoreem 2.7.5. Olgu korpuse K karakteristika kar K = 0 vdi olgu K [oplik
korpus, siis normaalse radikaalse laiendi F : K automorfismirihm Gal(F : K)
on lahenduv.

TOESTUS. Induktsioon iile radikaalse jada pikkuse.

Olgu laiendit F' moodustav radikaalne jada (c;)?_,. Uldsust kitsendamata vGib
eeldada ' € K(c1,...,¢i—1) jac; ¢ K(c1,...,¢i—1) ning p; € P.

Baasn =0

Siis F' = K ja Gal(F : K) = 0 ja viide on ilmne.

Induktsiooni samm

Olgu m. € K[X] elemendi ¢; minimaalne poliinoom. Kuna ¢; ¢ K, siis peab
minimaalne poliinoomi aste degm, > 1. Et ' on normaalne ning separaabel,
siis leidub minimaalse poliinoomi m.. juur d # c. Seega leidub korpuse F' element
a=cd ' #£1.Et " =be€ K, siis ¢ poliimoomi f = XP* —b € K[X] juur.
Kuna m,. on minimaalne poliinoom, siis m, | XP* — b ja seega on element d ka
poliinoomi f juur. Niilid saame aP* = 1 mistdttu (a) on 1oplik p; elemendiline
rithm, kuna p; € P ja a # 1. Vaatleme korpuse laiendit K (a), siis on ilmne,
et see on polilnoomi g = XP' — 1 € K[X] lahutuskorpus. Laiend K(a,c) :
K on poliinoomi f lahutuskorpus, kuna (cia®)’.; on poliinoomi f ainsateks
juureks. Teisalt on selge, et poliinoomi f lahutuskorpus peab sisaldama ko&iki
poliinoomi ¢ juuri ja seega ka elementi a. Kuna teoreemi eelduste tottu on koik
laiendid separaablid, siis laiendid K(a) : K ja K(a,c1) : K on normaalsed.
Galois teoreemist saame Gal(F : K(a,c1)) < Gal(F : K) ja seega

Gal(K(a,c1) : K) 2 Gal(F : K)/ Gal(F : K(a,c1)).
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Rithm Gal(F : K(a,c1)) on lahenduv induktsiooni eelduse pdhjal, sest radikaal-
ne jada on iihe vorra lithem. Naitame, et Gal(K (a,c1) : K) on lahenduv, sest
siis on seda ka faktoriseeritav rithm. Kuna laiendid K (a) : K ja K(a,c1) : K on
normaalsed, siis Galois’ teoreemist saame

Gal(K(a) : K) 2 Gal(K(a,c1) : K)/ Gal(K(a,c1) : K(a)).

Rithmad Gal(K(a) : K) ja Gal(K(a,c1) : K(a)) on lemmade 2.6.2, 2.6.3, 2.6.4
ja 2.6.5 tottu Abeli rithmad, mistottu on Gal(K (a,c) : K) on lahenduv.

Jareldus 2.7.5.1. Olgu korpuse K karakteristika kar K = 0 voi olgu K [oplik
korpus. Siis radikaalse laiendi F' : K iga alamkorpuse K C L C F automorfis-
mirihm Gal(L : K) on lahenduv.

TOESTUS. Kuna F' on radikaalne, siis laiend F' : K 16plik. Niiiid saame teha
laiendite jada K C K1 C F C Fy, kus K1 = InvGal(L : K) ja F; on tinu
lemmadele 2.7.3 ja 2.7.4 radikaalse laiendi F' normaalne radikaalne sulund iile
K. On selge, et Gal(L : K) = Gal(L : K1) ja konstruktsiooni tottu on laiend
L : K; on normaalne. Galois’ teoreemist jareldub L' = Gal(Fy : L) < Gal(F; :
K1) ja Gal(L : K;) = Gal(Fy : K1)/ Gal(Fy : L). Kuna laiend Fy : K; on
normaalne radikaalne laiend, siis eelneva teoreemi 2.7.5 t&ttu on automorfimi
rithm Gal(F} : K;) lahenduv ja seega on seda ka faktorrithm Gal(L : K).

Jareldus 2.7.5.2. Lopliku korpuse iga laiendi automorfismirihm on lahenduv.

TOESTUS. Iga 16plik korpus on radikaalne kui poliinoomi X?" — 1 € Zy[X]
lahutuskorpus, siis jareldus 2.7.5.1 péhjendab véite.

2.8 Lahenduvate rithmadele vastavad laiendid

Definitsioon 2.8.1. Olgu L : K korpuste loplik normaalne laiend, mille au-
tomorfimirihm G = Gal(L : K), siis suvalise elemendi a € L normiks N(a)
nimetatakse suurust N(a) = [[,cq ala) € K

TOEsTUS. Néitame, et definitsioon on korrektne. Olgu § € G, siis

B(N(a)) = [] Beta)) = T] ala) = N(a).
aeG acG

Kuna L : K on normaalne, siis N(a) € K.

Teoreem 2.8.1 (Hilberti XC teoreem). Olgu L : K korpuste loplik normaalne
laiend tsiiklilise automorfismide rihmaga G = Gal(L : K), mille jirk n ja moo-
dustaja T. Elemendi a € L korral N(a) = 1 parajasti siis, kui leidub b € L* ni,
et a = br(b)~".

TOESTUS. Piisavus on ilmne, sest

N(a) = br(d) 'r(b)r?(b) - -7 b)r"b 1 (b) = 1.
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Tarvilikkus

Kui 1 = N(a) = ar(a)r?(a)--- 7" !(a) ja a # 0. Defineerime iga ¢ € F elemen-
tide jada (di);’z_ol rekurentse seose dyp = ac, d;+1 = a7(d;) abil. Lihtne arvutus
néitab

N(a)=1

Vaatleme niitid summat b = dy + d; + - - - d,,—1. Andes sellele niiiid teise kuju,
saame

b= /\Oc—l—)\lT(c)—i--~—|—)\n,17'”71(c), N\ € L.

Kuiigac€ Fonb=0,siison 1,7,---,7" ! lineaarselt soltuvad ja Dedekindi
lemmast saame vastuolu, kuna 7° # 77, kui i # j. Seega leidub ¢ € F, mille
korral b # 0. Arvutame

bT(b)il (do + dl + -+ dn,l)(acfl)(T(do) + T(dl) —+ -+ T(dnfl))il
(do +di+---+ dn_l)(aT(do) + aT(dl) +---+ Uﬂ'(dn_l))_l

(do+di+- +dn1)(di+da+ - +dn1+do) " =a.

Teoreem 2.8.2. Sisaldagu korpus K polimoomi p € P primitiivset ihejuurt.
Kui L : K korpuste loplik normaalne laiend, mille automorfismi rihm G =
Gal(L : K) on tsililine ja |G| = p, siis L = K(d), kus dP = a € K ja poliinoom
XP —a on taandumatu tle K.

TOESTUS. Olgu primitiivne iithejuur ¢ € K, seega poliinoomi X? — 1 juured
moodustavad tsiiklilise rithma (£) ja kar K # p. Elemendi ¢ norm avaldub

N =[]~ =[[¢=¢ =1

Hilberti XC teoreemi pohjl leidub niiiid element d € L* nii, et £ = dr(d)~!.
Téhistame a = dP, siis selleks, et ndidata a € K piisab, kui niidata 7(a) = a.
Arvutame 7(a) = 7(dP) = 7(d)? = (d¢"1)P = dP(£P)~! = dP = a. Kindlasti on
meil ahel K C K(d) C L. Kuna [L : K] = |G| = p on algarv, siis peab K(d) = L
void € K. Kuna & on primitiivne ithejuur £ # 1 ja seegaeisaad € K. Kui XP—a
poleks taandumatu, siis leiduks véiksema astmega taandumatu poliinoom, mille
juured on XP — a juured. Selle lahutuskorpus indutseeriks korpuste K ja K (d)
vahele vahepealse laiendi, mis ldheb vastuollu m&éotme p algarvulisusega.

Teoreem 2.8.3. Olgu korpuse K karakteristika kar K = 0 véoi K [oplik korpus.
Kui korpuste loplik laiend L : K on normaalne ja automorfismide rihm G =
Gal(L : K) on lahenduv, siis leidub korpuse L laiend F nii, et laiend F' : K on

radikaalne.
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TOEsTUS. Kui K on I6plik korpus, siis iga normaalne laiend on 16plik korpus.
Kuna koik 16plikud korpused on poliinoomi X?* — 1 € Z,[X] lahutuskorpused,
siis on laiend L radikaalne.

Kui korpuse karakteristiska kar K = 0, siis tdestame véite induktsiooniga
iile automorfismi rithma G voimsuse.
Baas G = {I}
Eelduse kohaselt on L : K normaalne ja seega K = InvG = L ning teoreemi
véide on triviaalne F' = K.
Induktsiooni samm
Olgu G lahenduv rithm. Olgu H rithma G maksimaalne normaaljagaja, siis
peab G/H olema ka lahenduv rithm. Teisalt on G/H konstruktsiooni tottu
lihtne rithm. Seetdttu peab G/H = Z,, kus p € P. Olgu niiiid laiend K7 : K
poliinoomi X? — 1 lahutuskorpus iile K. Kuna laiend L : K on normaalne, siis
on see f € K[X] lahutuskorpus. Votame niiiid laiendiks L; : K poliinoomi
f lahutuskorpust iille K;. Laiend L; : K on normaalne laiend kui poliinoomi
(XP —1)f € K[X] separaabel lahutuskorpus. Galois’ teoreemist tulenevalt on
laiendid L; : K7 ja Ly : L normaalsed. Paneme tihele, et automorfismi rithma
Gal(L; : K1) elemendi a ahend o|x = (a|k, )|k = Ik ja seega Gal(L; : K1) C
Gal(L; : K). Kui « € Gal(L; : K1), siis (L) = L, sest lemma 2.2.1 tdttu peavad
poliinoomi f juured peavad kujutuma iiksiiheselt f juurteks. Seega on selge oy,
on nii injektsioon kui siirjektisioon ja seega ahendusteisendus ® : Gal(L; :
K1) — Gal(L : K) on korrektne homomorfism. Olgu o € Ker @, siis a|f, = I, ja
definitsioonist a|x, = Ik, . Korpuse Ly konstruktsiooni tdttu saame o« = Ir,,. Ja
seega on @ injektsioon. Tihistme G; = Gal(L; : K1). Tekib sisestus G; <% G.
Niitid on kaks voimalust.
A. Kui |G1] < |G|, siis G1 on lahenduv kui G alamrithm ja seega tédidetud
induktsiooni eeldus. Niiiid peab leiduma laiendi L; : K; radikaalne lahend F'.
Et laiend K, : K on radikaalne, siis F' : K ka radikaalne. Teisalt L C Ly C F.
B. Kui |G1| = |G|, siis ® on isomorfism ja G; = G. Olgu H; = &7 1(H) <
GG1. Moodustame laiendi M = Inv H;y, konstruktsiooni téttu K1 € M C L;.
Laiendid Ly : M ja M : K; on normaalsed, sest H; < G;. Galois’ teoreemist
saame [M : K1) = |G1/H1| = |Zy| = p. Et korpuses K; leidub primitiivne
p-astme ithejuur ning |Gal(M : K3)| = [M : Ki] = p, siis M : K; rahuldab
teoreemi 2.8.2 eeldusi ja M = K;(d) on radikaalne laiend iile K. Kui Hy = {I},
siis M = L, ja viide on toestatud. Vastasel korral teame, et normaalse laiendi
Ly : M automorfismi rithma H; elementide arv on viiksem G elementide arv ja
seega on laiendil Ly : M radikaalne laiend L C L; C F vastavalt induktsiooni
eeldusele, mis on ka korpuse K radikaalne laiend.

2.9 Poliinoomi juurte iildvorrandid
Definitsioon 2.9.1. Korpuste laiend L : K on [oplikult moodustatud parjasti
siis, kui leidub loplik arv elemente ¢1,ca, ..., cn € L nii, et L= K(c1,¢2,...,¢n).

Definitsioon 2.9.2. Korpuste laiendi L : K elementide (¢;)I_y C L siisteem on
algebraliselt soltuv parajasti siis, kui leidub unitaarne mitmemuutujapoliinoom
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feK[X1,Xs,...,Xn] nii, et f(c1,¢2,...,¢,) =0.

Jédreldus 2.9.0.1. Kui korpuste laiendi L : K elementide (¢;)?_; C L sisteem
on algebraliselt soltumatu, siis elemendid (¢;)7—, on transtsendentsed.

Lemma 2.9.1. Kui laiend F' : K on loplikult moodustatud, siis leidub vahepeal-
ne korpus L nii, et

1. laiend L = K(c1,ca,...,¢pn), kusjuures elemendid c1,co, ..., ¢, on algeb-
raliselt soltumatud elemendid tile K ;

2. laiend F : L on loplik.

TOESTUS. Induktsioon iile F' moodustajate arvu.

Baas F' = K (a) on triviaalne.

Induktsiooni samm

Olgu korpus F' = K(a1,az,...,a,). Kui elemendid (a;)?; on algebralised iile
K, siis L = K ja viide on toestatud. Vastasel korral leidub element ¢; = a;, mis
on transtsendentne iile K. Hmselt F' = K(¢1)(a1,...,a0i—1,0i41,-- -, 0,) kuna F
on moodustajaid iile K (c1) on iithe vorra vihem, siis kehtib induktsioonieeldus
ja leiduvad algebraliselt soltumatute elemendide siisteem (¢;)7_, iile K(c1) ja
laiend F' : K(c1)(ca,...,cn) on 1oplik. Elemendide siisteem (¢;)?_; peab ole-
ma algebraliselt soltumatu iile K, sest vastasel korral oleks elementide siisteem
(¢i)_5 soltumatu iile K (cq).

Teoreem 2.9.2 (Steinitzi teoreem). Olgu korpused L ja M laiendi F' : K vahe-
pealsed korpused, kusjuures F' : L ja F' : M on loplikud laiendid. Kui laiendid on
kujul L = K(c1,¢a,...,¢m) ja M = K(dy,da,...,dy,), kus elementide siisteemid
(ci)ixy ja (dj)j—, algebraliselt soltumatud, siis m = n.

ToEsTUS. Uldsust kitsendamata voime eeldada m < n. Viite tdestamiseks néi-
tame, et kahe algebraliselt soltumatu erineva siisteemi (c;)i2; ja (d;)7_; kor-
ral, mis rahuldavad teoreemi eeldusi leidub algebraliselt soltumatute elementide
stisteem (dj,,C1,- -, Cig—1, Cig+1, - - - Cm, ), Kusjuures siisteemile vastav korpuste
laiend F : K (djy,C1,- -5 Cig—1sCig+1, - - - s Cm) OI 16plikum&dtmeline ja dj, erineb
elementidest ¢;. Nii saab jarjestikku asendada koik elemendid c¢; elementidega
d; tulemuseks on algebraline siisteem (d;)7; nii, et laiend F' : K(dy,...,dp)
on I1oplikum&otmeline. Siit saame n < m, sest vastasel korral oleks element d,,
algebraline iile K(d;,da,...,dy), mis on vastolus siisteemi (dj);‘l:l algebralise
soltumatusega. Seega m = n ja teoreem on tdestatud.

Kuna siisteemid (¢;)i2; ja (d;)7_, erinevad, siis leidub dj, nii, et d;, # c;.
Samas F' : L on l16plikuméoétmeline laiend ja seega on element d;, algebraline iile
L. See tihendab, et leidub unitaarne poliinoom f € K[X1, Xo,..., X, Xim+1)
nii, et f(c1,¢2...,cm,d1) = 0. Oletame vastuviiteliselt, et ainsad nullist erineva
kordajaga liilkmed sisaldavad vaid ¢; astmeid, mis kuuluvad ka siisteemi (d;)}_; -
See tédhendaks, et polilnoomi f saab vddrtustada f(d;,,di,,...,d;,,,dj) = 0
ja siisteem (d;)7_; on algebraliselt soltuv. Seega leidub c;, nii, et sellele vas-
tab nullist erineva kordajaga monoom. Niiiid ¢;, on algebraline iile iile L' =
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K(djy, €1y -y Cig—15Cig41, - - - » Cm ). Kuna laiendid F : K(d;,,c1,¢2,...,¢) ja
K(djy,c1,¢2,...,¢m) : L' on 1oplikumddtmelised, siis on seda ka F': L'.

Definitsioon 2.9.3. Loplikult moodustatud laiendi F : K transtsendentsuse
astmeks nimetatakse maksimaalses algebraliselt soltumatute elementide siisteemis
olevate elementide arvu.

Lause 2.9.3. Sama arvu algebraliselt soltumatute elementide lisamisel korpu-
sele K saadud laiendid K(c1,ca,...,¢n) jo K(d1,ds,...,dy,) on isomorfsed.

Lemma 2.9.4. Olgu laiend F : K [oplikult moodustatud algebraliselt séltuma-
tute elementide siisteemi (X;)_, poolt, siis automorfismi rihm G = Gal(F : K)
sisaldab substitutsioonide rihmaga Sy, isomorfset teisenduste rithma, mis tei-
sendab omavahel elemente X; . Olgu L =Inv S,,, siis L = K(s1, S2,...,8n), kus
s; on stimmetrilised péhipolinoomid.

TOESTUS. Lihtne on veenduda, et teisendus « : F' — F', mis saadakse substi-
tutsiooni m € S, abil nii, et vorrandeid a(X;) = X, (;) laiendatakse kooskolas
liitmise ja korrutamisega on isomorfismid, mis jatavad K elemendid paigale,
seega S, — G. Ka on selge K(s1,...,8,) C L. Kuna F : L on normaalne
laiend, siis Galos’ teoreemist saame [F' : L] = |S,| = n!. Kui dnnestub niidata
[F': K(s1,...,8,)] < nl, siis dimensioonide teoreemi tottu L = K (s1,..., Sn),
sest

[F: K(s1,...,80)] =[F: L][L: K].

Néitame [F : K(s1,...,$n)] < n! induktsiooniga iile muutujate arvu n.
Baas n = 1 on triviaalne, sest s; = Xj.
Induktsiooni samm

Paneme téhele, et leidub lihtne seos muutujatest Xy, ..., X,,_1 soltuvate pohi-
poliinoomide s}, s}, ..., s),_; ja pohipolilnoomide si, s2,. .., s, vahel
51:Xn+s/1 si:an;_l—l—sg, t=2,....,n—1 sn:an;_l.
Seega saame sisalduvuse K(s1,...,8n, Xn) C K(s,...,5,_1,X,) Kuna seosed
on pooratavad
s =51 —-X, s;=s8; — Xpsi_q, j=2,...,n—1,

siis kehtib ka vastupidine sisalduvus K (s},...,s),_1,Xn) C K(S1,...,5n, Xn).
Niitid induktsiooni eelduse tottu

(K (X)) (X1, oy Xno1)  K(X0)(, oy 8 )] < (n— 1)L,

»9n—1

Laiendi K (s1,...,8n, Xn) : K(s1,...,5,) moode peab olema viiksem vordne n,
sest X™ on unitaarse poliinoomi f = [, (X —X;) juureks ning Viete’i valemite
pohjal avaldub

f=X"—5; X" 5o X™ 7 — o (=1)"s, € K(51,82,. .., 80)[X]

Dimensioonide teoreemist saamegi [K(X1,...,X,) : K(s1,...,8,)] < n!, mis
16petab teoreemi toestuse.
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Jareldus 2.9.4.1. Simmetrilised pohipoliinoomid si, Sa, . .., S, on algebraliselt
soltumatud.

TOESTUS. Oletame vastuvéiteliselt, et stimmetrilised poliinoomid on algebra-

liselt soltuvad, siis peab s; olema alagebraline iile K(s1,...,8i—1,Sit1,---5n)
seega laiend K(Xy,...,X,) : K(S1,...,8i-1,8i+1,---,Sn) on 1oplikumddtme-
line. See on vastuolu, kuna laiendi K(X;,...,X,,) transtsendentsuse aste on
n.

Definitsioon 2.9.4. Uldiseks n-nda astme poliinoomiks iile korpuse K nime-
tatakse poliinoomi

f=X" =51 X" f 5o X2 — oo (—1) s,
kus s1, S2, S, on algebraliselt soltumatud elemendid.

Teoreem 2.9.5. Olgu f dldine n-nda astme polinoom ile K ja F olgu selle
lahutuskorpus tile K (s1, S2, - - ., Sn), siis polimoomi f juured (X;)I_, on algebrali-
selt soltumatud ile K ja automorfismide rihm Gal(F : K(s1,82,...,5n)) = Sp.

TOESTUS. Kuna (X;)]; polinoomi f juured, siis vastavalt Viete’ valemitele
on (s;)f; stimmetrilised pohipolinoomid ja F = K(Xi,...,X,). Kuna F :
K(s1,...,Sy) on loplikumddtmeline laiend, ja (s;)7; on algebraliselt sdltumatu
stisteem, siis laiendi F' : K transtsendentsuse aste peab olema n. Seega po-
le voimalik, et siisteem (X;)?_; oleks algebraliselt sdltuv. Lemma 2.9.3 tottu
K(s1,...,8,) = Inv S, ja seega laiend F' : K(s1,...,S,) on normaalne. Olgu

laiendi automorfismi rithm S,, C G. Niiiid Galois’ teoreemist saame
Gal(F : K(s1,...,8,)) = Gal(F : Inv S,) = S/ = S,,,
kuna koik G alamrithmad on kinnised.

Jareldus 2.9.5.1. Kui n > 5, siis pole dldisel n-astme poliinoomi juur radi-
kaalides avalduv. Seega tldiselt pole véoimalik avaldada n-nda astme poliinoomi
juurt radikaalides.

Teoreem 2.9.6. Uldise teise astme polimoomi f juured avalduvad kujul

s1 4 /57 — 4dsy s1— /5% — 4dso
2

1 = Co = 2 )

kui korpuse karakteristika kar K # 2.

TOEsTUS. Olgu iildise 2-astme poliinoomi lahutuskorpuse automorfismi rithm
G =2 Sy, siis avaldis (X1 — X2)? Inv G ja seega peab avalduma pohipoliinoomide
kaudu

(X1 — X2)? = (X1 + X2)? —4X 1 Xy = 57 — 4sy.
Tekiv lineaarvorrandite siisteemi

Xl—XQZVS%—ZLSQ X1+ Xo =51

lahendid ongi poliinoomi juurteks.
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Teoreem 2.9.7. Uldise kolmanda astme polimoomi f juured avalduvad radi-
kaalides, kui korpuse K karakteristika kar K # 3.

TOEsTUS. Olgu iildise 2-astme poliinoomi lahutuskorpuse automorfismi rithm
G = Ss, siis paarissubstitutsioonide rithm As = {I,(2,3,1),(3,1,2)} on Ss
normaaljagaja. Lisame korpusesse K 3-astme primitiivse iihejuure d ja vaatleme
iildist vorrandit iile K (d). Siis elemendi y = X + Xod+ X3d? méjub teisenduste
rithm Ajz jargmiselt

I(y) =Y, (2a 3, 1)(y> = d2y7 (3a 1, 2)(y) =dy

Seega element y® = y(dy)(d*y) on rithma Aj piisipunkt. Analoognselt on ele-
mendi z = ¢y + dcg 4+ d%cs kuup 23 € Inv As. Elemendid 23 + 43, 23y on rithma
S3 piisipunktideks, kuna z = (1,2)(y). Seetdttu vahetab paaritu substitutsioon
m dra y ja z, sest w(y) = 7(1,2)(2) ja 7(z) = 7w(1,2)(y) ning 7(1,2) € As. Seega
avalduvad

yP 4+ 23 =253 — 95159 + 2753 4 (35150 — 9s3)(1 + d + d?) = 255 — 95159 + 27s3
y? 2% =57 — 9slsy + 275753 — 2753 + (3s1s2 — 95953 + 9s3) (1 + d + d*) =
s$ — 9stsy + 275752 — 2753
Tekib ruutvérrand y3 ja y3 suhtes, mis on radikaalides lahenduv eelneva teo-
reemi pohjal. Teisalt saab esialgsest vorrandisiisteemis y ja z kohta avaldada

X = %(81 +y + d?z) ning seega oleme avaldanud X poliinoomi kordajate kau-
du.

Teoreem 2.9.8. Uldise neljanda astme polimoomi f juured avalduvad radikaa-
lides, kui korpuse K karakteristika kar K # 2 ja kar K # 3.

TOEsTUS. Olgu iildise neljanda astme poliinoomi lahutuskorpuse automorfis-
mi rithmas on lahenduv normaaljagajate jada I IV < 44, <5, G = S5. Kus
neilkrithma moodustavad substitsoonid V' = ((2,1)(4,3), (1,4)(2,3)). Paneme
téhele, et suvalise automorfismi a € S, korral, elemendid

y1 = (X1 + X2) (X3 + Xy)
Y2 = (Xl + Xg)(XQ + X4)
Yz = (X1 + X4) (X2 + X3)

teisenevad teineteiseks, sest sulgudes on koik neljaelemedilise hulga tiikeldused
2+ 2 elemendiks. Vaatkeme iildist kolmanda astme poliinoomi f = (Y —y1)(Y —
y2)(Y — y3) iile korpuse K. Et f on siimmetriline y; suhtes ja a(y;) = y;, siis
a(f) = f ja seega poliinoomi f = X3 —t; X2 + to X2 — t3 kordajad tq,to,t3 €
Inv S, ja avalduvad seega seega siimmetriliste pohipoliinoomide (s;)_; kaudu.
Kuna korpuse karakteristika kar K # 3, siis leidub iildine lahendusvalem ra-
dikaalides ja y1,y2,y3 saab avaldada iildkujul (s;)?_; kaudu. Niiiid saab leida
ruutvorrandi iildlahendi valemi abil siisteemide

s1=(X1+Xo)+ (X3+ Xy) s1= (X1 + X3)+ (Xo+ Xy)
y1 = (X1 + X2) (X3 + X4) Yo = (X1 + X3)(X2 + X4)
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s1= (X1 4+ X4) + (X2 + X3)
yz = (X1 + Xy) (X2 + X3)

lahendid Aij = Xl + Xj ja seejéirel avaldada X1 = %(Alg + Alg + A14 — 51).

2.10 Poliinoomid iile ratsionaalarvude korpuse

Lause 2.10.1. Olgu p algarv ning f € Q[X] taandumatu p-nda astme poliinoom,
mis omab tdpselt iihe paari komplekseid juuri. Olgu F' polimoomi f lahutuskor-
pus dle Q, siis selle laiendi automorfismi rihm G = Gal(F : G) = Sp.

TOEsTUS. Et F : Q on lahutuskorpus, siis Galois’ teoreemist saame |G| =
[F : Q. Olgu ¢ € F poliinoomi f juur ja seega [Q(c) : @] = p ja seega
p | |G|. Kuna suvaline automorfism o € G peab teisendama poliinoomi f juu-
ri omavahel, siis on ilmne G — S,. Zilovi teoreemi tdttu leidub rithmas G
alamrithm jarguga p. Kuna rithm, mis sisaldab algarvu elemete on tsiikliline,
siis peab G sisaldama tsiiklit pikkusega p. Uldsus kitsendamata voib eeldada, et
oc=(2,3...,p,1) € G. Kuna poliinoom, sisaldab tépselt ithe paari komplekseid
juuri, siis isomorfism a(a + bi) = a — bi indutseerib vaid kahe elemendi traspo-
sitsiooni. Uldsust kitsendamata voib eeldada, et see on 7 = (1,4) € G. Niiiid on
voimalik saada suvalist transpositsiooni (1, ki) = 7(o’7)*~1. Kuna p € P, siis
saab teha transpositsioone (1, k), kus k on suvaline, ja seega (o, 7) = S,.

Lemma 2.10.2. Taandumatu kuuppolinoomi f € Q[X] lahutuskorpuse F au-
tomorfismirihm G = Gal(F : Q) & Az parajasti siis, kui suurused a = XX +
X22X3 + X§X1 ja b = X%Xl + X§X2 + X12X3 on ratsionaalarvud, kusjuures
(Xi)3_, on polimoomi juured.

TOESTUS. On ilmne, et a,b € Inv A3 ja a + b € Inv S3. Seega alati a + b € Q,
mistottu on a ja b samaegselt ratsionaalarvud. Tarvilikkus. Kui G = As, siis
laiendi F' : Q normaalsusest saame Inv A3 = Q. Piisavus. Olgu vastuvéiteliselt
a,b € Q ja G =S;nitd (1,2)(a) = b, millest a = b. Niiid saame avaldada

0=a—b=(Xy— X3)(X; — X3)(X1 — X>),

millest poliinoomi kaks juurt peab kokku langema. Tulemuseks on avastuolu,
sest sellise poliinoomi automorfismi rithm G < Ss.

Teoreem 2.10.3. Taandumatu kuuppolimoomi f = X3 — 51 X2 + 55X — s3 €
Q[X] lahutuskorpuse F automorfismirihm Gal(F : Q) =& As parajasti siis, kui
suurus

A = 5353 + 18515953 — 2753 — 45353 — 453
on tdisruut.

TOESTUS. Ilmneb, et eelmisest lemmast olevad suurused a ja b saab avaldada
stimmetriliste pShipoliinoomide kaudu

a+b=s189 — 3s3 ab = 5?53 —|—sg — 6518253 + 9532
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Tulemuseks on ruutvérrand, mille diskriminant on A. Kui A pole téisruut, siis

a# Q.

2.11 Korrapiraste hulknurkade konstrueerimi-
ne

Lemma 2.11.1. Korrapdrane n-nurk on sirkli ja joonlauaga konstrueeritav pa-
rajasti siis, kui nurk 2777 on konstrueeritav.

Lemma 2.11.2. Olgu n = nq---ng, kus ng on paarikeupa thisteguriteta na-
turaalarvud. Korrapdrane n-nurk on konstrueeritav parajasti siis, kui on konst-
rueeritavad korrapdrased n;-nurgad.

TOESTUS. Tarvilikkus on ilmne. Piisavus tuleb laiendatud Eukelidese algoritmist
ged(2)™, =1 ja seega leidub u; € Z nii, et

n;/t

n

un " 9u; 21
7 1
Z n; =1 = Z o0

n
i=1 i=1 v

Lemma 2.11.3. Koik 2™ nurgad on konstrueeritavad.
TOESTUS. Nurga poolitamine.

Lemma 2.11.4. Korrapdrane n-nurk on sirkli ja joonlauaga konstrueeritav pa-

rajasti siis, kui nurga koosinus a = cos 27“ € Qc1,.--ycn), kusc? € Qery .., cim1).

27

TOEsTUS. Nurk 27’7 on konstrueeritav parajasti siis, kui 16ik pikkusega cos =

on konstrueritav. Jarelduse 1.6.3.3 tottu on véide ilmne.

Jareldus 2.11.4.1. Korrapdrane n-nurk on sirkli ja joonlauaga konstrueeritav
parajasti siis, kui poliinoomi primitisune n-astme thejuur on konstruueritav.

TOESTUS. Nurga koosinuse konstrueerimine on samavéaérne nurga siinuse konst-
rueerimisega, jarelikult on n-nurga konstrueerimine samaviirne £ = cos 27” +
sin %’Tz konstrueerimisega. Kuna £ on primitiivne n-astme iihejuur, siis on viide

toestatud.

Lemma 2.11.5. Primitiivse n-astme iihejuure & poolt moodustatud laiend Q(§) :
Q on sirkli ja joonlauaga konstrueeritav parajasti siis, kui [Q(€) : Q] = 2.

TOESsTUS. Tarvilikkus tuleneb lemmast 2.11.4. Piisavuseks paneme tdhele auto-
morfismi rithm G = Gal(Q(&) : Q) on lemma 2.6.2 tdttu Abeli rithm. Seetottu
peab G = Zg?—i—Zgg—i—---—i—Zgz. Kuna iga Z,: korral leidub normaaljagajate
(Hi)i—o jada (2)2(2'7 1)< - (2)A(1) = Zy: ni, et Hy,/Hy—y = (2°7F)/(274)
{0,1}. Galois’ teoreemist saame, et leidub korpuste laiendite jada (K;)?_; nii,
et [K; @ Ki—1] = 2 ja G, = Q(§). Seega iga vahepealne laiend on saadav
eelnevast taandumatu ruutpoliinoomi lahutuskorpusena. Ilmneb, et iga sellise
ruutpoliinoomi juur on konstruueritav sirkli ja joonlaua konstruktsiooniga ning
teoreem on toestatud.
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Lemma 2.11.6. Primitiivse p-astme iihejuure € poolt moodustatud latendi mdoode
[Q(¢): Q] =2t japeP, siisp=2% +1.

TOESTUS. Primitiivse ithejuure £ minimaalne poliinoom mg | f =1+ X + X2 +
<+ XP7Lile Q, sest € # 1. Olgu poliinoom g(Y) = f(1+Y) = %,
siis poliinoomi f taandumatus on samaviirne g taandumatusega iile Q, kuna
f ja g on saadud podtatava lineaarteisenduse abil. Et ¢ = Y?~! mod p ja
g vabaliige p, siis Eisestaini kriteeriumi kohaselt on ¢ taandumatu. Jérelikult
[Q(¢) : Q] = p—1jaseega p= 2"+ 1. Kui t = uv, kus u paaritu, siis 2! + 1 =
(14+29)(1 —2° 422" — ... 4+ 2v(=1) seega p = 22" + 1.

Lemma 2.11.7. Primitiivse p’-astme thejuure € poolt moodustatud laiend:
maoode [Q(€) : Q] # 2%, kui p € P ja p # 2.

TOESTUS. Primitiivse ithejuure £ minimaalne poliinoom mg | f = 1+XP+X?P+

2
o4 XP(P=1) ile Q, sest £P # 1. Olgu poliinoom ¢g(Y) = f(1+Y) = %,
siis poliinoomi f taandumatus on samaviirne g taandumatusega iile Q, kuna
f ja g on saadud podtatava lineaarteisenduse abil. Et ¢ = Y?®~1) mod p ja
g vabaliige p, siis Eisestaini kriteeriumi kohaselt on ¢ taandumatu. Jérelikult

Q&) : Q] = p(p — 1) ja seega p(p — 1) # 2"

Gaussi teoreem. Korrapdrane n-nurk on konstrueeritav parajasti siis, kuin =
26p1,pa - - pu, kus p; on paarikaupa erinevad algarvud, millel on kuju p; = 2% +1
ja si € N.

TOESTUS. Lemmast 2.11.6 teame, et korrapérane p; nurk on konstrueeritav.
Lemma 2.11.7 tottu pole voimalik konstrueerida p*-nurka, kus k& > 1. Vastasel
korral oleks p? konstrueeritav. Kuna korrapirane 2* nurk on alati konstrueeri-
tav, siis lemma 2.11.2 tdttu on teoreem toestatud.

2.12 Arvude 7 ja e transtsententsus

Lindemanni teoreem (1882). Arv m on transtsendentne iile Q.

Hermite teoreem (1873). Arv e on transtsendentne iile Q



